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HacaoB macTep pazga: [Ipodabuinctutke cTpyKType MojaTaka 3a TPUOJIKHY

pOBEPY IPUNATHOCTH

Pesume: IIpodaduymctuyke CTPYKType IojaTaKa ITPEJICTaB/bajy KJacy CTPYK-
Typa IoJlaTaKa Koje ce OJIpudy IMOTIIYHE MPEIN3HOCTH PaJi IMOCTU3amba D0/be Bpe-
MeHCKe u mpocropue edbukacuoctu. [locedny kjacy mpodadUINCTUIKUX CTPYK-
Typa IojJaTaka IPeCTaBbajy CTPYKType MojaTaka 3a epuKacHy HTpOBepYy IpHU-
[T THOCTHU eJIEeMEeHATa CKYITy MOJIaTaKa y3 MOCTU3akhe BUCOKe cTore Tadnoctu. [Ipm
ToM je Moryhe moduTu J1ayKHO MO3UTUBAH, AU HE U JIAXKHO HETATUBAH PE3yJi-
tat. OBe BpcTe CTPYKTypa MOJaTaka IMOCTUXKY J100pe mepdOopMaHce TEXHUKOM
xemupamba (jeqnom mwin Behinm dpojem xerr yHKIMja), TAKO MITO YMECTO CAMUIX
mojlaTaka dyBajy HUXOBE JAuruTajHe otucke. HajmosnaTtwju mpejacTaBHUNM OBUX
cTpykKTypa cy Birymos dunrep, dunrep komuunuka u duarep kykasuie. C 00-
3UPOM Ha TO Jla Cy MEMOPHUjCKU BeoMma edHuKacHe U Jila oMoryhasajy Op3y odpary
1o/IaTaka y PEaJTHOM BPEMEHY, OBe CTPYKTYpe T0/IaTaKa Cy ITOr0/IHE 38 KOPUIITNemhe
y CHCTEMHUMa, Ca BEJIMKUM CKYIIOBUMA IIOJIaTaKa, 33 aHAJIU3y MpexKHOr caoopahaja,

y BEJIUKAM Da3ama Io/IaTakKa.

Y oBoMm pamy Oumhe ommcane m HUMILIEMEHTHPaHe HapeIHe CTPYKType Ioa-
taka: bBiaymoB duarep, dunrep KoaudHuKa u puarep Kykapuiie. buhe u3Bp-
IeHa HUX0Ba YIIOPEIHA eKCIIePUMEHTAJIHA eBaJyalnja Kao U mopeheme ca Kja-
CHYHUM CTPYKTypaMma IIoaTaka KOjuMa ce IpodJIeM IpoBepe IMPHUIATHOCTH eJIeMe-

HaTa CKYIIY IIOoJaTaKa CTaHIapAHO peliaBa.

KipyuyHe peum: ajropuTMu u CTPYKType MOJlaTaka, IMPOOAOUIUCTUYKE CTPYK-

Type nojgaraka, baymos duirep, duiarep Kykapuiie, (uiITep KOJIUITHUKA
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I'maBa 1

YBOI

PemaBame upobaema uposepe uputiagHociu je jeJaH OJ OCHOBHHX 3aJaTaKa
CTPYKTypa IojlaTaka KOju TOJpa3dyMeBa yTBpDUBame 1a JIU eJIeMEeHT IIPUIa/Ia
CKYTIy TIojIaTaka. JemgaHn o1 TPaIUINOHAJHIX IIPUCTYIIA PelllaBamby OBOT IPOOJIeMa,
je mpeTpara ckyma mojiaraka. EJieMeHTH CKyla MOTYy OUTH CAYyBaHU Yy IOTOIHO]
CTPYKTYpPH TOJIaTaka, Kao mro je xemnr tabesia. Xew wabese (enr. hash tables) cy
CTPYKType HojiaTaka Koje 4yBajy mapoBe (KJbyd, BPEJHOCT) Y HU3Y MEMOPUjCKHUX
ejieMeHaTa, T3B. cjoroBa. Xew ¢ynkyuje (enr. hash functions) ma ocroBy garor
KJbyda PadyHAajy BPEJIHOCT MO3UIMje CJI0Ta yHyTap Xeml Tabdejie y kKoju he dutn
cmemnred nap (K/byd, BpegHocT). OBa BpPeJIHOCT ce Jpyraduje Ha3wBa Teu, Kog
(err. hash code). Kana xkemmmo na nmponaheMo esieMeHT ca TATOM BpeTHOIINY
KJbyda y Xelll Tadesin, HAjIpe padyHaMO BPEIHOCT Xelll (PYyHKIHje 3a JaTH KJbyd,
a 3aTHM IIPOBEPABAMO Ja JIU CE eJIeMEHT HAJIA3W HA U3PAIYyHATO] MO3UIUU Y XeIll
tadbenu. [locTtoju moryhHoCT 1a BpegHOCT Xeml (pyHKIHjE JIBa PA3/IMINTa KJbyda
Oyue jemnaka. Osa mojaBa ce HasuBa zrew, koausujae (enr. hash collision). Ilo-
CTOjU HEKOJIMKO HAYMHA 3a MPEBa3UIayKermhe OBOT Ipodsema. JeaHo o moryhux
peliema je Kopuiltheme CeKyHJIapHUX CTPYKTypa mojgaraka. Hawume, enemeHTH
XeIl Tadejie MOry OUTH TOKAa3WBaYU Ha JIUCTE TapoBa (KJbYyd, BPEIHOCT) y KOJUMA
ce Hajla3e CBU €JIEMEHTHU KOjU UMajy HCTY BPEIHOCT Xelll (DYyHKIIHje HaJl OJroBapa-
jyhum k/bydueBuMa. AJITEpHATHBHO pEIEhe je KOPUIINeme 0We0PeH0T agpeCUparba
(enr. open addressing). OTBOpeHO ajipecupare MPeJCTaB/ba MOCTYIAK KOJUM Ce
[PUJINKOM yMeTarba ejeMeHaTa 300T 10jaBe KOJIM3Wje TPaXKu aJITEPHATUBHA CJIO-
0osiHa To3uIja y Xemr Tadenun. [locToju HEKOJIMKO MMILIEMEHTAITHja OTBOPEHOT
aJipecupama. JelHa oJ] BUX je rewupare kykasuye (eHr. cuckoo hashing) o kom

he dutu BuIie peun y nactraBky. lIperpaxkuBamem xerr Tadese MOXKEMO JIOOUTU
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OJICOBOD HA TUTAIbE JIa JIM €J€MEHT MPUIaga CKyIy. AMOpPTH30BaHA BPEMEHCKA
CKOYKEHOCT IIperpare ejieMenara y xemn tadbesu uznocu O(1), a y Hajropem ciy4ajy
uznocu O(n), rae je n 6poj eslemenara y xern tadenau. Takobe, npejcraBbambe Be-
JINKUX CKYIOBA IMOJATaKa y OKBUDPY CTPYKTYpa MOJATAaKa MOYKE OUTH MEMOPH)CKU
3aXTEBHO, 114 YaK W HEM3BOJ/JHUBO Y HEKUM CJIydajeBUMA.

[Topen xert Tabesia 3a mpe/CcTaB/bambe CKYIIOBAa MOTY Ce KOPUCTHUTU OaJaHCHPaHA
cradjia mpeTpare, KoJi KOjUX Ce eJleMeHTH CKy[a 4YyBajy y YBOPOBHMa cTadya y
ypeherom mopeTky. 3axBaJbyjyhn BUX0BO] DaJIaHCHPAHOCTH, Ollepallnje IpeTpare,
Jl0/laBama 1 Opucama ejieMeHara nmajy spemencky ciaoxenoct O(logn) y 3aBucHo-
ctu of dpoja enmemenara n. Hajmoznaruju mpejcraBHUAIy OaJaAHCHPAHUX CTadaJIa
nperpare cy ABJI cradma u npseno-npaa cradia.

AJrrepHaTHBHU IPUCTYIT Y pellaBaby PodJIeMa IPUIIAIHOCTH je Kopuiheme upo-

badbusucunkux cpyKmypa togatwaka (eHr. probabilistic data structures).

1.1 MoTuBamnuja

[Tojenuau BeS mpersiemaqdn (eHr. web browsers) Kopucre mpODAOUTHCTHYKE
CTPYKType mojiaTaka 3a 1mposepy 3jonameprux ¥YPJI-oBa (enr. malicious URLs).
Kana kopucuuk yuece ¥YPJI agpecy moTpedHo je Op30 IIPOBEPUTH Jia JIK Ta aJIpeca
CaJIP2K¥ 3JI0HaAMepaH copTBEP U 00aBECTUTH KOPUCHUKA O €BEHTYAJIHO] OMTACHOCTH.
OunuraesHo perrerme 0OBOI MPOOdJeMa OM OMJIO UyBalhe CBHUX 3JI0HAMEPHHX aJpeca
y jeJHOj J1aToTenu KOjy IpeTpaxKyjeMo KaJjia Toji KopucHuk yHece YPJI asmpecy.
Mebytum, oBO je mpakTudHO HeMoryhe 300r BesmKor Opoja ajipeca. llorpebna
HaM je CTPYKTypa Iojaraka Koja Hehe pacTu JIMHeapHO 3a CBAKO J0JIABAHE HOBE
YPJI agpece, ka0 u CTpyKTypa IojlaTaka Koja JI00PO PAJM Y PEAJTHOM BPEMEHY,

KaKO KOPUCHHIIA He OU Jyro YeKaJ Ha OJIOBOP.

[IpodaduucTuyke CTPYKType IMOJaTaka IPe/ICTaB/bajy KJIacy CTPYKTypa Io-
JlaTaKka Koje Cy M3y3eTHO MEMOPHUjcKU eUKaACHe, aJIli He J1ajy YBEK TadaH OJIOBOP
Ha MHATale J1a JIM eJIeMEHT IPUIaia CKyIy mnojgaraka. OBe CTpyKType IojaTaka
3a Pa3UKy OJ KJIACHYHUX CTPYKTypa IoJaTaka He dyBajy HOJATKE y IeJIOCTH,
Beli camo muxose owucke (enr. fingerprints). Otuciu mpescTaB/bajy KpaTke
CEKBeHIle OMTOBA JIOOMjeHe Ha OCHOBY OPHIMHAJIHUX II0jIaTaka, ITO omoryhasa
BEJIUKY YIITEy MeMOpHje KOJ Kopullihema MpodadMIMCTUIKAX CTPYKTYpa MMoJIa-

TaKa.
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[IpoBepa mnpurraTHOCTH ejleMeHaTa CKYIy IOoJ[aTaKa KOJ IPOOaAdUIMCTUIKUX
CTPYKTYpa IMoJ[aTaka Ce BPIIN KOPUIINEHeM pa3/JuIuTUX TEXHUKA XeITuparba.
Xermmpare je 1o MpaBUIy BpeMeHCKH e(dHUKACHO, IITO oMoryhasa Op3 OJIrOBOD
Ha IINTabe Ja JIM €JIEMCHT IIpUIlada CKYILY IIoJaTaKa W YMHN Hp068,6I/IJII/ICTI/Iqu

CTPYKTYyp€ IIoJaTaKa IIOT'OJHUM 3a KopmuheH)e Y peaJIHOM BPEMEHY.

Mebytum, oHO mITO je criermudUIHO 38 OBY KJACy CTPYKTypa IOJaTaka je MO-
ryhHOCT /1001jarba HETATHOT OJITOBOPA IIPU IIPOBEPH IIPUIATHOCTH €JIEMEHTA CKYILY

nojaraka. Hamme, oBe cTpyKType 1ojlaTaka nMajy JBe OMUTHE OCOOUHE:

e voryhu cy saorcho Gosumiuehu (enr. false positive) pesysrarn npuiankom
[IpOBEpaBaIba, Ja JIM HEeKH eJIEeMEHT IPHUIaJa CKyiy mnogaraka. OBo Oou 3na-
4UJI0 Ja Ce IOUPENTHO TBP/M Ja HEKU eJIeMeHT IIPHUIla/ia CKYILy, MaKO My

3alCTa He IIpUuIlala.

e nucy moryhu saotcho netatiueru (enr. false negative) pesysraru npuinkom
IIpOBEpaBalba JIa JIM HEeKH eJIEeMEeHT IPHUIaJia CKyiy nogaraka. OBo dou 3na-
YUJI0 JIa ce He MOKe IIOT'PEITHO TBP/UTH Jla eJIEMEHT He IIPUIlafa CKyILy, HaKo

MYy 3aHuCTa IIpUIlaJ1a.

OBo Ha MpPBU TIOTJIE] MOYKe JIeJIOBATH JIOIIE, aJIN je BeOMa KOPHCHA OCOOWHA Yy IO~
jeauHuM curyanujama. Perumo, y caydajy 37onamepaux ¥ PJI-oBa, ako godujemo
onrosop jga ce ¥YPJI namazu Ha JucTu 3J10HAMEPHUX, MOPAMO U3BPIIMUTH IIPETPArY
JIICTE KaKO OMCMO ca cUrypHOIIhy yTBpamwm faa jau je natu Y PJI 3monamepan nin
je Mo0ujeH JIayKHO MO3UTUBAH PE3yJITaT. Y CYIIPOTHOM, aKO JIOOHjeMO OJIrOBOP JIa
ce YPJI me manasu Ha JuCTU 3JI0HAMEPHHUX, MOXKEMO OUTH CUI'YPHH Ja je JIaTh
VYPJI 6e3denan 3a Kopuiirheme, 300T 0COOMHE MPOOAOMIMCTUIKAX CTPYKTypa I0-
JaTaka Koja rapaHTyje OJICYCTBO JIAKHO HeraTuBHEUX pesysarata. (OBO 3HaYAjHO
cMamyje Opoj HEmOTPeOHUX IpeTparKuBamba Jincte 3j0HaMepHux Y PJI-oBa jep ce
HCIIOCTAaBJbA JIA j€ CTOIIa, JIAYKHO TTO3UTHBHUX PE3YyJITaTa IIPU IIPOBEPHU IIPUTIATHOCTH
eJleMeHaTa HEKOM CKyIly y BehuHu ciiydajeBa jako masia. C apyre crpane, BeoMa
HemoXkKeJbHO Om Omsio jga TBpaumo ja ce Y PJI He Hanma3m Ha JucTH 3JIOHAMEPHUX

YPJI-oBa y citydajy ma ce 3aucTa HaJIa3W HA JIUCTH.

300r cBera HaBEJIEHOT, TPOOAOUIUCTUYIKE CTPYKTYPE TMOJATaKa UMajy TTHPOKY

IIPUMEHY y Pa3/ITYUTUM padyHApPCKUM M MPEXKHHM cucTtemMuma. Kopucre ce y

3
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obJlacTUMa padyHapCTBa Kao MITO CY 0€30€IHOCT U IPUBATHOCT, CTATUYKA, aHAIU3a
Iporpama, dase mojaTaka, Bed mpeTpara, CUCTEMH 3a IIPEIOPYINBabe U OJOKYIEjH
nporokosin [1]. HbuxoBa BpemeHcka u MeMOpHjcKa ePUKACHOCT UX YUHU BEOMA
MIOIyJTAPHUAM 3a KOPHUIINeme y alinKaljaMa Koje pajie ca BEJIMKUM CKYIIOBHMa
rojlaTaka KOju ce He MOT'Y CKJIQJIMIIITUTA HUTU oOpahmBaTu Ha TPaIUIMOHAJHUM

padyHapCKUM CHCTEMHUMA.

[TocToje paznmmunTe UMILIEMEHTAIINje OBUX CTPYKTYpa MoJaTaka. Yy OBOM PaJLy
Jleta/bHUje he OWTHM NpUKa3aHa TPU MPEJICTABHUKA OBUX CTPYKTYpa IOJaTaKa:
Baymos dunrep (enr. Bloom filter), dunrep xommunuka (enr. Quotient filter) u

dbunrep kykasure (enr. Cuckoo filter).

1.2 IIpumene

[IpodaduucTuyke CTPyKTYpe MOJATaKa Cy MIUPOKO PACIPOCTPAIHEHE 3aXBAJbY-
jyhm cBojuM KapakTepuCTHKaMa Koje HapOYHUTO JIoJIa3e JI0 U3pazkaja y CUCTEMUMA

Ca BEJIMKHUM IIDOTOKOM IIOJaTaKa.

[IperpakuBadn nx KoOpucTe 3a 0e30eHy HpeTpary Kako Ou Op30 IPOBEPUIIH
Jla JIM je HeKa aJipeca MITeTHa Ha HAYUH KOji CMO OIHUCAJIN y ITPETXOTHOM OJeJbKY.
Koukperno, ['yrst Xpom (enr. Google Chrome) kopuctu Biymos dhuirep y oBy
cBpxy [2]. Taxobe, Heke miaTdopme KOpUCTE OBE CTPYKTYPE TOJATAKa Y OKBUDY
dDYHKIIMOHAJIHOCTHU TIPEJIJIarama caapKaja 3a n3derapame MpukasuBamba Beh Bube-

HUX caJipzKaja OJ CTpaHe UCTOT KOPUCHUKA.

OBe cTpykType mojaraka 3Ha9ajHO CMambyjy Opoj ynurta ynyhen dazama moma-
Taka. FbuxoBum Kopurmhemem nsderapajy ce mperpare dase IojiaTaka 3a BPeIHO-
CTH KJbydeBa KOju ce He Hajase y Ttadenn. IlocedHo je 3HauajHa HUXOBaA YIIOTPEda

kost NoSQL m qucrpudynpannx da3a mojaraka.

[IpobabunucTryke CTPyKType IojlaTaKa y BEJIUKOj MepPHU MOOO0JbINABAjy Iep-
dopmaHce MpexKHUX 1 (aj cucTeMa jep MOTY Jia IIPOBepe Ja JIN ce HEKH CaJIpKayj
Beh Ha/Ia3M y Kell MEeMOPHUjU M Ha Taj HAUYMH OMOoryhe m3deraBarme HEIOTPEOHMX

OPUCTYIIa JUCKY.
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baymos dmiarep

HajjenmnocraBuuja u Hajlo3HATHjA IPOOAOUINCTHYIKA CTPYKTYPA IMOJATAKA KOja
pemaBa mpodJieM MPUHAIHOCTH je Baymos ¢uaitiep, KOju je mpeaaokno bapron
Baym (enr. Burton Bloom) 1970. rommee [3]. Buaymos duarep je mpoctopso
edukacHa MpodAdUINCTUYKA CTPYKTypa IOJaTaka Koja IOJpKaBa JB€ OCHOBHE

onepanuje Haj cKynom D = {1, Zs, ..., 2, } 01 n ejemenara:
® JI0/IaBAIbLE €JIEMEHTA Y CKYII;
® [IPOBEPY Jia JIU Ce eJIeMEHT HaJa3u y CKymy [4].

OBa cTpyKTypa mojaTaka He UyBa OpPUTIHMHAJHE IIOJATKe, OJaKJe W IIOTHYE HheHa,

pocTOpHa e(OUKACHOCT.

Ha coumm 2.1 nmpukazan je npumep Birymosor dunrepa. Biaymos duirep ce
cacToju oJ Hu3a OMTOBa M ojapeheHor Opoja xern (QYHKIMja KOje ce KOPHUCTE 3a
TpaHcdOpMaInjy W IpeJicTaB/baibe mojaraka. [IpoBepa mpumajgHoCTH eJeMeHTa
CKYIIy KOju je TpejcTaB/beH ByMoBuUM (UITEPOM MOXKE MPOU3BECTH JIAZKHO TI0-
3UTHUBHE, a/li He W JIaXKHO HeraTuBHe pe3ysarare. Tadnwuje, Birymos duiarep Ham
MOYXKe JIATH JIBa OJArOBOpa Ha MUTAIbE Jia JIU €JIEMEHT NPUIaIa CKyIy: ,JJaThi eJjie-
MEHT MOXK/Ia IPUIaJia CKYIy WA ,eJeMeHT Je(pUHUTUBHO HE IPUIIaJia CKYILy
[5]. Croma jaykKHO MO3UTHBHUX DE3Y/ITATA je OOMYHO MaJia, Al pacTe IpH J0-
JlaBarby HOBHUX ejleMeHaTa y CKYII mojaraka. llopacT crome JaXHO HO3UTUBHHX
pe3yarara ce MOXKe KOHTPOJIMCATU OJa0UPOM OIITUMAJIHOT Opoja Xerl (pyHKIIIja
WU TIPOIUPUBAGEM HU3a OMTOBA KOjU Ce KOpHUCTe. DUTHO je HarjJacuTH Ja Bpe-

MeHcKa edukacHocT BirymoBor dguiirepa He 3aBUCH 0J1 BeJIMYMHE CKYIIa IOJaTaKa

(y HacTaBKy M), HUTH O] BeJinduHe HU3a ouroBa (y HacraBky m), Beh ox &poja

5
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xern dyHkimja (y HACTABKY k) KOje IPEeCINKaBajy CKyIl eJIEMEHATa y I[eJI00POjHE
Bpennoct o 0 1o m — 1 (uHgekcH HU3a OMTOBA). YKOJIMKO IIPETIOCTABAMO JIa
ce BPEJHOCT Xelll (pyHKIHja padyHa Y KOHCTAHTHOM BPEMEHY, IIITO je OOMYIHO CJIy-
4Jaj, BDEMEHCKa CJIOXKEHOCT JI0J[aBarha HOBUX eJleMeHaTa U IIPOBepe MPUIAIHOCTU
esemenTa ckymy usnocu O(k). Ucrakaumo na Biymos durrep He mozprkasa orme-
parujy Opucarma ejieMeHaTa U3 CKyIa I0/[aTaKa W OIePaIljy U3JINCTABAA CBUX
eJleMeHaTa KOjU IPUIaJIajy CKyIry nojgaraka. Ejiaementu Birymosor duirepa nucy
opojaun, Beh mojequuavunu dOutToBM Koju Mory mMartu BpeganocT (0 wan 1. Kajta ou-
CMO yMECTO HHM3a OMTOBa UyBaJIH IEJ00POjHE BPEIHOCTH, JIOOMIU OMCMO OPOjaduKu

Baymos dunrep.

{x, 5z}

(oftfofrjtjrjojofofofo[t[OJL1[OJO]T]O]

+\v//////

w

Cnuka 2.1: Biymos dunrep

2.1 HWuaunujasusalimja u JoJaBaibe ejieMeHaTa

[IpernoctaBumo n1a je Birymos dunrep myxune m = 10. IIpazan Baymos dpu-
TEp Yy TOM CJyd4ajy npescTaB/ba Hu3 o, 10 OuToBa Umje cy BpeIHOCTH ITOCTaBJHEHE

Ha HYJLY:

Hos enemenT x monajemo y BaymoB ¢puitep Tako IMITO HAJIIPe padyHaAMO BPeJI-
HocT cBuX k xem dyukuuja {h;};—1x 3a JaTH mojarak, a 3aTUM IIOCTAB/HAMO

BpegHOCT duToBa Ha mosunujama {h;(z)}i—1x y Hu3y Ha 1.

ITpumep 2.1.1. IIpernocraBumo ga umamo jiBe xemr pyHkyje hy u hy. YKOJIUKO

JKeJIMMO J1a JIOJaMO HHUCKY ,banana’ cKymy mojiaTaka, u3padyHaheMo BpeIHOCTH

6
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hi(banana) u hy(banana). Heka je hi(banana) = 7 u he(banana) = 3. Tana
hemo ,,yK/byduuTn’ OUTOBE y HU3Y Ha MO3UINHjaMa 3 U 7, Tj. TOCTABUNEMO IHUXOBY

BpeJIHOCT Ha, 1:

0123456789
[0Jofof1]ofofo]1[0]0]

Hakon nonasama Hucke ,,jabuka” 3a kojy cy Bpegrocru xemt dyukimja hy(jabuka) =

3 u hy(jabuka) = 1 nodujamo cienehu Hu3 durosa:

YouaBaMo Ha TPETXOTHUM IIpUMeEPUMa Ja cy Moryhe Kosmsuje xemr OyHKIHja
Tj. Moryhe je Ja JiBa pa3/IMuUTa IIOJATKa ITPOU3BE/Y YKJ/bydUBamhe OUTa Ha UCTO]
nogunmju y #usdy (he(banana) = hi(j) = 3). VYupaso je moryhnocr mosacka
JI0 KOJIM3Uje MPUJINKOM XeIlllnpama MOoJaTaKa y3POK ITPOOAOMIMCTUYKE IIPUPO/Ie
BaymoBor dunrepa. M3 Tor passora Huje T03BO/bEHO OpuUcarbe ejeMeHaTa U3
CKyIla jep He MOXKEeMO OUTH CUT'YPHHU Jla JIU je HEeKW OUT y Hu3y IOCTAB/bEH Ha
BpeaHOCT 1 o7 cTpaHe jemHor wian Beher Opoja enemenata. Takohe, yBeK mOCTOju
BepoBaTHONA J1a €/IeMEeHT He MPHUIaja CKYIy MaKO Cy CBe BPEIHOCTH OWTOBA HA

oJrosapajyhuM Io3uiijaMa 1mocTaB/beHe Ha 1.

2.2 IIpoBepa nmpumnajgHOCTH eJieMeHTa CKYILY

moJaTraka

[TpoBepy npunaHOCTH eJIeMeHTa CKYITy TOJaTaKa 3all0YUHeMO HA UCTH HAYUH
Kao U JI0JIaBalbe€ HOBUX ejleMeHaTa. PadyHaMO BPEeJHOCTH CBUX Xelll (DyHKIMja
{hi}iz1r 3a eseMeHT T, a 3aTUM NIPOBEPABAMO BPEIHOCTH OHTOBA y HHU3Y Ha IO-
surtmjama {h;(x)}i—1 k. YKOIHKO je BpegHOCT Oap jenHor Oura jenHaka Hy/IH, ca
CUTYPHOIIINY MOXKEMO TBPIUTHU Ja eJeMEeHT He IpHUMaja CKyIy. Y CYIPOTHOM,
akKo cBH ojiroBapajyhu duroBu mmajy BpeanocT 1, Tajia MoxkKeMo pehu j1a ejeMeHT
MOXKJIa IpuIaja ckyiy. Moryhu cy Ja:kKHO O3UTUBHU PE3YJITATH, Tj. MOXKE Ce
JIECUTHU JIa CBU CPAdYyHATH OWTOBM 3a HEKU eJIEMEHT MMAajy BPEeIHOCT 1, ajau Taj

eJieMeHT He npunaja ckymy. [lojaBa JrakKHO TO3UTHBHHUX pe3y/TaTa MPUIUKOM
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IIpOBEpe TPHUIATHOCTH HACTAje yCJie ] KOJu3uja Xeml (PyHKITja.

IIpumep 2.2.1. Hakon jomaBama HuUCKE ,banana’ u ,jabuka”, umamo cienehn

HU3 OUTOBA:

2KemmMmo j1a mpoBepuMO J1a JIM HUCKA ,,malina”’ mpunaja cKyIry rmojaraka. Pawdy-
HaMO BpeJHOCT xer dbyHKmja hy u he. Heka je hi(malina) = 5 u hy(malina) = 6.
[TomTo dut Ha TO3UIUjH 5 y HU3Y MMa BPETHOCT jeTHAKY HYJIM, OJIMaX MOYKEMO
pehu j1a Hucka ,malina” He mpumnaga ckyiry, 0e3 mMpoBepe BPEJIHOCTU OUTa Ha I10-
uruju 6.
[Tposepumo 3a HUCKY ,,jagoda” uuje cy BpeanocTu xem dyukimja hi(jagoda) = 1
u ho(jagoda) = 7 ma nu npunajga cKymy nogaraka. Ha ocHoBy Hu3a dutoBa MO-
JKEMO JIa 3aKJ/by9INMO JIa €JIeMEHT MPUIaJa CKYIly IOIITO ojroBapajyhu dutoBu
nmajy Bpeanoct 1. Mehyrum, 3HaMO j1a HEUCKA ,,jagoda’” He mpuUIaIa CKYILy jep je
HUCMO JIOJIAJIN Y CKYII, 118 OBO IIPEJICTaB/ba JIAXKHO MO3UTUBAH pe3ysarar. Jlakie,
HE MOXKEMO Ca CUTYPHOIINY TBPIAUTH JIa JIX jeé HEKH MOJATaK €JIEMEHT CKYTa, ajiu
KaJla JI0OMjeMO OJIFOBOD JIa €JIEMEHT He IMPUIIaJia CKYILy y Hhera MOXKEeMO OUTH Y

IIOTIIYHOCTU CUTYPHU.

2.3 Opgadbup onTMMaJIHUX BPEIHOCTH

ImapamMeTrapa

Ucnocrasba ce 1a je BepoBaTHONA JIAXKHO MO3UTUBHUX pe3yaTarta Maja. OHa
pacTe ¢ IIOpacToM JIOJATHX eJIeMeHaTa, aJli Cce MOyKe yOJIaXKUTU OJadMpPOM IIPaBOr
Opoja xemr pyHKIHIja, Kao 1 moBehameM BeJIndnHe HU3a ONToBa. ['paHnynu cirydaj
IIpeJICTaB/ba CUTyallnja KaJa CBU OUTOBH Y HU3Y MUMAjy BPEJIHOCT 1 M Taja MMaMo
BEJINKH OpOj JIAXKHO MMO3UTUBHUX pe3yaTara. [lorognum oadbupomM BpeHOCTH Ha-
BeJeHUX IIapaMeTapa MOXKeMO MUHUMH30BATH BEPOBATHONY JIAYKHO MO3UTUBHUX

pe3yJsiTaTa M HCKOPUCTHUTHU IIyH HoTeHInjas biymosor duirepa.

[IpermocTaBuMoO J1a UMaMO HU3 OUTOBA JIyKUHE M, k HE3aBUCHUX Xell (DyHK-

I@ja u JIa je CBaKa BPEIHOCT Xell (YHKIHje IOJjeTHAKO BepoBaTHa. Taja Be-
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poBaTHOha J1a BPEIHOCT HEKOI OMTa y HU3Y HHUje MOCTaB/beHa Ha 1 Ha OCHOBY

U3padyHaTe BPEJTHOCTU jeHe Xell (DYHKITNje H3HOCU

1
1——.
m

Beposarnoha ja BpegHOCT HEKOT dUTa HUje TMOCTaB/HeHA Ha 1 HA OCHOBY M3pady-

HaTUX BPEJIHOCTHU CBUX k Xern DyHKIMja U3HOCU

(1- 2y,

m

Kako ducmo nporennin BepoBaTHohy oBor jorahaja 3a BeJiKe BPEIHOCTHU 1M MO-
JKEMO HCKOPUCTHUTH cJiesiehy jesHakocT:

lim (1 —

1
m—o0 m

yr =2
(&
Jlaksie, BepoBaTHOhA J1a BPEIHOCT HEKOT OWTa HUje MOCTaB/beHa Ha 1 Ha OCHOBY

BPEJIHOCTHU CBUX XeIl (PYHKIIHja 33 JTOBOJHHO BEJIUKO M je:

(== (- s~ e,

VKOJIMKO CMO JIOJIAJIA 1. eJIeMeHaTa y CKyIl, BepoBaTHONA J1a BPEHOCT HEKOr OMTa
HHje IocCTaB/beHa Ha 1 je
1 kn
(1 - _)]m ~e m,
m

cTora je BepoBaTHONA J1a je BPEIHOCT HEKOT OMTa IOCTaB/heHa Ha 1 HAKOH N JI0J1a-

Bama ejieMeHaTa y CKYIL:

1 kn
1—(1— )" x1—em.
(1-—) e

Kako du anropuram 3a IpoBepy HPHUIATHOCTH HEKOI eJeMeHTa CKYILy IIPOM3BEO
JIA2KHO IIO3UTHUBAH PE3YJITAT, IOTPEOHO je J1a 3a eJeMEeHT KOjU He IIPHUIaJa CKYILY
BPETHOCTH CBUX O/AroBapajyhmx omrToBa y HU3Y Oyay 1, a BepoBarHOha TakBOr

norahaja nsHocu

Py = (1= (1= S))k (1= e )k, (2.1)

m
P, npencrasiba 100py alpOKCHMAaIUjy BepoBaTHOle JTaKHO MOSUTUBHHUX pe-

gynrtara. Ha ocHoBy Bpennoctn Py, MoXKeMO 3aKJby9IHTH Ja Ta BepoBaTHoha pacTe
ca OpojeM JI0JIATHX eJleMeHaTa CKyIy (1), a cMamyje ce ¢ noBehameM JiyKuHe Hu3a

Surosa (m). Takole, MOxkeMO OJIpeIUTH ONITUMAJIHE BPEJHOCTH 3a k W 1M TAKO Ja

9
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Py, dyne MuanMaIHa.

m

3a jaTu oJHOC ', KOjU NIpeJCTaB/ba OpOj JIOJC/HEHUX OUTOBA IO €JIEMEHTY,

BepoBaTHONA JIazKHO ITO3UTUBHOT PE3YJITATa MOXKE Ce TOJICCUTH N3D0OPOM OpOja, Xerr
dyukmmja k. Ontumastaa BpeHOCT 3a k onpehyje ce MunnMu3anmjom BepoBaTHONE

JIAYKHO TIO3UTUBHUX pe3yiraTa [4]:
m
k=—In2. 2.2
" 1y (22

[Tperxomaay dopmysry MoxkeMo u3BecTu Ha OCHOBY dopmysie (2.1). IIpumenom

dbyukmnumje In Ha obe crpane jeaaaunte y dopmynu (2.1) moduja ce:
InP,=kln(l—e ). (2.3)
YBoau ce cmena x = =y jenmakoct (2.3):
In Py, = kIn(1 — e *). (2.4)

Hudepennuparmem jennakoctu (2.4) no npomensbusoj k jgoduja ce:

0 ke kxe ke
V jeamaxoct (2.5) yBoau ce cMeHa t = e *%;
0 tint
— mInP,=In(1-1t)— . 2.

Kako 6u u3pas Ha JieBOj cTpaHd jeTHAKOCTH (2.4) MMA0 MUHYMAJHY BPEIHOCT I10-
TPEOHO je OJIpeIUTH BPETHOCT IPOMEHJbUBE ¢ 3a KOjy je BPEIHOCT M3pa3a ca JeBe
crpane jennakocru (2.6) jennaka mysu. V3pas ca jeche crane jegnakocru (2.6) je
nedbunncan kaja Baxu 0 < t < 1. 3aro obe crapane jeanakoct In(1—1t) — tll%tt =0
MOKEMO TIOMHOXKHUTH ca 1 — t HakoH 1era gobujamo (1 —t)In(l —¢) — tInt = 0.
U3 mperxomane jemnakocTn MoxeMo mssects jemmaxoct In(l — ¢)(79 = In¢t. C
063upom J1a je dyuknmja f(z) = Inz uHjeKTUBHA, HA OCHOBY U3BEJIEHE jeIHAKOCTU
Mozke ce 3aKsbyunTn na saxu (1 —1)17) = !, Onmarie mpupoaHO CleIu jeHaKoCT
1 —t = t ma BpeIHOCT NMPOMEHJbUBE t 3a KOjy U3pa3 ca JieCHe CTpaHe jeIHAKOCTH
(2.6) (a camuMm TUM M U3pa3 ca JieBe CTPaHe UCTE jeTHAKOCTH) UMa BPEHOCT HYJIa

1 ka

U3HOCH % Kana ce 3amMenn BpeJIHOCT 5 Ha MECTO TIPOMEHJbUBE © y CMeHu t = e~ "%,

a 3aTuM npuMenn yHkiuja ln Ha 0de crpane jegnakoctu, 10duja ce —rk = —In 2.

10
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C obzupom Jia je yBeJieHa cMeHa T = -, a Ha OCHOBY IIPETXOJIHO JIOOHMjeHe je/lHa-
koctn —rk = —In 2, 3aksbydyje ce ma m3pas ca jeBe cTpaHe jeaHakocTH (2.3) nma
MHHUMAJIHY BpeJHOCT 3a k = " In 2. Kako je dynkmuja In pacryha, cienn ga je u

BDEJHOCT M3pa3a ca JieBe crpane jexnaxocTu (2.1) mumnmMainna 3a k = 2 In 2.

VY npakcu, gyx)kuHa huiarepa m, Ipu 3a1aT0j BEPOBATHONN JIaXKHO ITO3UTUBHUX
pesyaTtara Fj, 1 odeKuBaHoM Opojy ejeMeHaTa n, Moxe ce oJpeautn nomohy dop-
MyJse:JeaH o/ MO3HATUX CHCTEMa 33 yIpaB/baibe 0a3zaMa MOJATAKA KOjU KOPUCTH
JYHKIIMOHATHOCTH TPOOAOMIMCTHIKUX CTPYKTYpa nojaraka je Anaun Kacanapa

(enr. Apache Cassandra)
nln P,
=——. 2.7
" T ) (27)
Oy dopmysry mMozkeMo uzBectu Kaja y dhopmyny (2.1) 3amerunmo dhopmyiry 3a

padyHame ONTUMAJIHE BPETHOCTU Kk KOjy CMO IIPETXOHO M3BEJIN.

Haxkite, nyxxkuHa duyrepa Mopa JMHEAPHO pacTHu ca noBehamem OpojeM ejreme-
HaTa Jia Ou ce ojpKasa GUKCHA BepoBaTHONA JIAXKHO MO3UTUBHUX pedysrara [4].
U3 tor pazsora 3a m ce y3umajy gocta Behe BpegHOCTH Y OIHOCY HA BPEIHOCT N.
[TpuTrom, MopamMo BoAMTH padyHa Ja HU3 OUTOBA HE IOCTaHe IPEBEJIMKU IITO On
PE3YATOBAJIO HETOBUM IIpedaIliBabeM Ha JIUCK jep 9eCTU IPUCTYIH JIUCKY MOTY

3HAYAjHO Jerpajuparu nepdopmance Birymosor dpuiarepa.

2.4 Ilpennoctu u mane biaymoBor duarepa

Hajseha nmpenoct Birymosor duntepa je mwerosa nmpoctopra edukacuoct. Ha-
“Me, Y OJIHOCY Ha Xell Tadejie OH 3ay3uWMa 3HAYAjHO Marmbe mpoctopa. OBo je
[ocJIe Il Yuibenurie /1a Birymos duiitep He 1yBa opuruHaJjHe mojarke, Beh mpei-
CTaBJ/ba jeJIaH eJIEMEHT CKYIIa ITOCTaB/batbeM BPEJIHOCTHU k OUTOBa y ojiroBapajyhem
HU3y OMTOBa. 3DOT TOTA MOXKE BEOMA JIAKO OOPAINTH BeJIUKY KOJMINHY HH(MOPMAa-
nuja. Oueparuje JiofaBama ejieMeHaTa U IIpoBepe MPHUIATHOCTH €JIEMEHTa CKYILY
Cy BPEMEHCKH M3y3eTHO e(UKACHE jep BPEMEHCKA CJIOYKEHOCT He 3aBUCH OJ1 KOJIU-
qrHe IoJlaTaKa WK JyKUHEe HU3a, Beh o1 Opoja xemn yHKIHMja 33 KOje MOXKEMO
JIa IIPETIIOCTABUMO [1a Ce U3BPINaBajy y KOHCTAaHTHOM BpeMmeny. C o03upom Ha TO

Jla TTPUJIMKOM IIPOBEpPEe MPUIIAIHOCTH eJIeMeHaTa CTPYKTYPH HUCY MOTryhu JIaXKHO

11
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HEraTUBHU pe3y/aTaru, bjayMoB cduirep je mjeasian 3a IMpUMeHE y KOjuUMa je I10-
JKeJbHO J1a M30erHeMO CKyTIe IIpOoBepe, HIIp. y Oa3aMa nojaTtaka. lIpunmernmo n ma
je oBa CTPyKTypa IojaTaka BeOMa jeJJHOCTABHA 3a UMILJIEMEHTAIIN]y 3axBaJsbyjyhu

jETHOCTABHOCTH XeIll (byHKITH]a.

Baymos dbunrep uma u onpehena orpanmderba: TO Cy MOTyNHOCT J00Hjarba
JIAYKHO TIO3UTUBHUX Pe3yJITaTa, HEMOI'yNHOCT Opucarma U UITYUTaBalba eJIeMeHaTa,
dukcHa ayKuHa, moBehame CTOIe JayKHO MO3UTHUBHUX Pe3y/ITaTa yCJIel JIOMer
omadbupa BpegHoctu k u m. Unak, y ogpeheHOM KOHTEKCTY U MTIPUJIMKOM TTPABUTHOT
n300pa BPEJIHOCTH IapaMeTapa HaBeJIeHU HEeJOCTAIM Cy 3aHEMapJ/bUBU y OIHOCY

Ha KOPHUCT KOjy ocTBapyjemo kopuiihemeMm BirymoBux dbuirepa.

2.5 Bapwujanuje nu npumena baymoBux dpuarepa

[Tocroje paznuuure Bapujante BiiymoBor duirepa 4ujoM UMILJIEMEHTAIINA]OM

je moryhe npeBa3uhu HeKe 0OJ1 TIOMEHYTHUX MaHa.

Bpojauru Baymosu guatmepu (err. Counting Bloom filters) mompxxasajy orre-
panujy opucama eqeMenara. Hanme, onn ymecTo Hu3a OUTOBa 1OCELY]y HU3 OPO-
jaga. HMukpemeHTHpame Opojada Ha IMO3UIMUjHA § AHAJOTHO je MOCTAB/hAILY BPE/I-
HOCTH OHWTa Ha MO3WUIUJH ¢ Ha BPEIHOCT 1 KoM KJacuaHor BiymoBor dwuarepa.
[Tokymraj Opucama ejeMeHaTa U3BOJAMMO TAKO IITO JIEKPEMEHTHPAMO Opojade Ha
onrosapajyhum mosurmjama. AKO MPUTOM BPEIHOCT HEKOT Opojada IOCTaHe jeji-
HaKa HyJIH, MOXKe ce oopucaTu ojarosapajyhu emement. I[Ipodiem moxke nHacraru
MIPUJINKOM IIpeKopaderhba MaKCHMAaJIHE BPEIHOCTH 3a Opojad, IITO Ce MOXKe IIpe-
Bazuhm aJloKaIujoM JTOBOJHAHOT Opoja OurToBa 3a Opojade. C 003mpoM Ha TO 14
ce y OBOM CJIY4ajy aJIolupa JIoJaTHa MeMOpHja 3a Opojade yMecTO MOjeIMHATHUX

6I/ITOBa, OBY CTPYKTYDPY IIOJaTaKa KapaKTEPUIIIe Beha IIPOCTOPHa CJIOZKEHOCT.

Cranaburnu Baymosu duamepu (enr. Scalable Bloom filters) cy ausajuupann
3a paJi ca MoJaluMa Iuju Opoj HHUje yHAIpe ITo3HAT U KOju ce MoxKe moBehaBaTu.
DyHKIIMOHUIIIE TAKO IIITO CUCTEM HaJIOoBe3yje HOB, Behu Biymos durrep Ha cKOpo
nonymen nocrojehu Biaymos dunrep. Bepoarnoha j1a)kKHO TTO3UTHUBHUX PE3YJI-

TaTa y OBOM CJIy4ajy He pacTe ¢ IIOPACTOM KOJMYWHE IOJlaTaKa.

12
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[TocToju jorr HEKOJMKO MMILIEMEHTallfja BiiymoBux (uiarepa Koje Hyme J10-

naTHe (DYHKIIMOHAJIHOCTH W IIpeBa3miia3e HeJIOCTATKe OCHOBHE MMILIEMEHTAINje

[6].

BaymoB dunarep je mpoHarao nmpuMeHy y pa3jIMYUTHM OOJIACTUMAa padyHap-
crBa. Moxe ce KOpUCTUTH 3a IIpoBepy Ja jau je YJIP 3ponamepan y BedO mpe-
TpakuBadnMa, n3deraBame CKyIux MIpoBepa Ha JUCKY y da3ama IojiaTaka, OprKe
npociaehuBame MmakeTa y MPEeKHUM pPyTepuMa, yOp3aBambe CHHXPOHU3AIMje KeIl
MeMOpHje Y JUCTPUOYUPAHUM CUCTEMUMA, OP3y MPOBEPY Jia JIM HEKA ped MOCTOjU

Yy PEUYHUKY KOJI TpOorpaMa 3a ITPOBEPY IIPABOIHUCA . . .

13
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PujitTep KoJUIHUKA

Quatiep KOAMUMHUKG je TTPOCTOPHO edUKACHA ITPOOAOUINCTIHIKA CTPYKTYPa M0-
Jaraka Koja je mpejacraBbena 2011. romuue [7]. OBa crpykrypa nojaraka uma
CJIMYHE TIPOCTOPHE U BpeMeHCKe nepdopmance Kao BiayMoB duiarep, y3 HeKe J10-
JIaTHe TOTOJMHOCTU. 3a IoveTak, Koj duiarepa KOJIUYHUKA je moryhe Opucarbe
enemenara. Kao mro cmo Beh nomenysnu, Birymos dunrep me npy:ka ontumalsine
reppopMaHce YKOJHUKO Ce YyBa Ha JUCKY. Y3POK TOME je moTpeda 3a BEJTUKUM
opojem npuctyna gucky. C apyre crpane, puarep KOJUIHUKA je CTPYKTypa IO-
JlaTaka Koja je TOorojHa 3a Kemupame (eHr. caching) u He 3axTeBa BEJIUKU OPO]
y3aCTOIHUX TpUCTyIa aucKy. Takohe, MoxKe ce 1o moTpedu jeTHOCTABHO ITPOIIH-

puBaTu wiu cmamuBaTu. [locToju m Mmoryhnoct cnajama 1Ba puyirepa KOTUIHIKA.

OcHoOBHe onepalyje Koje mojpKaBa (puyrrep KOJIUIHUKA CY:
® JI0/TaBamb-€ eJIEMEHTA y CKYT TOJAaTaKa

e IIpoBepa Ja JIU eJIEMEeHT MPUNaJja CKYyILy MojaTaka

e Opucarbe eJIeMeHTa U3 CKyIla 0/IaTaKa.

HpI/IJII/IKOM IIpoBepe IMpUIIaJIHOCTH eJIEMeHTa CKYIIy MOXKeMO rZLO6I/ITI/I JIaZKHO IIO-

SUTHUBHE DpE3yJjiTaTe, aJil HE U JIa2KHO HEraTUuBHE PE3yJiTaTe.

Durep KOTUIHUKA MOXKEMO TTOCMATPATH KAa0 XeIll Tadey 3aCHOBAHY Ha OTBO-
PEHOM aJipecuparby KOja KOPUCTU TAYHO jeJIHY Xelll (DYHKIIN]Y U YMECTO OPUTHHAJI-
HUX TI0J[aTaka dyBa muxoBe oTucke. OTmcak f HEKOT eJleMeHTa X JTOOMjaMO TaKO

IIITO padyHAMO BPEIHOCT Xell (pyHKIHje h 3a 1aTh eJIeMEHT £. 3aTUM ce JI00UjeHn
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oTucak f, Koju je ayKuHe p OUTOBA, MAPTUIIMOHUIIE HA JIBA JeJIa TOCTYITKOM IIpe-
JIIOXKEHNM O] cTpaHe aMepudkor nadopmarndapa Jonanma Kuayra (enr. Donald
Knuth) koju ce HazuBa gopmuparse xKosuunuwkor ckyua (enr. quotienting). OBum
HOCTYIIKOM JI00HMjaMo octiaiwiak (eHr. remainder), y o3Hanu f,., KOju IpeICTa/ba T
OuToBa HajMarbe TeXUHe oTHCKa f U koauwnuk (eHr. quotient), y osmarm f,, Koju
IpeJicTaB/ba ¢ = p—1r duroBa HajBehe TexknHe oTncKa f. YIpaBo ofaTie U IOTUYE
Ha3UB OBe CTPYKType IojaTaka. Bpeanocru f, f, n f, MorkeMo u3padyHaTn IpeMa

ciaenehumM dhopmyrama:

f=h(z)

fr = f mod 2"
S

fq— ?

Bpennoct komm4HEKa f, U ocTaTKa f, ce MOry BeoMa edUKACHO U3padyHATH KO-

purithemeM ODUTOBCKUX OIllepaTopa Ha cjejiehn HAYWH:

maska = (1 <<r)—1
fr = f&maska

fo=f>>r

Hajumxux r dutoBa Macke maska TOCTaB/beHU Cy Ha BpeHOCT 1, a octaju Ou-
TOBU UMajy BpeaHocT (), ma mpuMeHOM OMTOBCKe oreparnuje & Ha MacKy W OTHCAK
Jiodujamo r dUToBa OTHUCKA HajMarbe TexkuHe. OneparujoM OUTOBCKOT MI(TOBabA
OTHUCKA, YJIECHO 3a I OUTOBa J00MjaMo ¢ OmToBa oTncKa HajBehe Texxmne. OBakan
HAYMH padyHarmba KOJUIHUKA U OCTATKA je MOCEOHO MOT0/IaH y MPAKTUIHOj UMILIe-
MeHTaIju puarepa KOJINIHUKA.

Pauynamem KomumaHuKa f, 100MjaMo IO3UIHjY CJIOTa y XeIll Tadesn y KOju yIHCy-
jeMo m3padyHaTy BpeIHOCT ocTarka f,. CJIOT Ha MO3UIUjH f, HA3UBA CE KAHOHCKU
caow (enr. canonical slot) emementa z. Moxke ce JOroauTu Ja JBa PasananTa
eJIEMEHTa MMajy UCTe KOJHYHUKE fy, ITO OM 3HAYMJIO /13 MMAjy UCTH KAHOHCKI
cior. OBa nojaBa ce HaszuBa Onaia Koausuja (enr. soft collision). Buara kosmsuja
KOJT (buyiTepa KOJUIHUKA Ce pelraBa TEeXHUKOM OTBOPEHOTr aJIpecuparha Koja ce
HA3WBa AUHEAPHO ToTyrasare (eHr. linear probing). OBa TexHmka ce cacToju y
Tpaxkemwy MpBor cjejieher cjiodoMHOr ¢jloTa y Xell Tadesim y CIydajy Jia je CJIOT
Ha M3padyHaTO] HO3WNuju f, 3ay3eT. YKOIHKO He HaDeMO HH jelaH CI0D0/IaH
CJIOT JIO Kpaja Xell Tadesie, mperpary HactaB/bamo oj nosunuje 0. ButHO je Ha-

IJIACUTH JIa ce KOJI (bUiITepa KOJUIHUKA OCTAIA KOjU MMAjy UCTH KAHOHCKHU CJIOT
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MOpajy HaJa3WTU Ha Y3aCTOIHUM MO3WIjaMa y Xell Tadean, U TO y pacTyhem
mopetky. OBa BapujaHTa JIMTHEAPHOT TOMyHaBama ce 30Be Podun Xyg rewuparoe
(enr. Robin-Hood hashing) u moxke joBectu 70 momepama ocTaTaka JIy»K Xelll
TabeJie MPUIIMKOM JI0/laBarba WK Opucarba eaeMenara [8]. Hus ocraraka xojuma
OJIrOBapa MCTa BPETHOCT KOJTMYHUKA (Tj. MMAajy MCTH KAHOHCKHU CJIOT), & KOjU Ce
HaJla3e HA y3aCTOMHUM IO3UIMjaMa y Xell Tade HA3UBA]y ce CelMmeHiliu (€HT.
runs). Hekosmko ysacronHux cermenara usmel)y Kojux Hema Ipa3HUX CJIOTOBA
dbopmupa kaactep (enr. cluster). Kiacrepy mperxoiy HemomymeH CJIOT U Ha

IEI'OBOM IIOYETKY Ce HaJIa3U eJIEMEHT KOJU je y CBOM KaHOHCKOM CJIOTY.

Y okBuUpy Xemr Tadese Ko puiaTepa KOTUIHAKA Y3 CBAKHU CJIOT IyBajy ce U TPU
JofaTHa outlia metwatogatmiaka (enr. metadata bits). Ou gomaTHu SuTOBH MMAjy
YJIOTY Y TPOHAJIAYKEbY eJIeMEHATa Y XeIll Tades, ¢ 0O3UPOM JIa Ce OHH HE MOpajy
YBEK HAJa3UTH Yy CBOM KAHOHCKOM CJIOTY. BUTOBM MeTamojaTtaka mmajy cJeaehe

Ha3HUBE U yJIOre:

e je_zauzet (enr. is_occupied), uynja ce BpeIHOCT MOCTaB/ba HA 1 Kaja CJIOT
[IPEJICTaB/ba KAHOHCKH CJIOT HEKOI' OCTATKa KOJU Ce HAJIA3U y XeIll TadeJiu.
Ha ocnoBy Opoja oBux OuToBa 4mja je BPEIHOCT MOCTaB/beHA Ha 1, MOXKEMO

OJIpEJIUTU OPOj cerMeHarTa yHyTap KJIacTepa;

e je_nastavak (enr. is_continuation), uuja ce BpeJHOCT OCTaB/ba Ha 1 aKo
ce y CJIOTy HaJa3W OCTaTaK KOjU HHje IPBU yHyTap cermMeHTa. Ha ocHOBY
OBOI' OMTa MOXKEMO OJIPEeINTH MOoYeTaK CcerMeHTa, TaKO IITO hemo Hahu cjor

4qnja je BpeaHoCT oBOr omuTa jejanaka (;

e je_pomeren (enr. is_shifted), unja ce BpeJHOCT mOCTaB/ba HA 1 YKOJIUKO

ocTaTak HHUje Y CBOM KAHOHCKOM CJIOTY, a WHade nMa BpesHocT 0.

Kon mpassaor duiarepa KOJMIHUKA BPEIHOCTA CBUX OMTOBA METAIOIATAKa CY IIO-
craB/bene Ha (0. Bpoj ciaoroa padynamo mo dopmyiu m = 29, jep momohy ¢
OuToBa KoJIMYIHUKA g00ujamMo 29 Moryhux BpeIHOCT KOJUYIHHUKA, Tj. MOXKEMO WH-
nekcupatu 29 cjioToBa.

Butno je marmacutu ga ce Koj (uitepa KOJUYHUKA, 3a pas3inuky o biymoBor
dunrepa, ocum OUTOBa y CJIOTOBHMA UyBajy W IEJ00POjHE BPEIHOCTH OCTATAKA.

30or Tora ce pusITep KOIUIHUKA MOXKE ITOCMATPATH Kao jeJlaH OOJIMK XeIll TadeJie.
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is_continuation

is_occupied . .
is_shifted

Lo |1 3 4 6 7
0[0]0T0T0[0]0[0T0[0[0[0[0[0[0]0T0T0[0[0[0]0[0T0

Ciuxka 3.1: ®uarep KOJIUIHIKA

3.1 JdonaBame, mpoBepa MPUIIAJTHOCTHU U

6pI/IC3.H)e eJieMeHaTa

Kama xemmvo ja jgo/1aMo efleMenT 'y puarep KOJUIHUKA, HAJIPe padyHaAMO
eroB orucak f = h(zr), a Ha OCHOBY mera KonumdHuk f, u ocrarak f,. Hajupe
IIpoBepaBaMo Jla JIM je CJIOT Ha IO3UIUju f, mpa3aH. YKOJHUKO jecTe, J10/1ajeMo
ocTaTak f, y CJIOT M IIOCTaBJ/HAMO BPEJIHOCT OuTa je_zauzet Ha 1. Y CympoOTHOM,
MopaMo Ja mpoHahemo oarosapajyhm cerMeHT KOM je OTPeOHO JI0JATH eJIeMEHT.
CBakako, mmoctaB/baMoO BpejHOoCT duta je_zauzet na 1. Kpehemo ce yneBo kpo3
xern Tabdesy, Tpaxkehu moderak Kjacrtepa. lloderak KjacTepa IpernosHajemMo o
BPEIHOCTH OMTa je_pomeren Koja je jemHaka 0. VYciyTt, mpedbpojaBaMo KOJIMKO
duToBa je_zauzet mma BpeHOCT 1, HA OCHOBY 4era heMo 3HATH KOJUKO MMa Cer-
MeHaTa y Kiacrepy go nosunmje f,. Heka cmo penmmo mpebpojasn ma mocroje J1Ba
ouTa je_zauzet umja je BpeJHOCT jeqHaka 1 c jeBe cTpane. To 3Ha4M ma ce HAII
eJIEMEHT HaJja3u y TpeheM cerMeHTy oj modeTka Kjacrepa. lloderak cermenta
CUTHAJIN3UPA BPEJIHOCT duTa je_nastavak koja je jennaka mynu. Jlakie, Tpaxku-
hemo Tpehn o pexy dut je_nastavak Koju nma BpegHocT () o1 moveTKa KJlacTepa,
tagnuje Tpehu cerment. Ilpeocraje ma mponahemo mozunujy ymerama eJeMeHTa
YHyTap CEerMeHTa, jep BPEIHOCTU OCTAaTaKa y CerMeHTY Tpeda Ja Oy/y cOpTHpaHe
pactyhe. ¥Ykoauko je Hahena mosurpja 3ay3eTa, MOTPEOHO je IIOMEPUTHU CBE eJie-
MEHTe YJIECHO TI0Y€B O] Te IMO3UIje J0 Kpaja KJIacTepa y3 ayKypuparmbe BpeHOCTH
duToBa je_nastavak m je_pomeren. YKOJIMKO je MOTPEOHO, MOCTYIAK CE HACTA-

BJba IUKJIMIHO OJI II0YETKAa XeIll TadeJie.

ITpumep 3.1.1. IlpernocraBumo 1a mmamo 16-0uTHy xern GyHKINAjy h 1 HEKa je

g = 3. Tana je sesmumna xem Tadene m = 22 = 8 ur = 16 — 3 = 13. Pamm
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I'VTABA 3. ©UJITEP KOJIMYHUKA

0oJber pa3yMeBarba CBUX KOpakKa KOje KeJIUMO Jia MIPEJICTAaBIMO Y OBOM IIpUMEpY,

KopucTuhemo rpaduyky pernpe3eHTalnnjy uiarepa KOJUIHIKA Kao Ha cauin 3.1.

[IpernocTaBuMO J1a KeJIUMO Jla J0JIaMO eJIeMeHT a y xemn Tabdemry. Hajmpe

paayrnamo otucak f(a) = h(a), 3arum u ofroapajyhu KOJMYHUK U OCTATAK
fi(a) = {%J,fr(a) = f(a) mod 2". Heka je f,(a) = 7. C od3upom Ha TO
Jla je Xemr Tadesa IpasHa, MOXKEMO JIOJATH OCTATAK y HerOB KAHOHCKH CJIOT Y3
MOCTAaB/baIhe¢ BPETHOCTH OWTa je_zauzet Ha 1. AHAJOTHO ce MOCTyINa TMPUIHKOM
JonaBama exeMenara b u v 3a koje Baxu fy(b) =1 u f,(v) = 4, momro cy muxosn

KaHOHCKH CJIOTOBU IIPa3HMU.

0 1 3 4 5 6 7
0[0T0[1[0[0JOTOTOJOTO[O[1I[OTOJOTOTO[O[O[O[ITOTO
f

IMokymajmo Ja Jonamo ejreMeHT s. Bpemmoct kosmunuka msnocu f,(s) = 1.
Buaumo na je caor Ha nosutuju 1 3ay3er, Te je moTpedHo Hahm mmovyerak KjacTepa.
[TomTo je BpemHOCT OnTa je_pomeren Ha MO3UIUjU 1 jelHAKa HYIH, yIPaBO O
nosunuje 1 mounme Kiaacrep, caMum TUM U cerment. Ilomro Baxku f,(s) > f.(b),!
IpejasuMo Ha cjiefenn CJIOT cerMeHTa Ha MO3WIUju 2 Koju je mnpas3an. IIponarim
cMo MecTo yMeTama. IlocTtaB/pamo BpesHoCT OnToBa je_nastavak m je_pomeren

Ha 1, a/im He U BpeHOCT je_zauzet, jep CJOT Ha MO3UIUjU 2 HUje KAHOHCKU CJIOT

3a BpeJHOCT f.($).

0 1 2 3 4 5 6 7
0[0[O0T1T0[0JOT1[1[0TO[O[IT0[0[OTOTO[OTOTO[IT0TO
fr(0) Ir(s) Ir(v) fr(a)

Honajemo enement z 3a koju Baxu f,(z) = 2. Ilomro je cior na nmosuruju 2 3a-
y3eT, MopaMo mpoHahu MecTo ymerama ejgeMenTa z. Hajupe mocraBuMo BpeaHOCT
oura je_zauzet ua 1 3a cj0oT Ha moO3UIUjU 2. 3aTUM C€ TIOMEPAMO YJIEBO IO T0-
JeTKa KJacTepa, Koju ce Haja3n Ha nmo3unuju 1. Tpaxkumo Jpyru cerMeHT oJiatie,
jep Moxkemo mpedbpojaTu 1a aBa duta je_zauzet mmajy BpemHocT 1. Jlakie Tpa-

JKUMO JIPDYTHU 0 pery ouT je_nastavak uuja je Bpemuoct jegnaka 0. Vcmocrasma

13a morpebe oBor mpmMepa TIpeTIocTaB/baMo fa je dbyHKmuja f, pacTyha, mTo He MOpa OUTH
CIIy4aj.
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I'VTABA 3. ©UJITEP KOJIMYHUKA

ce Jla je TparXeHM IOYeTaK CerMeHTa Ha MO3WUNUjU 3, Koja je mpa3Ha. YIHUCYjeMO

fr(2) n mocraB/pamo dur je_pomeren Ha 1.

0 1 2 3 4 5 6 7
OJOoJOo[1JoJO[1l1[1JoJoJ1[1JoJoJO0JoJ0oJ0JOoJO[1l0T0

fr(b) fr(s) fr(2) fr(v) fr(a)

Kanma mokymramo fga gomamo esement d 3a koju Baxku fy(d) = 1, moxxeMmo ga
IIPUMETHUMO JIa je CJIOT Ha TOj IO3UIUjU 3ay3eT. Takobhe, TO je modeTak KJiacTepa,
Kao u cermMeHnTa. Jlakiie, o3unujy 3a yMeTamhe ejleMeHTa d TPa*XUMO y IIPBOM
cermenTy. To he OuTm moswiuja 2 Koja je 3ay3era, cTora Tpeda IIOMEPUTH CBE
eJIeMeHTe TIOYeB O]l MO3UIlje 2 yJIeCHO, JOK He HamheMo Ha Ipas3aH cjoT. Hakon

TOra axKypupamo ojiroBapajyhe dutoBe MeTarojiaTaka.

0 1 2 3 4 5 6 7
OJOoJO[1JoJO[1l1J1Jol1J1l1JoJ1J0oJol1J0JoJO0[1l0T0
fr(b) fr(d) fr(S) fr(z) fr(”) fr(a)

[Iposepa 1a Jin ejleMeHT Hpulaja CTPYKTYPH Ce M3BOJU Ha CIUYAH HAYUH.
3a mouerak padynamo Bpexnnoctu f(x), fy(x) n f,(x) 3a esement x 3a koju Bp-
IIIMO ITPOBepy. YKOJIMKO je ¢JI0T Ha nosuiuju f,(x) npasan wim je BpegHocT dura
je_zauzet jeamaka 0, TO 3HAYM /@ y CTPYKTYpU He mOCTOju ocrarak f.(z). Ako
je urak BpeJHOCT TOr OuTa jeaHaka 1, Tpaxkumo ojaroBapajyhum cerment. I[Ipso
MJIEMO YJIEBO M OPOjUMO CErMEeHTe JIOK He JoheMo 10 oveTKa KJIacTepa, a 3aThuM
ce BpahamMmo yiecHO MoK He HambheMo Ha IoveTak oarosapajyher cermenTta. IIpe-
TPaKyjeMo KeJbeHU CErMEHT M aKO IpoHaheMo ocTraTak 4uja je BPEIHOCT je/IHaKa
BpeaHocT f,.(T), Taga MOXKEMO Jla KaXKeMoO JIa eJIEMEeHT X ca ojarosapajyhinm ko-

JIMYHUKOM U OCTATKOM MO2KJa IIpUIlaJa CTPYKTYPHU.

Bpucame enemenara 3 CTpyKType ce U3BOIU CJAUIHO KAO U JIOIABAIbE eJieMe-
HaTa y CTPYKTypy. MOoKeMO TOCTYIIKOM KOjUM IpOBEpaBaMO MPHUIATHOCT Hahn
IIO3UIIA]y ojAroBapajyher ocrarka Koju Tpeda oOpucaTh. 3a Pa3jIuKy OJ IOCTYIIKA
JloJlaBamba ejieMeHaTa, eJIleMEeHT KOjU ce HaJjia3e ca JIeCHe CTpaHe ODPHUCAHOT je
TOTPEOHO TTIOMEPATH YJIEBO Y3 aJIeKBATHO TOJIENIABAHE BPEIHOCTH OUTOBA METAIIO-

naraka. [loctynmak ce 3aBpinaBa kKaJjia HauheMo Ha TTpa3aH CJIOT.
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I'VTABA 3. ©UJITEP KOJIMYHUKA

BpemeHncka cI0:KEHOCT HaBeJIEHUX Ollepallija OrPaHIMYeHa je BeJTMINHOM KJla-
cTepa, 300T TOra IITO ce ollepalfje JIoJaBama U Oprcama eJleMeHaTa, Kao U MIpo-
Bepa MPUIATHOCTU €JIEMEHTa CTPYKTYPHU U3BOJE yHyTap jeJIHOr KJjiacTepa. Y Be-
hunu ciyuajesa, JayKuHa Kiacrepa je orpanndena ca O(1), mako nmocroju BepoBar-
Hoha Ja je JyKuHa CBUX Kjacrepa orpanmdena ca O(logm), rme m mnpencrasba

Opoj cyioToBa Xer TadeJie.

3.2 BepoBaTtHoha j1a>kHO MO3UTUBHOT pe3yJiTaTa

JIa>KHO TO3UTHBHU PE3Y/ITATH NPUINKOM ITPOBEPE IPUIIAHOCTU €eJIeMeHaTa
CTPYKTYPHU HACTajy KaJa JBa Pa3InduTa ejeMeHTa nMajy jeanaxke orucke f. Osa

mojaBa ce HAa3UBa cHadticha Koausuja (enr. hard collision).

Otucim cy cekBeHrie JIy:KuHe p OUTOBA, TAKO Jia BepoBaTHONA j1a j1Ba pasJiu-
YUTa eJIEMEHTa I/IMaJy NCTU OTUCAaK U3HOCHU:
1
20
Crora, BepoBaTHONA J1a 7Ba €JIeMEHTA HEMA]y UCTU OTHCAK U3HOCH:
1
20
Beposarnoha j1a eieMeHT HEMa OTHCAK jeHAK OMUJIO KOM OJ 1 OTHUCAKA eJIeMeHaTa

U3 CTPYKType U3HOCHU:
1 n
(1- 5) :

Jlakye, BepoBaTHOhA Jla €/IEMEHT MMa WCTU OTHCAK KAaO HEKH OJ 1. eJleMeHaTa y
CTPYKTYPH, Tj. BepoBaTHONA JIayKHO MO3UTUBHOT PE3YJ/ITaTa IIPHU IIPOBEPU TTPUTIAJI-
HOCTHU €JIEMEHTa CTPYKTYPU U3HOCH:
1 n
Mozxemo Kopuctutu ciresiehy jelHaKOCT 3a BeJUKe BPEIHOCTH IPOMEHJbUBE T
) 1
lim (1+—)" =e.
T——00 x
[Tpumenom mperxojiHe jeTHAKOCTH Ha (pOPMYJIy 3a padyHarbe BepoBaTHOhe Ja-
JKHO IO3UTUBHUX De3Y/ITaTa IIpU IPOBEPH IIPUIAIHOCTH eJIeMeHTa CTPYKTypu P,
nodujamo ciesiehy mporeny:
1 1

Pp=1-(1- )" =1-((1+—;

> )y a1l —e (3.1)
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I'VTABA 3. ©UJITEP KOJIMYHUKA

Y uzBobhemwy (3.1) mara je anrpokcuMaImja CToIe JAyKHO MO3UTHUBHUX Pe3ysIraTa
300r TOra MITO je BpeaHocT Opoja 2P Beimka, ajan unak KoHayna. Jlakiie, BpeaHocT
2P He TexKU DECKOHAYHOCTH T1a He MOxkeMo pehu ja Baxku jegnaxoct (1+ }?)*2” =
e. Mehyrum, 3a Besuke Bpearoctu 2P uzsoheme (3.1) mpejcrasiba 100py HPOLEHY.

Ha ocnoBy nejenmaxoctum e ® > 1 — x, BpegHocT P, MOXKeMO OIpaHUYUTH

OJIO3I0:

E

3

Py,~1—-e2" < ﬁ
op
MozkeMo 7@ 3aK/bydMMO J1a BEPOBATHONA JIAYKHO MMO3UTUBHOT PE3y/ITaTa Mpu
[IPOBEPU TPUIIAIHOCTH €JIEMEHTa CTPYKTYPU 3aBUCHU OJ Opoja ejieMeHaTa KOju ce
HaJja3e y CTPYKTYpPH U JyKHHE OTHCKa eseMeHaTa. Odekyjemo na P, pacre
IIPOIIOPITMOHAIHO TToBeharby Opoja J0/IaTuX ejieMeHaTa CTPYKTYPH.
MoxkeMo m3padyHATH ONTHUMAJIHY JIY2KUHY OCTaTKa 3a 33JIaTy BEpOBATHOhY
JIa’KHO MO3UTUBHOI Pe3yJITaTa IpoBepe NMPUIIaJHOCTH eJIeMeHTa CTPYKTypu P, Ha

ocuoBy dopmyite (3.1):

r— [log(% . @)W (3.2)

Ha mnoderky oBor morjiaB/ba HAOpOjaan CMO MPEIHOCTH (DUITEPA KOJTUIHUKA
y onuocy Ha BiaymoB dunrep. ¥V mHacraBKy hemo pasMoTpuTu mpoOadUIMCTUUKY
CTPYKTYPy TMOJaTakKa Koja mMa CJIudHe mepdOopMaHCce Kao JBe IMOMEHyTe CTPYK-

Type, & UMILIEMEHTAIIN]Y 3HAYajHO jeJIHOCTABHU]Y O (puaTepa KOJTUIHUKA.
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I'maBa 4

PuiiTep KyKaBUIIE

Mmuore moaudukanuje BiymoBor duiarepa Koje moap:KkaBajy oleparujy opu-
cama ejeMeHaTa U3 CKyIla JIerpajupajy MpOCTOPHY edUKACHOCT U mnepdopMaHce
CTPYKType. ¥ ceknuju 2.5 cMo BHUEIN Jia Opojadku BayMoB duarep mojipKkaBa
omepalujy Opucama ejgemMeHaTa, MehyTUM 3ay3uMa 3HAYAJHO BUIIIE MEMOPHUje O]
obmanor BirymoBor dpusitepa ¢ 003UpoM J1a KOPUCTU BHUIIEOUTHE Opojade yMecTo
nojeuHadHuX OuTOBa [4]. Quatiep kykasuye je TPOCTOPHO edUKACHA POdOAOH-
JUCTUYKA CTPYKTypa mojaraka Koja je mpenacraBibena 2014. romuue [6]. Ona

CTPYKTypa IMOJIpKaBa TPU OCHOBHE OIlepalluje:

® Jl0/laBalbe ejleMeHaTa y CKYI I0JIaTaKa;
® TIPOBEPY /JIa JIN eJIeMEHT MPUIIaIa CKYIy I10/IaTaKa;

[} SpHca}be €JIeMeHTa U3 CKYyIla IIoJaTaKa.

Duirep KyKaBHIle KOPUCTU Xelll TadesIy Koja caiap:ku m caowosa (enr. buckets),
IJIe CBAKM CJIOT MOYKe YyBaTHU JI0 b ejleMeHaTa Kao IITO je IpuKa3aHo Ha cauru 4.1.
OBa xemr Tadesa ce KOPUCTHU 33 CKJIAJUIITEHE 0WUCAKG TTofaTaKa Kojl (puarepa
KyKaBuIle. 300I YUHEHUIIE JIa CY OTUCIIU TOJATaKa MAIbU OJf OPUTMHAJHUX ITOJa~
Taka (Jy’KHUHEe CBera HEKOJIMKO OMTOBA) U Ja ce olepalije HaJl Xell TadejaMa y
BehnHU ciIyvajeBa U3BOJE Y KOHCTAHTHOM BpeMeHy, (DUITep KyKaBUIlE je ITOroJIaH
3a paJi ca BEJUKUM CKYHOBUMa mojaTaka. Puiarep KyKaBUIE KOPUCTH TEUUPAIHE
Kykasuye ca gapyujasrum Koywem (err. partial-key cuckoo hashing) za paspemia-
Bambe KOJIM3Wja MPUJINKOM JI0/IaBarha HOBHUX e€JleMeHaTa y CTPyKTypy. lIpumukom
[IpOBEpe IPUIIAIHOCTU €JIEMEHTa CTPYKTYPH OCTOju MOTyhHOCT /100ujama JaKHO

IIO3BUTUBHUX pE3yJjiTaTa, JOK JIa2KHO HETATUBHU PE3YJITaTU HUCY MOFth/I. Je,ILHa (001
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I'JIABA 4. ©®UJITEP KYKABHUHIE

HajBehnx mpeiHOCTH (bUITEpa KYKaBHUIE Y OJHOCY HA OCTaJie IPEJICTABHUKE ITPO-
0adMIMCTUYKUX CTPYKTypa MojaTaka je eduKacHa HMILJIEMEHTaIlja olepalije

6pI/ICaH)a eJIieMeHaTa.

0 0 0
1 "'-‘\ 1 g 1 %’" %H gﬂ
2 i | 2| i 2| zi | ef\| gkl et
hy(x . h(x) :
1(/3 ) 3 1 /3 N
itemx 4| g ,\’\relocate 4| ¢ itemx 4| :ze| cr|Co| e
\5 t 5 5 .
! h
1) N6y 6 x 20&6 ep [Go] er | cs
7 7 7
Before inserting x After inserting x Process of inserting x
(a) Cuckoo hash table (b) Cuckoo filter

Cumka 4.1: @urrep Kykasure (mpeysero ca [9])

4.1 Xemwupame KyKaBuIle

Xermuparme KyKaBHIIE je aJlfOPUTaM OTBOPEHOI aJIpecuparba KOju je IpeJicTa-
Bber 2001. romume [10]. Asropuram je J00MO HA3WB 110 MCTOUMEHO] IITHUIA.
OcHoBHa Heja KOJI OBOI' HAYUMHA pelllaBamba KOJIU3Uja je Xelnparbe oMoy JiBe
xellr (hYHKITHje KOje IIPeCIMKaBajy CKyI rnmojataka y ckyn spegunoctu 0,1, ...,m — 1
3a xeln Tadbesry Koja mMa m cjioroBa. Ha Taj HaYMH MOCTOje TAYHO JIBA CJIOTA Y

XeIl Tade/ M y KOjuUMa, HEKH €JIEMEHT MOXKe OUTH CadyBaH.

Kana nomajemo HOB eyleMeHT x y Xelll Tadesy Koja peraBa KOJIU3UjE XeIlu-
pameM KyKaBulle, padyHaMo BpegHocT xemn dbyHKnuja i = hy(z) u j = ho(x).
Nzpauynare BpeIHOCTH ¢ M j TPEJCTAaB/ba]y IMO3UIKje CJIOTOBA YHYTap XeIl Ta-
Oejie y Koje Tpeda cmecTuTHu ejeMeHT r. Kaja HEH jelaH CJIOT Ha U3padyHATUM
IIO3UIjaMa HHUje CJ000/IaH, eJIeMEeHT T 3alliCyjeMO y OUJIO KOjHU O/ Ta JiBa CJIOTA.
Enement 2’ xoju je 10 Tasa duo y ogadpaHoM CI0TY IpedallyjeMo y aJTepHATUBHI
CJIOT pavdyHAEeM HEroBUX BpeaHOCTH Xell ¢dyuKiuja. OBaj MOCTyIAaK ce TOHABIbA
cBe JIOK ce He TpoHabe c1000/1aH CJIOT WK JIOK Ce He TMPEeKOpadu yHaIpes 3aaT

MaKCHMaJIaH Opoj uTepalyja. bUTHO je HarIacuTH J1a je KOJ Xelnpama KyKaBUIIe

'Kykasune He mpase ruesja, sell momMelly cBoja jaja y THe3za apyrux nruna. MiiayHim
KyKaBHUIle KaJia ce u3Jjery, m3dare apyre ntuhe u jaja u3 rue3ma. PermaBame KOJIM3Hja XeITUPAbeM
KyKaBwuIle (pYHKIIMOHUIIE TI0 CJIMIHOM IIPUHITUILY.

23



I'VTIABA 4. OHJITEP KYKABUIIE

HEONIXOTHO YYBATH OPUTHMHAJIHE eJIEMEeHTe y Xelll TaOeJI! y CJIydajy IMOHOBHOT Pa-

qyHama BPEIHOCTHU Xell PyHKIM]a.

IIpumep 4.1.1. /laTa je npasHa xemr Tadesa BeanduHe m = 12 u aBe xern pyHK-

nuje hy u hy auje Bpeanoctu cy u3 ckyna 0,1,...,m — 1.

[Tokymahemo 1a j1omamo HUCKY ,crveno”’ y xemr Tademy. [loctymak momaBama
HOBOTI' eJIEMEHTA 3all09N-eMO PadyHamheM BpeIHocTH xell dbyHKuja h(crveno) n
hs(crveno). Heka je hyi(crveno) = 0 u hy(crveno) = 8. Xermr Tabesa je npasna, na
MOKEMO 0J1adpaTu OMJIO KOjy OJI JIBe JI0OUjeHe Io3ullfje, HIp. cadyBahemMo HUCKY

y cyioty Ha no3uruju (.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Creneha HECKa KOjy »KeJIUMO J1a T0aMO je ,,crno’. PadyHamo BpeIHOCTH Xerr
dyukmmja hy(crno) = 6 u he(crno) = 0 u moJajeMo HUCKY y CJIOT Ha mo3unuju 6,

jep Taj cJIOT HUje 3ay3eT.

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11

crven0| | | | |

[TocTymak je candaH YKOJHMKO KEJIUMO J1a JI0JaMO HUCKY ,Sivo” duje cy Bpe-

Hoctu xem dyHkmja hy(sivo) =5 u hy(sivo) = 0.

24



I'VTIABA 4. OHJITEP KYKABUIIE

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

crven0| | | |

Kama mokymamo ma J1ogamo HUCKY ,belo” duje cy BpemHocTH Xern GpyHKIIHAja
hi(belo) = 5 u ho(belo) = 6, monasm J0 1mojaBe KOIM3HjE jep Cy CIOTOBH HA I0-
surrjama 5 u 6 3ay3eru. Kosm3ujy pemaBaMo Tako IITO HUCKY ,belo” ymucyjemo
penuMo Ha TO3UIHjy H, HUCKY ,Sivo’ IMpeMerniTaMo Ha heHy aJTepHATUBHY I10-
3unujy, Tj. nosunujy 0, a HUCKY ,Crveno’ Ha IbeHYy aJTePHATHUBHY IO3WIU)Y, Tj.
nozunjy 8. Kako je cjor Ha mosuruju 8 mpa3aH, Ty ce IMOCTYIaK J0/IaBarbha HIUCKE

,,belo” 3aBpiraBa.

4 |
S1V0

crveno

Xerr Tabesie Koje KOPUCTE Xeluparhe KyKaBulle 3a pelllaBaibe KOJU31ja Ha3u-

Bajy ce Apyraduje u wadbese kykasuye (eHr. cuckoo tables).

Bpemencka ciioxkeHOCT onepariyje Jo/iaBama ejeMeHTa y Tadesly KyKaBule y
HajropeM ciy4ajy usHocu O(m), e m npejcraBiba 0poj ciaoroa. OBo ce Jemmasa
KOJI €BEHTYAJTHOT BEJIMKOT OpOoja MpeMeNiTama eJeMeHaTa yee Koausuje. Amop-
THU30BaHA CJIOKEHOCT JI0jlaBama ejemenara y tadbese kykasuie nsuocu O(1). Illto
je Behu Opoj jo/1aTux emeMeHara y tadeiry, odekyje ce Behu Opoj mpemeritama ejie-
MeHaTa ycjell kon3uje. Kako ou ce n3derao BeJImKu OPOj MMpeMeIITama [MoTPedHo
je ma BeqmunHa Tabese m Oyme Beha om Opoja emeMeHaTa Koje Tpeda I0IATH.
Bpeme npoBepe mpunaHoCTH eleMeHnTa Tadesin KyKaBHIlE, KaO U BpeMe OpHcarmba
eJIeMeHTa je KOHCTaHTHO, jep 3a CBaKH eJIEeMEeHT IIOCTOje caMo JiBe oirosapajyhe

rno3unyje y Tadesim KyKaBulle Ha KOjUMa Ce Taj eIleMeHT MoyKe Hahu.
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4.2 QOcHoBHe onepanuje doujarepa KyKaBHUlle

Pajgn nocruzama mpocTopHe onTuMusaliije, puaTep KyKaBUIlle He dyBa OPH-
TMHAJIHE eJIEMEHTE CKYIa y Xell Tade/n, Beh HUXOBEe OTHUCKE KOjU IPEJICTABIbA]Y
Hrcke ouroBa nmyxkute f. Ha oBaj HaumH ce 3HAYAjHO CMambyje MEMOPHUCKU IIPO-
CTOp KOju PUITEp 3ay3uUMa, ajJu Ce eJJMMUHUIIEe MOI'YNHOCT IPUMEHE XeIlnpamba
KyKasuiie. Hanme, moryhe je nHUNMjaIHO U3padyHATH BPEIHOCTU XeIl (PYHKIIAja
IIPUJIMKOM JI0/IaBaiba ejleMeHaTa, mMelyTum He OMCMO MOTJIM IIOHOBO M3padyHaTH
BPEIHOCT Xell (PYHKIUja Y CJIy4dajy KOJIM3Hje, ¢ 0O3UPOM Ja Cy Y XeIl TadeIu Ca-
qyBaHM OTHCIH ejieMeHaTa. OBaj MPoOJEM ce MpeBa3suIa3y MPUMEHOM Xelnparba

KyKaBUIIE Ca HapHI/IjaJIHI/IM KJby4d€eBUMaA.

Xewupare kykasuue ca gapuyujasrum koywesuma [6] npeacrasmba aganramnujy
aJITOpUTMa Xelnpama KyKaBulle 3a IPUMeHY Koji duiaTepa KykKasure. Ko ose
UMILIEMEHTAIIj€ Xelpama Moryhe je m3padyHaTu BPEJTHOCT XeIl (PYyHKIHje, Tj.
[IO3UIIU]Y eJIeMEHTa y Xelll Tade I Ha OCHOBY H-erOBOT OTUCKa. BpeanocTu ojarona-
pajyhux mozumnuja eementa x y puaTepy KyKaBHIE ce padyHajy mpema ciegaehum

dopmytama:
i = h(z) (4.1)
j =1® h(fingerprint(z)),
rie je h xemn dpyHKnuja, fingerprint oTucak ejieMeHTa X, a ¢ olepalruja eKCKJIy-
supre nucjyaknuje (XOR). Oneparyja ekckiry3uBHe qucjyukimje y dopmysn (4.1)
00e30ehyje moryhHOCT padyHama aJTepHATUBHE HMO3UIMje eJIeMEHTa y XeIll Tade In
Ha OCHOBY TPEHyTHE TO3WUIIMje U OTHCKA eJeMeHTa 0e3 MO3HABaIba OPUTIMHAJHOT
eleMeHTa. BpemHocT Xemr (byHKIMje OTHCKa ce padyHa y /by OOJbe PacIojiesie
eJleMeHaTa y CTPYKTypH mojartaka. Kajga He dbucMo padyHa U BPETHOCT Xeln pyH-
IIje OTHUCKa, Ollepalija eKCKJIy3UBHE JIUCjyHKIINje ON yTUIAIa CAMO HA HEKOJIUKO
OMTOBA BPEIHOCTH TO3UIUjE ¢, IITO OU 3HAYUJIO JIa Ce IMO3UIHja eJIeMeHTa He Ou
3HAYAjHO M3MEHMJIa IIPUJIMKOM IIOHOBHOI' Xellnpama. BpejHoctu xenr QyHKIje

ce He 4yBajy paJu MOHOBHOI Kopuiiihema, Beh ce cBaKU IIyT U3HOBA PAUYHA]y.

HonaBame HOBOr ejieMeHTa (UITEPY KYKaBUIE Ce M3BOJM Ha CJIUYAH HAYUH
kao y npumepy 4.1.1. OcHoBHa pazjuKa je y TOMe IITO CMO Yy IIOMEHYTOM IIpH-
Mepy J0/IaBAJIM OPUTHHAJIHE eJIEMEHTE Y CTPYKTYPY, J0K KoJi (buirepa KyKaBHUIlEe

JIoflajeMo OTHCKe ejleMeHaTa y CTPYKTypy. Hajmpe padyHamo oTmcak eleMeHTa &
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KOjU YKeJIMMO /13 JI0aMo Y DuiTep KyKaBHIle, a 3aTUM KaHIUJIATe 33 HeroBy IO-
sunujy ¢ u j Ha ocHOBY dopmyia (4.1). YKonmko cy obe mo3uiuje 3ay3ere, OTHCAK
YIACYjeMO HIIp. y ¢JIOT Ha no3uruju ¢. OTucak Koju je /10 Taja OMo Ha MO3UIHjU
i MpeMelTaMo Ha IHO3UIN]y j' KOjy padyHaAMO eKCKJIy3UBHOM JIMC]YHKIIMjOM TOI
otucka u BpemHoctu ¢. l[locTymak ce monassba JIOK ce He Hamhe Ha HEIOIYHeHY
MIO3UIINjy WJIN JIOK Ce He MPEeKOpaY!l MaKCHUMaJlaH OpOj UTepalmja. YKOJIUKO He
nponahemo cJI000Hy TIO3UIU)y U yCJIeJ] TOra JIOCTUIHEMO MAaKCUMAJIaH OPoj uTe-
panmja, JioJaBame eJIeMeHTa Ce CMaTpa HEYCIIEITHUM, a CTPYKTYypa MOMYyHEeHOM. Y

TOM CJIy4ajy je MOTPEOHO MPOIIUPUTH U PEKOHCTPYUCATU (DUIITED.

[IpoBepa mHpUIIAIHOCTH €JIeMEeHTa CTPYKTYPHU 3al0YUibe PAIyHAEM OTHUCKA
eJleMeHTa W ojroBapajyhmux mosuriuja ¢ u j. Suopebhyjy ce oTuciu Koju ce Ha-
Jlaze Ha MO3UIHMjaMa ¢ U j ca U3PAadyHATUM OTHCKOM M aKO ITOCTOjH TOKJIAIIAH€
0ap Ha jeJIHOj MO3UIHMjU, TaJIa MOXKEMO Jla KayKeMO Jla eJIEMEHT MOXKJA MPHUIAIa
ckymy. VHave, yKOJIUKO HE IIOCTOjH ITOKJIAIIAIbE, MOXKEMO Ca CUT'yPHOIINY TBPIUTH
Jla eJIeMEHT He IIPUIIa/ia CKYITy, jep MOCTOoje TavHO JIBa KaH/IuJaTa 3a MO3UIAje Ha
KOjuMa ce Moxke IipoHahu Heku ejieMeHT. JIa>KHO ITO3UTUBHU pe3y/ITaT cy MOoryhn
jep /iBa pa3jimyunuTa eJIeMEeHTa MOTY UMATU UCTU OTHCAK M OJAroBapajyhy Io3uIimjy
1 Yy CTPYKTypHU, a caMUM THUM U ucre nozuruje j. [lamernum omadupom ogrona-
pajyhux mapamerapa BepoBaTHOhA JIaXKHO IMMO3UTUBHUX PE3Y/ITaTa IIPU IIPOBEPU

IIPUIIaIHOCTHU €JIEMEHTa C€ MO2KE CBECTU Ha MUHHUMYM.

Bpucame enemenTta u3 dbuirepa KykaBuile ce M3BOJIM Ha UCTU HAYUH KO IIPO-
Bepa IPUIIATHOCTH eJIEMEHTa CTPYKTYPH Y3 OpHucame eJeMeHTa Y CJIydajy MOKJa-

ITaba OTHUCaKa.

4.3 BepoBaTrHoha j1a2KHO MO3UTUBHUX pe3yJiTaTa

BepoBaTtnoha j1a2KHO TTO3UTUBHOT pe3y/iTaTa MPHU MPOBEPU MPUIIATHOCTH €Jie-
MeHTa CTPYKTypu y HajBehoj Mepu 3aBucHu oJ1 JyKWHE OTHCKa f 1 Opoja oTHMCakKa
ejleMeHaTa b Koju ce MOXKe 9yBaTH y CBAKOM CJIOTY. JIayKHO MO3UTHUBAH pe3yaTaT
IPUJINKOM ITPOBEpE MPUIIATHOCTU €JIEMEHTa CTPYKTYPHU HacTaje Ka/ia MOCTOjH T10-
KJIallame OoTucaka. BepoBaTHoha Mok/ianama H3padyHATOI OTHUCKA eJIeMEeHTa ca

HEKHUM OTHUCKOM Y CTPYKTYPHU U3HOCHU:
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Crora, BepoBaTHONA HEMOKJ/IAlakha OTUCAKA U3HOCH:

1
1 - E.
Mebytum, ma ducMo OMJIM CUTYPHHU J1a, HUCMO JIOOUJIN JIA2KHO TTO3UTUBAH PE3YJITAT,
MOpaMO Pa3MOTPUTHU CBUX b OTHCaka y CJIOTOBMMA Ha OJroBapajyhum mo3umiim-
jama. [lakse, mopamo u3BpmuTn HajBuie 2b nopehema. Beposaraoha 1a ce Hekn
OTHCaK He HaJa3W y CTPYKTYPH I0/IaTaKa W3HOCH:

1 2b
(1—5) :

BepoBarnoha mobujarma J1a;kHO MO3UTUBHOI pe3y/Tara, Tj. BepoBaTHOha ja ce
OTHCITN TIOKJIOIE y HEKOM 01 2b rnopehema n3Hocu:

1 2b
L= (1= 5™

3a JI0BOJ/PHO MaJie BPEIHOCTU IIPOMEHJ/bUBE T W IIPUPOJIHE OpojeBe M, MOKEMO

UCKOPUCTUTHU cJiesiehy dopmyity:
(1—2)"~1—-nx.

Konauno, BepoBaTHOha JIa;KHO MO3UTUBHOI pe3y/TaTa NPUJIUKOM IIPOBEpE IpH-
ITa,JHOCTH M3HOCHU:
P :1—(1—i)2b~1—(1
Ip 2f
Kaxko ducmo nmasin 2KeJbeHy CTOITY JIaXKHO MO3UTUBHUX PE3Y/ITaTa IIPU ITPOBEPHU

2. 2
") ar

IPHUIIAIHOCTH P, HEOIIXOIHO je Ja Iy»KWHA OTHUCKA f M3HOCH:

2b
f> {ln ——‘

Pip
[Iperxomna dpopmyita ce u3Bo i npuMeHoM (yHKIHje In Ha dpopmyity 3a padyHame
Bpeanoctu Fj,. ntyntusHo, mTo je Beha Jy»Knuna oTucaka, TO je IorojiHnja Bpe-

Hoct Py, ajm TO 3axTeBa JOJATHY MEMODPH]Y.

Koepuyujents outuepehera cuupyrmype o (enr. load factor) medwunumemo
Ka0 KOJUIHUK Opoja JoJaTHX ejJeMeHaTa Y CTPYKTYPY M KallalluTeTa CTPYKTYpe.
Hpyrum peunma, koedurmjeHT onrepehema HaM TOBOPHU KOJIMKO je HEKa CTPYK-

Typa MOIyheHa. 3a J0/IaBabe N eJeMeHaTa CTPYKTYPHU a KaKO OUCMO 00e30e1uIn
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Jatu KoedurmjeHT onrepehema CTPYKType <, HEOIIXOIHO je jia OPOj CJI0TOBa m

3a/10BOJbaBa HAPEJIHY HEjeTHAKOCT:

m > [%] (4.2)

SaHIMIBUBO je J1a GUITep KyKaBuIle OApzKaBa 100pe mepdopMaHce JYak U KaJla je
CKOPO TIOIy el (Hip. uckopuinhenoct npocropa o 95%) [6]. Kana je b = 1, Taga
MoOzkeMo uckopuctutu camo 50% mpocropa cTpyKType, a ako je b = 2 wim b = 4,
Taj mporeHar pacre Ha 84%, omrocHo 95% [4]. Kazma y mormynocTn momyHHMO
KaIlalUTeTe CTPYKTYPe, MOTPEOHO je MPOITUPUTH je HOBOM Xerl Tadesiom. Vmajyhu
y BHUJLy CBe IIpPEJICTaBJbeHe YUibeHuIle 0 DUITepy KyKaBHUIE, MOXKEMO 3aK/bYUUTH
Jla OH TIpeJICTaB/ba OJJINYHY AJTEPHATHBY DiiyMOBOM (GUATEPY 3a HTPUOIUKHY

IPOBEPY IIPUIIQIHOCTU €JIEMEHTa CKYILY.
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I'maBa 5

NMmmieMeHTanja u eBaJjiyarija

Y pajy cy mpejicTaB/beHE TPU PAJIUUUTE TPOOAOUIUCTUIKE CTPYKTypE II0-
JlaTaka KOje ce MOry KOPUCTHTU 3a IPUOUKHY HPOBEPY MPUIATHOCTU eJieMe-
Hata ckymy. CTpykType mojaTaka U FHHUXOBE OCHOBHE OIepalyje WMILJIEMeH-
Tupane cy y uporpamckom jesuky C++ [11]|, npu uemy cy xopurrhene mocto-
jehe cTpykType mojaTaka cTaHJap/iHe OMOJIMOTEKE KAao IITO Cy JUHAMUYKU HU3
1 Xemr Tadesja. 3a 00pajly W rpaduuKo TpecTaB/baibe Pe3yarara KOPHUITheH
je mporpamcku jesuk Python [12| n dudmmoreke Pandas [13] u Matplotlib [14].
Kommierna ummiemenTanuja joctynna je Ha jaBuom GitHub perozuropujymy:

https://github.com/milicagagic/Probabilisticke-strukture-podataka. git.

Tectupame nMILIEMEHTUPAHUX CTPYKTYPa je M3BPIIEHO HA padyHapy ca cJe-

Jnehom KoHMUTYpaIujoMm:
e IIponecop: Intel®) Core™ 5 120U x 12
e PAM memopuja: 16.0 GiB
e OmneparuBau cucrem: Ubuntu 26.04 LTS

[Iporpam 3a Tectupame je mokpenyT 100 myTa 3a pasjumduT Opoj egeMeHaTa,
mouyeB ox 100000 mo 10000000 ememenara. 3a reHepucarme CKylla IojaTaka 3a
JIoJlaBalbe U IPEeTPaKUBalbe KOPUIINEH je NeHepaTop IICeyA0C/TydajHuX OpojeBa.
[Ipu cBakoMm mokperarby reHepucaHa Cy JiBa Pa3/jinduTa CKyla OpojeBa, je/iaH 3a
JIoJlaBambe ejleMeHaTa y ojronapajyhe CTpyKType IojaTraka, a JApPYyTH 3a IPOBEpPY

MIPUIIAIHOCTH ejieMeHaTa cTpyKTypaMma. To je ypaheHno kako ducMo omoryhmim Jj1o-
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j podataka
Broj podataka za

BLUMOV FILTER

dodatih e
ija: 11
nja elemen

menata strukturi

Kapacit
dodatih

menata strukturi: 7

i elemenata skupu: 8

Cnuxka 5.1: Cranmapaau n3/ia3 HAKOH IMOKPETamba, IIporpama
Omjarbe JIaKHO MMO3UTUBHUX PE3yJITaTa IMPUINKOM IIpoBepe mpunajnoctu. Mepene
cy cnenehe BpemHocTu:
® BpeMe MOTPEdHO 3a J0/IaBAIbe eJIeMEeHATa Y CTPYKTYPY
® BpeMe MMOTPEeDHO 3a MPOBEPY MPUIATHOCTU €JIEMEHTa CTPYKTYPHU

e MeMopHja KOJy CTPYKTYpa 3ay3mMa
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® CTOIla JIa2KHO IMOSUTHUBHUX PE3yJiTaTa IIPU IIPOBEPU IIPUITAJHOCTU €JIEMEHaTa

CTPYKTYPH.

Ncra mepema cy usBpiiiena u 3a std: :unordered_set<T>, cTpyKTypy HOJaTaKa y
OKBUPY CTaH/Iap/iHe ONO/INOTEKe MIadI0HA KOja Y OCHOBU IIPEJICTABIbA XEIll TadeJIy.
Pezynrarn Mepema cBUX M3BpIIaBama IIporpamMa yIuCcaHu Cy y 3aceOHY TaTOTEKY.
Pesynratu cy 3atum odpabhenn momohy Python mporpama Koju KOpUCTH OUOIMO-
Texke Pandas u Matplotlib. IIpumep msriiena crangapmHor M3j1a3a HAKOH j€THOT

MMOKpeTama IporpamMa JaT je Ha caury H.1.
[ToTpedHo je HATIACUTH HEKE IT0jeTUHOCTH MMILJIEMEHTAIje CTPYKTYypa.

Huz duroBa kom BaymoBor dbuitepa mMIijieMeHTHPaH je Kao Hu3 64-OMmTHHX
HEO3HAYEHUX IeJIUX OpojeBa U NPUMEILUBAHO je JIBOCTPYKO XEIUpambe 3a CBaKy
o k xem dynkiuja. Bpoj morpedunux dmroBa m um xemn pyHKIHUja k padyHa ce
Ha OCHOBY OpOja OYEeKUBAHMX eJieMeHaTa Koje Tpeda JI0JaTh CTPYKTYPHU U IU/baHe
CTOIE JIAXKHO TMO3UTUBHUX PE3yJITaTa IMPU TECTUPAILY IPUIIAIHOCTA eJieMeHaTa
cTpyKTypH (Koja y 0BOj uminieMenTanuju usnocu 1%) ua ocuoBy dopmysa (2.2) u
(2.7).

Kon dunrepa komudamka CJIOT je TPEJICTAB/bEH KAa0 CTPYKTYypa KOja CaJIpKU
32-OuTHU HeOo3HAUEH I1€0 OPOJ 32 UyBalbe OCTaTKa " U TPU MoJaTKa Tuna bool Koju
npeJicTaBbajy Metamnogarke. OBakBa CTPYKTypa I0/IaTaka 3ay3UMa HEIITO BUIIIE
MeMOpHje O] IIPeJICTaB/beHe CTPYKTYpe Yy HOIJIaBby 3. DBpoj ciioroBa m jemHak
je 27 3a Opoj OuTOBA KOJIMYHUKA ¢ KOJjU C€ padyHa TaKO Jia m Oy/e JTOBOJ/HHO 3a
oueKknBaH OpPoj ejmeMeHaTa. bpoj dOuToBa ocTaTKa r ce padyHa Ha OCHOBY 3aJIaTHX
BPEJIHOCTU Opoja OMTOBa KOJUYHUKA U IMUJbAHE CTOIE JIAXKHO TO3UTUBHUX PE3YJI-

TarTa Mpu IpoBepu npunagHocTu (Koja usnocu 1%) npema dbopmymnu (3.2).

Kon dunrepa kykaBuiie Opoj ejiemeHaTa y CBAKOM CJIOTY je TIOCTaBJ/HEH Ha, de-
THUPHU, & OpPOj CJIOTOBA M padyHa Ce Ha OCHOBY OYEKHBAHOI OpOja ejleMeHaTa 3a
JI0JTIaBarbe y CTPYKTYPY N U 2KeJbeHOTr Koeduriinjenta onrepehema CTPyKType « 110
dbopmynn (4.2). 3a caydajan ogadup MO3UIMje 3a YIUCUBAKE OTHCKA KOPHCTH Ce

reHePATOP TCEYI0C/IyIajHIX OpojeBa.
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Vreme dodavanja elemenata u zavisnosti od broja elemenata

1600 1 —— Blumov filter
—— Filter kolicnika
—— Filter kukavice
—— Neuredjen skup

1400 4

1200 4

1000 4

800

Vreme [ms]

600 4

400 A

200 ~

0 -

0 2 4 6 8 10
Broj elemenata [u milionima]

Cruka 5.2: 3aBUCHOCT BpeMeHa J10/laBamba eJeMeHaTa CTPYKTYPH O] Opoja ejeme-
HaTa

Vreme pretrage elemenata u zavisnosti od broja elemenata

800 -

Blumov filter
Filter kolicnika
Filter kukavice
Neuredjen skup

700 A

11

600 -

500

400 A

Vreme [ms]

300 ~

200 A

100 A

0 2 4 6 8 10
Broj elemenata [u milionima]

Cnuka 5.3: 3aBUCHOCT BpeMeHa MIPOBEPE MPUIATHOCTH €JIEMEHATA CTPYKTYPH Of
Opoja ejeMeHaTa

Ha ciukama 5.2 n 5.3 MoxKeMO BHJETH KaKO OpOj ejleMeHaTa yThde Ha BpPeMe
[IOTPEOHO 3a JoJlaBame eJeMeHaTa y CKyI IoJaTaka W BpeMe IIOTPEeOHO 3a IIPOo-
Bepy IPUIIAIHOCTU eJIeMeHATa CKYILy mojiaTtaka. Pesyaratu noTBphyjy oHO O ueMy
je dmwio peunm y mpeTxXoJHUM TorjaB/buMa. lIpencraB/bene CTpyKType mojaTaka
nMajy TpuOIMKHE nepdopMaHce IMPU W3BPINaBaiby OBUX ONEpaliija W 3HAYAjHO
cy BpemeHcKH edukacuuje ox xemr tadese. Ha ode cimke MOKeMO youuTu us-

pazkeHe CKOKOBE y OjipeheHuM Tadkama, HAPOYUTO KOJI (PUATEpPa KOJUIHUKA U
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dunrepa Kykasuie. 1o je mocseanria BUCOKOT KoeduiimjenTa onrepehema o OBUX
cTpykTypa nojgaraka. Kaja ce moseha kamanurer CTpyKType, JA0Ja3u JI0 HATJIOT
CcMaiberhba BpeMeHa ITOTPEOHOr 3a JI0/IaBaibe U IIPeTPaKUBahe eJieMeHaTa Y CTPYK-
typu. Hakie, 3ak/bydyjeMo da Ha BpeMeHCKe IepdOpMaHCe OBUX CTPYKTypa I0o-
JaTtaka BuUIille ytude KoedunujeHt onrepehema Hero nopeharme dpoja ejiemeHara.
Vkoauko orpanmvdnMo koeduriujeHT onrepehema CTpyKType MojaTaka, MOXKEMO
pehn 1a Bpeme JmHeapHO pacrTe y OgHOCY Ha Opoj emeMmenara. OBO je W ovUeKkwu-
BAHO, C 0DO3MPOM J1a OIeparyja JIoJaBama U IPOBepe MPUIAIHOCTH eJIeMEHTa 3a
[IPEJICTAaB/bEHE CTPYKTYPE IOJaTaka MMa KOHCTAHTHY aMOPTHU30BAHY BPEMEHCKY

CJIOZ2KEHOCT.

Koli¢ina memorije u zavisnosti od broja elemenata

108 {4 —— Blumov filter
Filter kolicnika

—e— Filter kukavice

106 { —— Neuredjen skup
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0 2 4 6 8 10

Broj elemenata [u milionima]

Cauka 5.4: 3aBUCHOCT OTpedHE KOJUYINHE MEMOpPHje 01 Opoja ejleMeHaTa KOju ce
Jloj1aje y CTpyKTypy

Ha coumu 5.4 moxkeMo0 BuieTH Kako OpOj ejleMeHaTa yTude Ha MEeMOPHU)CKO 3a-
y3ehe cTpykType nogataka. [lorpedna KomudmHa MeMOpHUje KOJ MPEICTaB/bEHIX
CTPYKTypa IojlaTaka BeOMa CIOpO pacte c mnosehamem Opoja ejieMeHaTa U 3Ha-
YajHO je Marba 0Ji MEMOpPHje KOja je MOTpedHa 3a JyBarbe UCTOT Opoja ejieMeHaTa y
xern Tadesin. Tpedba numartu y Buly u ciiejiche: oBo je rpyda mpolieHa rmoTpedHe Me-
MOpHje KOJ Xell Tadese, jep je padyHaT caMO IPOCTOP KOjH 3ay3UMajy eJIeMeHTHU
yuyTap cjaoroBa. (CBakd CJIOT y XeIll Tade I CAJPXKWU U JIOJATHE I0JIaTKe KOju
3ay3UMajy J0J/IaTHU ITPOCTOP, I1a OM MeMOopHja Koja je moTpedHa KOJI Xell Tadesie
Tpedasio na Oyzae Beha. Takobe, mMmiuiemenrtanuja uiTepa KOJUIHUKA 3ay3UMa
BHIIIE ITPOCTOPA OJI CTPYKType IPUKA3aHE y OBOM PaJly, IITO je PaHUje TOMEHYTO.

Kon dunrepa komnunuka u puirepa KyKaBUIE MOXKEMO /18 IPUMETUMO KaCKaHe
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CKOKOBE y TIOTPOIIHU MeMopuje ¢ noBehamem Opoja enemenara. OBo je mocie-
jqura oBehama KamalmuTeTa TOMEHYTUX CTPYKTYpPa MOJAaTaKa yCJIel BEJIMKOT KO-
edunujenta onrepehema CTpyKType mnojaraka. MokeMo BUIAETH U JIa je HajMarba

KOJIMIMHA MeMOopHje ToTpedHa Ko BirymoBor duiarepa, mTo je 1 09eKUBAHO.

Stopa lazno pozitivnih rezultata u zavisnosti od broja elemenata

1.0 4 —— Blumov filter o Pourtttety  nesty ooty
Filter kolicnika
—— Filter kukavice

089 o Neuredjen skup

0.6

0.4

0.2 1

Stopa lazno pozitivnih rezultata [%]

0.0 4 L

0 2 4 6 8 10
Broj elemenata [u milionima]

Ciuka 5.5: 3aBHCHOCT CTOIIe JIaYKHO TO3UTUBHUX PE3yJITaTa MPU MIPOBEPHU IPHU-
ITaJTHOCTHU eJIEMEeHTa CTPYKTYPH OJ1 Opoja ejiemeHaTa

Ha commu 5.5 MoxkeMO BUJIETH KaKO OpOj ejeMeHaTa yTHde Ha CTOILY JIAXKHO

NO3UTUBHUX PE3yJITaTa IPU IPOBEPU NPUNAJTHOCTH CTPYKTYPH.

Kon xem Tabese croma ja:KHO MO3UTUBHUX PE3Y/ITATa je YBEK je/IHAKa HYJIH
jep xemn Tadesia Hehe MPOM3BECTHU JIAKHO MO3UTUBAH PE3Y/TAT IPU IIPOBEPU ITPU-
IMaJIHOCTU eJleMeHTa cKymy. Hacympor oBome, Koi CTPpYKTypa IojJaTaka Koje Cy
pa3MaTpaHe y OBOM PaJIy JIa’KHO MO3UTUBHU PE3YJITATU MPUIUKOM ITPOBEPE MPU-
T THOCTHU eJleMeHTa CTPyKTypu cy moryhu. Crora JTaykKHO TO3UTUBHUX PE3yJITaTa
Ko/ biryMoBor dbuiitepa je IpuInIHO KOCTAHTHA 3& CBA U3BPIIIaBambha U U3HOCU OKO
1%. OBo je ouekuBano 300r UMILIEMeHTanuje BiayMoBor dgpuarepa Koja Ha OCHOBY
BPEIHOCTHU KeJbeHe CTOIlEe JIayKHO IMO3UTHUBHUX Pe3y/ITaTa padyHa ONTUMAJHO k
u m. Jlakijie, OHO IITO MOXKEMO Jia 3aKJ/ByduMO je Ja Koj Bbiymosor duarepa
MOKEMO OJ[PXKABATHU BPEIHOCT CTOIE JIAXKHO MMO3UTHUBHUX PE3Y/ITaTa, aJd TO 34
[IOCJIEIUILy UMa ToBehame MOTPOIThe MEMOPHje, IIITO Ce MOIVIO YOUUTH Ha IIPeT-
xosiHoM Tpaduky. Ko duirrepa Komnmdaauka MOKEMO BUIAETH JIa je€ CTOMA JIAXKHO
MO3UTUBHUX pe3yiarara Mmama ox 1%. IlonoBo, 0BO je odekmBaHO jep je croma

JIA’KHO TTO3UTUBHUX pe3y/rara Koji pujiTepa KOJUIHUKA OI'PAHUYIEeHa OpojeM eJie-
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MeHaTa KOjU ce HaJla3e Y CTPYKTYPH U JIy?KUHOM OTHCKa, a Hallla UMIIJIEMEHTAIja
padyHa JIy>KUHY OCTATKa Ha OCHOBY 33JIaTe JIyKUHE KOJUYHUKA, Opoja ejieMe-
HaTa U [UJbaHe CTOIE JIAXKHUX pe3yJitara. lakohe, MOXKEMO MPUMETUTU CKOKOBE
Yy BPEJHOCTHMAa CTOIE JIA’KHO MO3UTUBHUX PEe3yJITaTa KOJU O/AroBapajy BUCOKUM
BpeHOCTUMA KoeduiirjeHTa onrepehema oBe CTPyKType mmojaTaka. KoHaaHo, KO
duaTepa KykKaBuIile MOXKEMO J1a MPUMETHMO Ja je CTOIA JIAXKHUX Pe3y/ITaTa KOH-
cranTHa U BeoMa Masa. C 0d3upom Ja cToma JIayKHO TMO3UTHUBHUX Pe3yJiTaTa KoJl
dunrepa KykKaBulle 3aBHCH OJI Opoja ejieMeHaTa y CJIOTYy W JIyKHUHE OTHCKa, a
IIpeyTIo?KeHa UMILIEMEHTAIINja KOPUCTUA YeTUpH 16-OMTHA OTUCKA Y CBAKOM CJIOTY,

oBakKaB pe3yJiTar je onpasian. Kao nocsieauiy mmamo Behy norporimy Memopuje.

OHO mTO MOXKEMO BHUIETH Ha OCHOBY M3BEJIEHHX TECTOBA jecTe Ja IIpodadu-
JINCTUYKE CTPYKType TOJlaTaKa IPeJICTaB/beHe Y OBOM paJjly 3aucra uMajy OoJbe
BPEMEHCKE U MPOCTOPHE HepdopMaHce OJf KJIACUIHUX CTPYKTypa IMOJATaKa, ajIu
YBEK MOCTOjU ojipeheHa croma JIayKHO TMO3UTHUBHUX pe3y/ITaTa IPU MPOBEPU IPH-
[IaJIHOCTU eJieMeHaTa CKYIy rojaraka. lakobhe, BUCOK KoeduimjeHt ornrepehera
OBUX CTPYKTypa IoJiaTaka MOXKe JIOIIe YTUIATH Ha muxoBe nepdopmance. OHO
IITO je jaKo JI00pa OCOOMHA OBHX CTPYKTYypa IO/IATAKa jecTe Ja MOYKEMO ITOJela-

BameM oapeheHnx mapamMerapa IMOIPABUTHU OJAroBapajyhe moHalmame CTPYKTYpe.
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[IpodadunucTuyke CTPYKType IMOJaTaka IPEJICTaB/bajy KJIacy CTPYKTypa Io-
JlaTaka KOje ce OJIpUYy MOTIIYHEe IPEIU3HOCT PaJid MOCTU3ama 00Jbe MEMOPHUjCKe
edukacHocT 1 IepOPMaHCH y paJIy ca MmojaruMa y peaanoM BpeMeny. llocedno
Cy 3HaYajHe MPOOAOMJIMCTUYKE CTPYKType IOoJlaTaKa Koje ce KOpucTe 3a eduka-
CHY TPOBEPY IPUIAIHOCTU €JIEMEHTa CKYITy T0J/IaTaKa Y3 BUCOKY CTOITY TaYHOCTHU
Jnodumjennx pegyarara. lIpuimkoM TecTupama IPUITaIHOCTH €JIEMEHTa CKYITy T0/1a-
Taka Moryhe je J00UTH JIAXKHO TTO3UTUBHE, aJid HE U JIAXKHO HEraTUBHE PE3y/ITaTe.
OBe cTpyKType IojaTaka MOCTUXKY J100pe nepdopMance KOPHUINEmEeM XelTnpamba
U YyBameM OTHCAaKa ejeMeHaTa. Hekw o7 Haj3HAYajHUjUX IMIPEJICTaBHUKA ITPOOa-
OWJIMCTUYKUX CTPYKTypa MojaTaka cy DBiuymoB duarep, duiarep KOIUYIHUKA U

duaTep KykaBuiie.

Y oBOM pa/iy JeTa/bHO Cy OIKMCAHE CBE TPU IOMEHYTE IIPOOAOUITUCTUIKE CTPYK-
Type nojaraka. Onucane m MMIJIEMEHTHpPaHe Cy OCHOBHE OIlepallyje Koje IOJ/Ip-
’KaBajy OBe CTPYKTYpPe, ca aKIEHTOM Ha IIPOBEPH IIPUIIATHOCTU eJIeMEeHTa CKYILY
oJIaTaka U aHaJU3UPaHa je HUXOBA BPEMEHCKA CJIOXKEHOCT. AHau3upane Cy Be-
poBaTHONE JIayKHO MO3UTUBHUX PE3YJITATa 3a MPOBEPY MPHUIATHOCTH eJieMeHaTa
CKYIIy IMOJaTaKka U u3BejieHe cy hopMmyJie KOjuMa ce OHe MOTY IpOIeHuTH. EBaJry-
paHe Cy oleparyje /I0/aBamba ejleMeHaTa CTPYKTYPH U TeCTUPAhe MPUITATHOCTH
eJleMeHaTa CKYILy IIo/laTaka IIPU YeMy je MepeHO BpeMe MOTPEOHO 3a M3BpIIaBambe
OBHX OIlepalifja, MeMOpHja KOjy CTPYKType 3ay3uMajy M CTOIa JIAKHO MO3UTHUB-
HUX pe3y/TaTa IPU IIPOBEPU MPUNATHOCTH eJleMeHaTa CKYIly Mojaraka. lakobe,
HCTHU CKYI TeCTOBa CIPOBEJIEH je 3a HeypeheH CKyIl KOju y OCHOBH IIPEJCTaBIba

xerrr Tadesty paju nopehema mpodadMIMCTUYKIX CTPYKTYPa MOJATaKa Ca KJIACHY-
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HOM CTPYKTYPOM II0JlaTaKa KOja Ce CTaHJIap/IHO KOPUCTHU 3a PellaBaimbe mpodiemMa

IIpUITa/IHOCTH.

Hakon ananuze modujeHux pe3ysirara MOXKEMO 3aKJ/bY9UTH /13 CBe TPU CTPYK-
Type TojlaTaka MMajy HpuoJmKHe nepdopMance, a 3HAYajHO Cy edUKacHUje Y
OJIHOCY HA CTaHJapHY Xell Tadesy. Bpeme m3BpiiaBama OCHOBHHUX OIEpaIdja JI0-
JlaBarba eJleMeHaTa M TeCTUparba IPUIAJHOCTU eJIeMeHAaTa CKYIly IoJaTaka Ko/l
OBUX CTPYKTypa Iojaraka je 3a BehuHy m3BpInaBama Kpahe y OIHOCY Ha XeIll Ta-
oey. MoxkeMo younTu CKOKOBE y BpeMeHy MOTPeOHOM 3a J10/IaBarba U MPETPaKU-
Bamba ejieMeHaTa C roBehameM KoeduimjenTa onrepehema CTPYKType MojiaTaka,
IocedHO y ciaydajy duirepa KOJIMIHUKA U uiTepa Kykasuiie. Jorr Beha mpej-
HOCT OBUX CTPYKTypa MOJAaTaKa y OJHOCY Ha XeIll Tade/ly BUJN Ce Y TMOTJIeLy T0-
Tpolimbe MeMopuje. BiymoB duiirep kopuctu HajMmame memopuje. Koa dunarepa
KOJIMYHUKA U PUITepa KyKaBUIlE TOTPOIIEHA MEMOPHje Ce MOXKe IOJECUTH TOMOhy
BpeaHOCTH ojroBapajyhux mapamerapa. Croma JlayKHO TO3UTUBHUX PE3YJITATa, je
peJIaTUBHO MaJja KOJ CBUX CTPYKTypa mnojartaka. Kop duarepa KyKaBuiiEe CMO
BHUJIEJIN HajMalby CTOITY JIAYKHO MTO3UTUBHUX PE3YJITATA IIPU IPOBEPH ITPUITATHOCTH

€JIeMEHTa CKYILy IIoJaTaKa.

Opmadup cTpykType mojaraka Koja he dutu kKopwuiheHa 3aBUCH OJ ITPOOJIEMa
Koju ce pemasa. Permumo, Baymos dunrep mma Behy meMopujcky eduKacHOCT
y OJIHOCY Ha (PUJITEP KOJUYHUKA U (DUITEp KYKABUIE, aJIM 38 PA3JIUKY OJ HbUX
He TIoprKaBa oIlepalnjy Opucarma ejeMeHara W He MOXKe ce e(UKaCHO ITPOIIH-
putu. C apyre crpaHe, mako buiTep KOJWIHHMKA 3aXTeBa BUIE MEMOPHje O]
BaymoBor dunrepa, Moxke mmMaTH BeoMa J00pe nepdopMaHce Y CUCTEMUMA KOjU
Kopucre Kermupame. CBaka 0l TpU MPeJICTaB/beHe CTPYKTYpe MOoIaTaKa YCIIEITHO
1 epUKACHO pelraBa IIpodJeM IPUOJIMKHOD TecTupamba npuiaaHoctu. [logernasa-
BbEM IbAXOBUX ITapaMeTapa MOXKEMO TTOIPABUTH BbUXOBY BPEMEHCKY W IIPOCTOPHY
eUKACHOCT WU CTOITY JIAYKHO MMO3UTUBHUX pe3ysTarta. DUTHO je mpumeruTn na
BPeIHOCT KoedwuimjenTa onrepehema o pa3MaTpaHUX CTPYKTypa IMojJaTaka 3Ha-
YajHO yTHYe Ha HbUXOBe IepdopMance, 0 4eMy Tpeda BOJUTH padyHa MPUIAKOM

ToJIeIaBamha BPEJHOCTH OJIroBapajyhnx mapamerapa.

300r mocTuzama 100pe MeMOpHjcKe epUKACHOCTH W epOpPMaHCH Y PaIy ca

BEJINKAM CKYTOBHMa TIO/JaTakKa pasMaTpaHe CTPYKType MHojaTaka WMajy MIIPOKY

38



I'VIABA 6. 3AK/bYYAK

IIPUMEHY y PadyHapCKUM CHCTEMHMa KOju odpalyjy BesnKe KOJWYMHE IOIaTaKa,

aHaJM3u MPeXKHOT caoOpahaja n y 0azama IojaTaka.

Hexke o1 naeja 3a HacTaBak HCTpasKHBarba OMJIE OU TOOOJbITAILE TTPUIOKEHIX
UMIIJIEMEHTAIja Pa3MaTpPaHuX CTPYKTypa IMoJaTaka, JeTa/bHIje YIIO3HABAE Ca
pa3IunauTUM MoanpUKaIljaMa CBakKe OJI IPEJACTaB/HEHNX CTPYKTypa IoaTaka,
Kao0 U UCTPaKUBarbe JIPYTIUX MPeJICTaBHUKA, PEIIMMO CTPYKTypa mnojaraka Count-

min sketch mim HyperLogLog.

Hatomena: YV uspagu mactep paga wopuwhen je ChatGPT 3a tenepucarve
CAUKG Y 3. U 4. TOLAGBNY, KAO0 TOMOR TUpu u360hery MATMEMATLUYKUT HOPMYAQ
30 TPOUEHY BEPOBATTHONE AAHCHO TOUTLUCHUL PESYATLATA, KaO TOMOR Yy Tucarby
K0ga, 34 UMUNEMEHTAUUTY PA3MATLPAHUL CUPYKWYPG UOGALAKG U TeHEPUCAHE
ckpuaie 3a 0dpagy u Ipapuuru upukas godbujenur pesyswmatna. Cytectiuje u
pesyatattiu gooujenu og cupare ChatGPT-a nucy tpeysettiu y GOWUYHOCTIY, el
cy uposepenu u Tpuaatohenu woniexcliy og cpare aywmopa. (grosoproctl 3a

ucupasroct Wexkcwa, Koga u cAuka Y pagy Upey3uma ayuop.
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