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HacaoB mactep paga: Ilpomupeme atara URSA mogpmkom 3a SMT pemraBaue

Pesume: Anar URSA caku 3asatu mpodsiem peraBa cBohemem na SAT, mpo-
0s1eM 33/10BOJbUBOCTHU (POPMYJIe NCKA3HEe JIOTUKE, YIMe MOCTHUXKE IMUPOKY TPUMEH-
JbUBOCT Ha KOMOWHATOPHE IpOoOJIeMe, aJli OCTaje Be3aH 3a MCKa3Hy JIOTUKY Kao
jenunu musbHU bopMmasm3aMm. Ta BE3aHOCT OrpaHMYaBa KJIacy HpodJeMa KOju ce
MOT'Yy TPHUPOJTHO HU3Pa3UTH, OyAyhu Ja MCKa3HA JIOTUKA HE JIOCeYKe M3PaKajHOCT
KOjy TIOjeMHU ITPOOJIEMH 3aXTeBajy. ¥ OBOM paJly OIHCAHO je IPOIINpPEHE ajIaTa
URSA xojuMm ce ucTH yjaa3HU Mporpam, mopej jgocajaiimer cBohema Ha SAT,
Moxke cBectu u Ha SMT, 3a/10BO/BUBOCT Yy OJIHOCY Ha TEOPHUje, U TO apUTMETUKE
OUT-BEKTOPA, JUHEAPHE aPUTMETHUKE IeJIUX OPOjeBa U Teopuje Hu30Ba. Tako 100u-
jene cdopmyite pemraBajy ce pemmapadnMa Z3 u cved. Ilpommpemne je omemeHo HaT
rocrojehuM mpuMepuMa ajiara ¥ HaJl HOBUM IIPUMEpPUMa IpujiaroheHnM HOBOYBe-
JIeHUM TeopujaMa. Pesynrtaru mokasyjy Jia HOBO CBODeIbe Jlaje MCTa peliemha Kao
Jlocajialiibe, 9YuMe je ToTBpheHa merosa UCIPaBHOCT, U Ja y3 TO oMoryhasa u3pa-
JKaBarbe U pelrlaBame IpodJieMa KOju PaHuje HICY OWIN y JIOMAIIajy aJjiaTa, Moy T
IIpOBepe MporpaMa ca CUMOOJMYKUM IIPUCTYIIOM HU30BUMa W 3aJlaTaKa HaJ Iie-
JImM OpojeBuMa, Oe3 orpaHuverha IMUPUHE U ca O3HAYeHUM BpegHocTtuMma. Mepema
MIOKa3yjy Jla HUjeJIaH MPUCTYI HUje YHUBEP3aJHO OpPXKH, NHa JIBa HAUUHA OCTA]y
KOMILJIeMeHTapHa. Texkurnre JIONpUHOCA HUje y yOp3aiby, Beh y M3parkajHOCTH:
TIOIIITO HOBO CBODEIbe Pe30Hyje Ha HUBOY TeOpHja, a He HYKHO Ha HUBOY I10je]IH-
HAYHUX OUTOBa, 0OyXBaTa U MpodJeMe Ha Kojuma cBoheme Ha SAT Hario pacre ¢

[IOPacTOM IIUPUHE OUT-BEKTOPA M OHE KOjeé OHO YOIIIITe He MOXKe J[a U3Pa3Hu.

Kipyane peun: URSA, SAT, SMT, reopuja apurmernke OUT-BEKTOpPa, TEOpHja
JINHEeApHE apUTMETHKE IeJINX OpojeBa, TeopHja HIU30Ba, ayTOMATCKO PE30HOBAIHE,

CUMOOJINIKO U3BPIABAE
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I'maBa 1

YBOI

Benuku 0poj kKoMOMHATOPHUX M JIOTUYKUX ITPOOJIEMa MOYXKE Ce PelnTu CBobe-
BeM Ha IPOOJIeM 3aJ10BO/bUBOCTH McKasHe joruke (SAT), 3a koju mocroje eduka-
cau pemraBaun. Ha Toj npaeju 3acuosan je ajmar URSA, koju nporpame narmmcame
y HAMEHCKOM je3UKy IPEBOJIM Y WCKa3Hy (opmysy u perraBa je mosuBom SAT
pemasada [20]. CBe BpeHOCTH y TOM IPUCTYILY IIPEJICTABIbA]Y Cé OUT-BEKTOPUMA
dukcHe MUpHUHE, a CJIOXKEHE KOHCTPYKIUje je3uKa PasjiaxKy ce Ha MPExXy Jo-
ruakux gopmysia. TakaB TpUCTYIl TTOKA3a0 Ce YCHENTHUM Ha IMUPOKOM CIIEKTPY

IpodJIeMa, 0J1 KOMOMHATOPHUX 3arOHETKHU JI0 3a/IaTaKa IpeTpare u BepuduKalimje.

Csobeme mpodeMa u Kopuimheme OIIITer pellaBada 3a IMU/bHY TEOpHUjy Huje
cBojctBeno camo asiatry URSA. OHO jiexku y OCHOBHM OpOjHUX ajiaTa KOjU y3 TO-
moh perraBada 00aB/bajy BepudUKAIN]y, CHHTE3Y U OTKJamaibe rpemaka. Hajza-
XTEBHUJU JIe0 Y Pa3BOjy TaKBUX aJjaTa jecTe IIPEBOJ mporpama y (hopmyiay Kojy
pelaBad uUCHUTyje. YIPaBO U3 Te Telkohe HacTaa je Kjaca JIOMEHCKH CIIeIn-
buuHux jesuka MoTIOMOrHYyTHX pernaBadnMa (eHrit. solver-aided domain-specific
languages), auju je Hajmo3HaTuju npeacraBHuk cucreMm Rosette [37]. Cama uueja
cBODherba Ha OIIIITH PEIaBat Mupe je paciupocTpamena: cpehemMo je y ajatuma mo-
nyT MiniZinc, Sugar u Alloy [29, 36, 38|, a anary URSA cpogasn je anmar URBIVA,
KOju TIpodJIeMe CBOJIM Ha Teopujy oOmT-BekTOpa u pemrasa ux SMT pemaBagem. O

HaBeJEHUM aJIaTAMa JIeTaJbHUje je ped y O/IeJbKy 2.3.

Anar URSA Besan je 3a MCKa3Hy JIOTWKY Kao jeJUHU MUbHU (DOPMAJIU3AM,
IIITO OrPaHUYABa KJIACy IPoOJeMa KOju ce MOI'y MpupoaHo u3pasutu. CeMaHTHKA

apUTMETHKE OUT-BEKTOPA PadyHa 10 MOJYJLY, I1a He 00yXBaTa HEOTpAHUIEHE HUTHU
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O3HaveHe TieJie OpojeBe, a WHAEKCH HU30Ba MOPAajy OUTU MO3HATH IIPE I'eHEePHUCabha
dopmyste, MTO UCKJbYUyje CHMOOJUYKHA TPUCTYIl HH30BUMa. OBa orpaHuverna He
II0CTOje TeHEPAJHO y KOHTEKCTY pa3MaTpamba 33/I0BOJBUBOCTU Yy OJHOCY HA TEO-
pujy (SMT). Peu je o npommpermy MCKa3He 3aJI0BOJBUBOCTU Yy KOM C€ ATOMUYKE
dopmysie Tymade y OJHOCY Ha TeOpHje, MOIYT TEeOPHUje apUTMETUKE OUT-BEKTOPA,
JINHeapHe apuTMeTHKe TeJinX OpojeBa u Teopuje Hu3oBa |5, 22|. Capemenu SMT
pemasaun, Mehy Kojuma cy Z3 u cved, IpuxBaTajy yJjia3 y CTaHgapIHoM dopMary
SMT-LIB u permiaBajy ra KoMOUHAIIMjOM IpeTpare Ha MCKA3HOM HUBOY U IIPOIE-

Jypa oJjIyuuBama 3a loje/uHe Teopuje.

[TomenyTo orpannverse agara URSA Huje amcrpakTHO, MITO MOKa3yje HEKO-
JINKO jETHOCTABHUX IMpuMepa Koje m3BOpHO cBoheme Ha SAT me moxke ma dop-
MyJININE, Y HEKUM CJIydajeBUMa 300T OIDaHUYErha CAMOL ajiaTa, a y HEeKHM 300r

HEI0BOJ/bHE I/ISPa)KajHOCTI/I HNCKa3He JIOTHKE.

[TpBu npumep je Ppodennjycos mpodsem Hopunha (enrs. Chicken McNugget),
MATakbe KOJMKO Ce YKYIHO KOMaJa MOyKe KYIUTH O] IAKOBAaIba BEJMIHHE IIeCT,

NIE€BET U ABAJECET:
assert(na>=0 && nb>=0 && nc>=0 && 6*na + 9*nb + 20*nc == 43);

Ham neorpanmyenum mesium OpojeBuMa Opoj 43 ce He MOXKe CACTaBUTHU, JTOK OUT-

BEKTOPCKa, apUTMEeTHKa, 110 Mojyy 2! naje ., 1a:kH0” pelemse yciie 1 MpeKopaderba.

Jlpyru mpuMep je JpeBHU KUHECKH IIPO0JIeM O ocTanuma, n3d cuuca CyH3m:
assert_all (nx>0 && nx<105 && nx%3==2 && nx%5==3 && nx%7==2);

3ajlaTak KOPUCTH OTMEPaTOp OCTATKA MPHU JAeJbeby, KOju n3BOpHO cBoheme Ha SAT

He 00yXBaTa.

Tpehu npumep je /IujKCTpUHO MUTaIbe O YIUCY W YUTAIBY HU3a HA UHIEKCY

KOJU je U caM BPEJIHOCT U3 TOT' HU3A:

nA[nA[1]] = 2;
assert(nA[nA[1]] '= 2);
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Yurame He MOpa BPAaTUTH yIIPABO YIIUCAHY BPEIHOCT, jep YIIHC MOXKe Ja IPOMEHU

caM WHJEKC, a Taj WHJEKC HUje ITO3HAT IIpe TeHepucama popMyIIe.

Yerspru npumMep je npobiem 3oupa jiBa dpoja (eHIJI. two-sum), TPOHAIAIKEHE

JIBa WHJIEKCA YUju 30UP BPEIHOCTH JIaje 33/IaTy CyMYy:

nA[0]=3; nA[1]=6; nA[2]=2; nA[3]=7; nA[4]=8;
assert_all(ni<5 && nj<5 && ni<nj && nA[nil+nA[nj]==10);

N oBnae cy mnjekcn ni u nj cHMOOJIUYKH.

Hujemno on oBux orpanndersa, ocum @podenujycoBor nmpodsemMa, He IIPOU3JIa3u
U3 OrpaHUYea caMme MCKasHe Jjioruke. Jlokje roj cy BpegHOCTU OrpaHUteHe, U
OCTaTaK IIPH JI€Jbetby U IPUCTYII HU3Y MIPEKO CUMOOJIMIKOT UHIEKCA MOTY Ce IIPE/I-
CTaBUTH MCKa3HOM (POPMYJIOM, IITO MOKa3yjy U nocrojehu ajmatu koju mpodreme
orpanndema coge Ha SAT [36]. TakBo kKommpame, mehyTum, u3BopHO cBOheme
asjara URSA ma SAT me noapxkaBa. PpodeHHjycoB mpodJeM je Apyraduju, jep

Ha/J HEOI'paHUYICeHUM JOMEHOM HE MOXKE Ja Ce IIpeJCTaBHu NCKa3HOM (bOpMyJIOM.

Y oBOM pajiy omucano je npomupee atata URSA kojuMm ce ymasau mporpam,
ope mocatanimer cBohema Ha SAT, moxke cBectu m Ha SMT Teopuje. Cumbdo-
JIMYKUM U3BPIIaBabeM YJIa3HOT IIporpaMa rpajie ce u3pasu ojroBapajyhe reopuje,
Koju ce 3anucyjy kao dopmyia y dopmary SMT-LIB, y Teopuju apurmernke Out-
Bekropa (QF BV) win nuneapue apurmeruke nesnux opojesa (QF LIA), a y
MIPUCYCTBY CUMOOJIMYKHIX WHJEKCA HI30Ba ITUJbHA T€OPHja Ce ayTOMATCKHU ITPOIIH-
pyje omrosapajyhom BapujanTom ca mHmzoBuma, QF ABV ommocno QF  ALIAL
Tako jobujene dbopmysie pemraBajy pemraBadu Z3 U cvch, y3 MOJPIIKY 3a Hadpa-
jarmbe CBUX pelllerba 1, YKOJHUKO je TOTpedHO, 3a onTuMu3anujy. locagamnmu HaduH
pajia ocTaje HEIPOMENEH M I0Jpa3yMeBaH, TaKO Jla paHUje HAIMCAHU ITPOrpaMu

pajie 0e3 m3MeHa.

[Ipomupeme je eBaaympano Haj nocrojehum mpumepuma asara URSA un mas
HOBUM IIpUMEpUMa TpUaaroheHnM HoBoyBejeHuM Teopujama. Cpoheme Ha SMT

Jlaje ucTa perrerma Kao cBoheme Ha SAT Ha cBUM IpuMepuMa, OJITy YNBakbha, TUME je

!Osnake QF BV, QF _LIA, QF ABV u QF ALIA cy nasusu dpparMenaTa Teopuja y CTaH-
nmapay SMT-LIB, nerasbHuje onucaHoM y ofe/bKy 2.2.



I'JIABA 1. YBO/[

moTBpheHa WmberoBa NCIPaBHOCT, U TO 3a 00a Kopurrhena SMT pemaBaga. Hajsna-
YajHUju Pe3yJITaT jecTe MPOIIUPEe Kjace IMpodJeMa Koje ajarT MOXKe J1a U3pa3u
u peru, Oyayhu ma csoheme na SMT omoryhasa Bepudukarujy mporpama ca
CUMOOJIMYKUM IIPUCTYIIOM HU30BUMA, PE30HOBAIHE€ HAJI HEOIDAHMYEHUM U O3HAUe-
HUM IIeJIUM OpojeBMMa, Kao U Kopulliheme je/bemha U ocTaTka. Mepema, ¢ Ipyre
cTpaHe, MOKa3yjy Ja HOBO CBOheme He 3aMerbyje JI0CAJalllibe HEero ra JIonymwyje,

Oyayhm na HujeaH NpuCTyn HUje eUKACHUJU HA CBUM BpPCTaMa IIPodJIeMa.

Hape/iHo morsiaBjbe m3Jiazke MOTpeOHE M0jMOBE, 3aTUM je OITMCAHA, UMILIEMEH-
Talyja IMPOIIUPEha, a IMOTOM eKCIIePUMEHTAJIHa eBaJjyallfja, HAKOH vera CJiejie

3aKJBY I U TPABIH JasbeT PajIa’.

2ToxkoM m3pajie OBOT paJia KOpUIINeHu cy BeInKn jesnaku Mozenn (enra. large language models,
LLM). Viiora um je duiia nomolina 1 TeXHUYKE IPUPOJIE: TIPErJIe, KO, &y TOMATCKO NeHEPUCAILE U
Bapupame WIYCTPATUBHUAX IIPUMEpPa, TOMONHE CKPUIITE 33 MepPerhe BPEMeHa, Ka0 U IPEJIO3H IIPH
obmmmkoBamy LaTeX tabesma u mojenmuuaux dpopmysanuja. 3aMucao MPOIIAPEha, UMILJIEMEHTAIT]a,
eBaJIyalifija M 3aKJby4Ild JIeJI0 Cy ayTopa, KOju Ipey3uMa IIyHY OJI'OBOPHOCT 3a Ca/Ip2Kaj pajia.



I'maBa 2

OcHOBHH IIOjMOBU U IpPeETJIe]],

ooJracTm;

Y oBOM TIOIJIaB/by M3JIAXKEMO OCHOBHE IIOjMOBE HEOIXOJiHe 3a Ipaheme pajia
U pasyMeBalbe IPEJIOXKEHOr Mpolunpemha. Hajope pazmarpaMo MpodJieM UCKa-
sre 3agoBosbuBocTu (SAT), a 3atum SMT, 3a710BO/BUBOCT y OJHOCY HA TEOpHje,
KOja y3 MCKa3HY JIOTHKY O0yXBaTa U TEOPHje IOIYyT JUHeapHe apUTMETUKE IEJITIHX
OpojeBa, apuTMeTHKe OUT-BEKTOpa M Hu30Ba. [loToM mpesa3zumo Ha CUMOOJJUYIKO

U3BpIIaBaibe U ajlaTe KOju Ha TUM HJiejaMa IIOYnBajy.

2.1 IIpobaem mckazHe 3amoBosbuBocT — SAT

[TpobieM ncnuTHBaka 33, 10BOJBUBOCTH UCKa3He dhopmyiie HaszuBa ce SAT (ckpa-
heno ox enrseckor Boolean satisfiability problem). 3a nmary uckaszny dopmyiy,
SAT perraBad ojjiydyje Ja Jix je 3a/I0BOJbUBA U, y CIydajy Jja jecre, Bpaha Basya-
ujy npu Kojoj dpopmysa nocraje tadna [22]. SAT pemasadn 1o mpaBuiy paje ca
dbopmynama y korjyakTHBHOj HOpMasHO] dhopmu (KH®), koja npencraspa KOH-
JYHKIIMjy KJIay3a, rJie je cBaka KJjay3a JIUCjYHKIUja JINTePasa, a JUTepasl HCKa3Ha

[IPOMEHJbYBA WJIN IbeHA Herarmja [5].

Buagaj SAT mpobiema y padyHapCTBY HMCTOPUjCKH Ipousmiasu u3 Kykosor
paza [9], y Kojem je on nokazao jga je SAT HII-komiuieran, unme je yBeseH u cam
nojam HII-kommiernoctn (pesyarar mosnar u kKao Kyk-Jleunosa Teopema) |9, 23].
Y1IpKOC €KCIOHEHITNjaIHO] BPEMEHCKO] CJIOYKEHOCTH Y HajropeM CJIydajy, pa3Boj y

0BOj 00JTacTh J10BeO je j10 udy3erHo edpuracanx SAT pemabada. CaBpemenu ajgaTu
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nanac oopahyjy KH® dopwmyite ca crotnHamMa Xubaga Uil YaK MUJTHOHUMA TIPO-

MEHJ/bUBHUX [22].

Buauajuo ynamnpeheme mpaktndne epukacHoctn SAT pemraBada MOCTUTHYTO
je mpenasom ca anropurma DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland) [11], 3a-
CHOBAHOI Ha CHCTEMATHYHO] MpeTpa3u Kpo3 MPOCTOp Baslyalldja M IIPOMATAI)T
jemmanuHux Jurepada, Ha Hanpenauju npucryn CDCL (ckpahieno of enrseckor
Conflict-Driven Clause Learning) [25]. 3a pasauky ox xporosomkor pahama
yuaszaj koje DPLL npumemyje y ciyuajy koudimkra, CDCL agropuram KoHCTPY-
uie rpad UMIUIHKAIAja HaJlT TPEHYTHOM BAJIYAIMjOM W Ha OCHOBY Ihera M3BOJIU
y3pok KoudJmKTa y By HOBe Kiay3se [25]. Tako nayuene kiayse moiajy ce y
0a3y KJjaysa U CIpevaBajy HOHAB/balbe MCTOI KOH(MJIMKTA y KACHUJUM KOpaIuMa

nperpare, 4uMe ce y MPaKCH 3HAYAJHO CMambyje IpocTop mnperpare [22].

Edukacuoct caBpemenux CDCL permasada 3acHUBa ce 1 Ha JIBa J0JIaTHA, MEXa-
HU3Ma: HEeXPOHOJIONMKOM Bpahamy yHazan (enrs. backjumping) u xeypucrukama
3a u300p IPOMEH/bUBE OJIyunBama, Mehy Kojuma je majuosnaruja VSIDS (enrir.
Variable State Independent Decaying Sum), ysesnena y pemasady Chaff [27]. He-
XPOHOJIOIMKO Bpahame omoryhaBa ajgropuTMy Ja MOHUIITUA BUITE HUBOA OJJTY M-
Bama ojijeHoM, Bpahajyhu ce Ha HEUBO ojipeheH CTPYKTYypOM HOBOHAaydYeHE KJjla-
y3e [25].

Jedunucame cranmapamzoBanor DIMACS ¢dopmara 3a npuka3 dhopmyia y
KH® [14]| omoryhwuo je ma npon3BosbaH KOMOMHATOPHU MPODJIEM, HAKOH CBODema
na SAT, Oyne TpeTrupan OMI0 KOJUM CaBpEMEHUM peIaBadeM, y Hadely He3aBHCHO

071 IOMeHa U3 Kojer Taj npobjem mnorude [5].

2.2 IIpodsem 3a70BO/bUBOCTH Yy OJHOCY HA
Teopujy — SMT

SMT upobaem (euri. Satisfiability Modulo Theories) npeacraBba MPOITUPEHE
mpodJieMa MCKa3He 3a[0BOJBUBOCTH Y KOME je ysra3Ha (hopMyia u3parkeHa Hal jeJI-
HOM nym Buiie Teopuja [4]. PopmasHo, 3a 3amary dopmyny ¢ u reopujy 1, SMT
peraBa4 ojjIydyje Jia Jid IOCTOjU BaJyallija MPOMEH/bUBUX KOja (DOPMYJIY (0 IUHU

TAYHOM y HEKOM Mojesy Teopuje 1'. 3a pa3iuky oj HCKa3He 33I0BOJbUBOCTH, MO-

6
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JleJI OBJle MHTEPIPETHPa U CHMOOJIe TeopHje, MOMYT apUTMETUYKUX Olepalyja u
peJjlarnuja, Ia YUHU eIy CTPYKTYDPY y OJIHOCY Ha KOjy ce dopMyrna TyMadd, a
He caMo Jiojiety Bpejnoctu npomensbuBuma. Muore SMT teopuje, momnyTt Jjinne-
apHe apUTMETHKE IeJINX OpojeBa, 3aj/laTe Cy CEMAHTUYKH, a HE aKCUOMATCKU, Kao
CKYIIOBU 3aTBOPEHUX (DOPMYJIa TAYHUX Y HEKOj (PUKCUPAHO] CTPYKTYPH, T1a UMajy

caMoO Taj, IPUPOTHA MOJIEJT.

VBohemwe SMT mnpucryna MOTUBHCAHO je OTPAHUYEHOM M3PAXKAjHOIINY HMCKa-
3He JioruKe. Bpojuu 3amanm y Bepudukaimju coprBepa U XapaBepa, ILIaHTPALY
U CUMOOJIMYKO] aHAJIM3U IIPUPOJIHO ce (DOPMYJIUIILY HaJl DOTaTUjUM JTOMEHUMA Kao
IITO Cy IeJau OpojeBU, OUT-BEKTOPH WM HU30BU. JlupekTaH TpeBOJ OBAKBHX
IpodJIeMa y MCKAa3HY 33JI0BOJBUBOCT PE3YJITHUPAO Ou (popmysiaMa eKCTPEMHUX JIH-

MeH3Wja U HeJOBOJBHOM IPaKTUIHOM edukacuorly [5, 22].

Caspemenn SMT pemasaun Hajuenthe komounyjy SAT aaropuram ca cremnmja-
JIM30BAHUM IIPOIELYyPaMa oIy YuBaba 38 KOHKPETHE TEOPHje Y OKBUPY apXHUTEK-
type CDCL(T) [30]. ¥ oBom mpucryiry, cBaka aroMudka (hopMyJia perpe3enTyje ce
jeIMHCTBEHOM MCKA3HOM IIPOMEHJBHBOM KAKO OM Ce JIOOMJIa MCKA3HA AIICTPAKIH]ja
opurunaygne ¢gopmyse. Jlok SAT jesrpo omiyunBama aHAJIU3UPa 3a10BOJEUBOCT
oBe amcTpakTHe (opMe, IPOLEAYpa OJIyInBamba 3a Teoprujy T WHKPEMEeHTAJIHO
IpoBepaBa Jia Jiu je Tekyha mapiigjajina BaJiyaluja UCKa3HUX IMPOMEH/bUBUX KOH-
3UCTEHTHA ca 3aKOHMMa came teopuje |5, 30]. Ako ce OTKpuje HEKOH3UCTEHTHOCT,
TEOpUjCKa MPOIEeypa IMeHepuIle HOBY KJay3y Koja ce momaje y SAT jesrpo, mro
pesy/ITupa CyyKaBameM IIpocTopa mperpare. /lera/ban nperyies) KOHKPEeTHUX aJro-
PUTAMCKIX TEXHUKA 32 IPOIEeAype 3a M0jeInHATHe TeOpHje H3JIa3h U3 OICera, OBOT
paza [5, 30].

Y nmby cramiapinsalipje yiaasHor ¢dopMaTra W JIaKIIer nopehera passimdu-
THX MMILIEMeHTanuja, pa3sujer je dopmasau jesuk SMT-LIB [3]. Osaj crangap
JedbuHUIIIE jeIMHCTBEHY CUHTAKCY 3& OIMC WHCTAHIM IIPodJeMa, odyxBarTa Ojpe-
ben ckyn cramgap/IHUX TeopHja U JiepuHUINE Kjace Teopuja Ha OCHOBY KOMOW-
HaIlfja OBUX TEOPHUja Y3 €BEHTyaJIHA OTPAHUYEHa Yy MPUCYCTBY KBAHTU(MDUKATOPA.
VY crangapay SMT-LIB takBe komOunanuje Teopuja Ha3uBajy ce JIOTMKaMa, ajiu
y OBOM DaJIy 3a HUX JIOCTETHO KOPUCTUMO TEPMHUH TeOpHja, MoJpasyMeBajyhn

JIOTWKY TIpPBOI' pefa y dparmeHTy 0e3 kBanTtudukaropa. Kao mpumepu Herro-
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CPeJIHO peJIeBAHTHU 3a OBaj paj u3asajajy ce QF BV (apurmeruka dur-BekTOpa)
n QF LIA (nmueapHa 1e700pojHA apUTMETHKA), KAO ¥ IbUXOBE BapUjaHTe Ca Te-
opujom Hm3oBa: QF ABV (apurmernka dur-Bekropa ca muzosuma) u QF  ALIA
(imHeapHa 1e100pojHA ADUTMETHKA ca HU30BUMA), CBU y (hparMeHTHMa 0e3 KBaH-
tudukaropa [3]. Cramgapa SMT-LIB unHu oCHOBY U 3a TOJWIINEE TAKMUYICHE
SMT-COMP, 4mja merTomoJiornja CayKU Kao YOOHMUAjeHH eMIIMPHjCKA OKBHUD 3a

YIIOpEJIHY eBaJjIyalujy akTyeaHux pernasada [34].

Meby najzacrymbenujum caBpemernnm SMT perraBatunma y HaydHO] U UHITY-
crpujckoj npakcu ganac ce ucruay Z3 [13], cveb [2] w MathSAT [8]. Hasenenu
aJIaT! TIOJIPYKAaBajy IMUPOK CKyTl Teoprja omucanux y oksupy SMT-LIB cranmap/a,
a m300p KOHKPETHOT pelraBada y MPaKTUIHIM AILIHKAITjaMa IPUMAPHO 3aBUCH

0/ KOMOUMHAIIMje TeOpHja MPUCYTHUX Y MIPOOJIEMY KOjU Ce PeIraBa.

2.2.1 Teopuja apuTmMeTKe OUT-BEKTOPA

Teopuja apurmeruke OMT-BEKTOpa IIpeJACTaB/ba (POPMaAJIHU OKBUP 3a Pe30-
HOBaIb€ HaJl MMO3UTUBHUM II€JI00POJjHUM BpEIHOCTHMA (PUKCHE OUTHE IUPUHE, a
weH ¢parmMeHT Oe3 kpaHTudukaropa y SMT-LIB cranmapay o3HadeH je Kao
QF BV [3]. TepmoBu oBe Teopuje mpeicTaBbajy OUT-BEKTOPE, OJHOCHO HU30BE
OuToBa (PWKCHe MUPHUHE W, HAJI KOojuMma cy JeduHUCAHEe CTAHIAP/IHE Oleparuje
padyHapCKe apuTMeTuKe. ¥ bHUX CIaJajy IeJJ00POojHe PadyHCKe Oleparyje MomyT
cabuparba, Oy3uMarba, MHOXKEhA, JIeJbeba U Je/beha Ca OCTATKOM, 3aTUM OUTOB-
CKe ollepaliije KOHJyHKITIje, JINCJyHKINje, eKCKJIY3UBHE JINC]YHKIje W Heraryje,
Kao0 U olepaliije OUTOBCKOT TIOMePamha YIeBO, JIOTMYKOT IIOMeParba yJIeCHO U apUT-
METHYKOT TToMeparba yiaecHo. [lopen apurMeTnakux orneparyja, Teopuja 00yxBaTa
O3HAYeHe U HeO3HAUYeHe pesaluje nopehema, Kao U cuenududate CTPYKTypHE Orle-
parje Kao IITO Cy KOHKaTeHaIwja (Crajame BEKTOpa) U eKCTPaKImja (U3/Bajarme

nosxHu3a durtosa) |3, 22].

CemaHTHKa OBUX Ollepalija y MOTIYHOCTH OJIrOBapa CTaHIaP/IHO] apUTMETHUIIN
1o MOy 2%, TJie ce peKopaderhe OIcera MPUPOIHO PEryJININe CBOhemeM 10 MO-
JIyJy, JIOK Cce O3HAaYeHEe BPEIHOCTH WHTEPIPETUPA]Y Y PENPE3EHTAINjU MTOTIIyHOT
KoMIIeMeHTa. OBakBUM HM3DOPOM pPeIpe3eHTAIllje IIOCTUXKE Ce JIa UCTa XapIBep-
CKa peajn3alifja olepalfja BaykKW W 3a O3HAYEHY W 3a HEeO3HAUYEeHY CEMaHTUKY

KOJI oTlepalyja Kao IITo ¢y cabuparbe, oJly3uMare U MHOXKeme [22]. Saxsambyjyhn
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BEPHOM MO/IEJIOBalby TOHAIAA Xap/Bepa Ha HajHMKeM HuUBOY, Teopuja QF BV
IpeICTaB/ba MPUMAaPHU (DOPMAJIHU OKBUD 3a PE30HOBAIbLE y odJacTuMa (hopMaJsiHe
BepudUKalije xapiaBepa U CTaTHYIKe aHaJl3e IIporpaMa Ha HHCKOM HHUBOY all-

crpakuyje |5, 22|.

Cranjiap/iHu IPUCTYN pelraBamby (hOpMysIa y OKBUPY OBe TeOpHje 3acHUBa Ce
Ha TEXHUIM TI03HATO] Kao dur-OsiacroBame (eHri. bit-blasting). Oaj mocrynak
CBaKy OMT-BEKTOPCKY IMPOMEH/bUBY IIUPUHE W Mebha ypeheHnM HI30M 01 w UCKa-
3HUX MMPOMEHJBUBHUX, JIOK CE Olepalije HaJ| OUT-BEKTOPUMA IPEBOJE y OJIroBapa-
jyhy MpexKy JIOTMYKHUX KOJIa IOIyT cadupada, MHOXKa4da 1 KoMiaparopa. Hacrasa
MpexKa Ce MOTOM CBOJYM Ha KOHjyYHKTUBHY HOPMaJHY (opmy npumenom llejru-
HOoBe Tpanchopmanmje [22], wnme ce omryansoct QF BV mpobiema nupekTHO
moBesyje ca ommyausornthy SAT mpobiiema. Mako oBakBa KOHBEP3Hja y OIIITEM
cinyqajy renepuiiie KH® dopmyrte unja quMen3uja HeJIMHEAPHO pacTe ca rmoseha-
IbEeM IMUPUHE ONT-BEKTOPA W, CABPEMEHH PEIIaBavl IIPUMEbYjy HAIIPEIHE METO/Ie
[IpEeIpoIecupaba Ha HUBOY TepMoBa. OBe TeXHUKE YKJbYUYjy MMPEe3alliCUBabe 13-
pasa u JIOKaJHa T0jeIHOCTaB/bUBaIba, YNMe Ce 3Ha4ajHo yHampehyje nmpakTudaHa

edUKaCHOCT mporieca pemmasama |5, 22].

2.2.2 JluHeapHa apuTMeTUKa IeJINX OpojeBa

JIuneapua apuTMeTHKa IeJUX OpojeBa IpeJicTaB/ba (POPMAJIHE OKBUD 32 pe-
30HOBaIbEe HAJ| BPEIHOCTUMA W3 CKYIIa IEJIMX OpojeBa, MPHU YeMy CY JIOIYIITEHe
caMmo JimHeapHe KOMOWHAIIMje MPOMEH/BbUBUX, & IbeH (pparMeHT 0e3 KBaHTU(UKA-
topa y SMT-LIB crangapmy osunaden je kao QF LIA [3]. TepmoBu oBe Teopuje
U3pazkaBajy ce Kao JIMTHeapHe KOMOWHAINje KOHCTAHTH U I€JIOOPOJHUX TTPOMEHJbH-
BUX, OJHOCHO U3pa3MW O0JIUKA C1T1 + CoXo + ...+ ¢, + d, THE ¢y ¢;,d € Z, a x;
O3HavYaBajy IEeJI00POjHe poMeH/brBe. AToMudake (hOpMyJIe cacToje ce O pesalmja
jemnakoctu u nopehema nzmely oBakBux m3pasa: =, <, <, > u >. MHOXKembe J1Be
IIPOMEHJbUBE HE IPUIaJa OBOM (PparMeHTy, jep ra YMHU HEeJIUHEApHUM, TaKO Ja
je jenuHU JI03BO/bEHU OOJIMK MHOYKEFha OHAj y KOjeM je jellaH OJi UMHUJIAIA I1eJI0-

Opojua koHcranTa |3, 22].

CemaHTHKa OBe TeOpHuje CYIITUHCKH Ce PA3JIUKYje OJ CEMaHTUKE TeOPHUje apuT-
MeTHKe OUT-BEKTOPA Y TOME IITO BPEIHOCTU IMPOMEH/bUBUX MPUITAJIAjy OeCKOHAM-

HOM CKYIIy IIeJIX OpojeBa Z, 0e3 orpaHuverma Ha KOHKPETHY OUTOBCKY IIHUPUHY,

9
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JIOK apUTMETHUYKe OIlepallije MMajy yoOUdajeHO MAaTeMATHUYKO 3Haderme 0e3 MKa-
KBUX OIpaHMYerha Koja Hamehe apuTmermka 1o Moayay. (OBa KapaKTepHCTHUKA
omoryhaBa Ipenu3HO MOJE/IOBaIbEe IMIPOOJIEMa Y KOjUMa Cy BPEIHOCTH ITPUPOIHO
HeOTpDaHWYeHe, TOIYyT aHAJIN3e HEKHX aJrOpUTaMa, IJIAaHUpama pecypca U OJipe-
hennx kiaca omrmMmsanmonux mpodiema |5, 22|. Ca apyre crpaHe, OICYCTBO
orpaHdueHe IMUpUHE JoMeHa y3pokyje ja Teopuja QF LIA me omparkaBa BepHO
[IOHAINIAbe OTePAIja Y PEAJTHUM PAIyHAPCKUM CHCTEMHUMA KOjUMa, CY BPEIHOCTU
OorpaHWYeHe MUPUHOM MaIMHCKe pedn. 300T TOra je OBa TeOpHhja Marbe IOr0JIHA
3a BepudUKaInjy Ha HUBOY MAIMHCKE apUTMETHKE y Topehemy ca IIPeTXOTHO

onmcanoM teopujom QF BV.

OpryanBoct QF LIA npobisiema mpescraBiba JUPEKTHY TOCIEIUILY KJIACHY-
Hor pesynarara Ilpe3dyprepa, Koju je mokazao jia je 1MeJ00pOjHAa apUTMETHKa Ca
cabupameM Kao jeJUHOM apPUTMETUYKOM OIEPAIUjOM OJIIyYUBA Yy OIIITEM CJIy-
qajy [31]. V mpakcu, caBpemenn SMT pernaBaun He MpUMerYjy HEIOCPEIHO OPH-
runajne agropurme lIpe3dypreposor Tumna, Beh KoMOUHYjy mporie/ype 3acCHOBaHEe
Ha CUMILJIEKC METOJIM HaJl PAIMOHAJHUM OPOjeBHUMAa Ca METOJaMa pas3rpaHaBaiba
u orpaHnyaBama (eHrs. branch and bound) pajy TpOHATAYKEHA IEJIOOPOJHUX Pe-
metba [15, 12]. Kuacuanu anreprarusan npucrynu, oyt Kynepose mporiemype
u Omera TecTa, Takohe Cy MHUPOKO 3aCTYIJEHU Y JIATEPATYPH, & JeTa/baH IIPUKA3

OBUX METOJ/Ia M3J1a3H U3 orcera oBor pasa [10, 32|.

2.2.3 Teopuja HuzoBa

Teopuja Hu30Ba mpescTaB/ba (GOPMATHU OKBUD 32 PE30HOBaIbe HaJ (DYHKITU-
OHAJIHIM TIPEC/IMKABabUMa M3 CKYIla WHJEKCA Y CKYI eJeMeHaTa, IPU deMy Cy
TaKBU OOJEKTH y PadyHApPCTBY IIO3HATH Kao acomujaruBHU Hu30Bu. ¥ SMT-LIB
cTaHIap/ly, OBa TeOpHja je mapamMeTpu30BaHa IMOMONY JBa JoMeHa: JOMEHOM WH-
nekca I m qomenoM esiemenarta F, mpu demy ce ojaroBapajyhu THIl HU3a O3HAYABA
kao Array(I, F) [3]. OcHoBHe omepanuje oBe Teopuje Cy YuTarmbe BPEIHOCTH HHU3A
Ha 3aJIaTOM HWHJIEKCY W YIIHC HOBE BPEIHOCTH Ha 3ajartu uHiaekc. OBe omeparumje

ce y OKBUPY CTaHJapja o3HadaBajy Kao select u store u umajy ciemehe normuce:
select : Array(I,F) x [ — E,

store : Array(I, F) x [ x E— Array(I, F).

10
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CemanTuka oBe Teopuje hOpMaHO je 3ajaTa akCHOMaTu3anujoM Kojy je Ilon
MekKaptu yseo 1962. roaune, a Koja ce JaHac KOPUCTU Kao CTaHIapIHa (popmy-
namuja y caspemenoj SMT smreparypu [26, 22]|. Tlpsa oj jiBé OCHOBHE aKCHOME
IJIACH Jla YUTarb€e Ca WHJIEKCA Ha KOJU je BPEIHOCT HENOCPeTHO yhucaHa Bpaha Ty
UCTY BPEIHOCT:

Ya,i,v. select(store(a,i,v),i) = v,

JIOK JIpyTa akCMOMa TBP/U Jia YVITUC Ha jeJaH WHJEKC He Melba BPEeIHOCTU HU3a Ha

CBIM OCTAJIIM MHIEKCHMA
Va,i,j,v. i # j = select(store(a,,v),j) = select(a, 7).

Caspemene nmiiementanuje y okBupy SMT-LIB cramgapia tunuaso npormmpyjy
0Baj CKyN aKCMOMOM €KCTEH3MOHAJHOCTH, KOja (popMam3yje /1a Ccy JiBa HU3a UJIeH-
TUYHA aKO U CaMO akKO Cy WM jeJHaKe BPEJHOCTH Ha CBUM uHiekcuma [4, 22].
OBakBa ceMaHTHKA YCIIENTHO 0D0yXBaTa CYIITHHCKO ITOHAIAE HI30Ba Y PEATHUM
IIPOTrPAMCKUM jE3UIUMa M YMHU MATEMATUYKYy OCHOBY 3a MOJEJIOBAaIbe MeMOpuje,
[IOKA3MBava M KOMIJIEKCHUX CTPYKTypa Iojaraka y mporecy dopMmasne Bepudu-

karuje codreepa [22].

OparmeHT 0e3 KBaHTU(MUKATOPA OBE T€OpHUje y MPAKCU Ce TOTOBO YBEK KOMOU-
Hyj€ ca JIpyruM 033 IMHCKIM TeoprjaMa. 3a 0Baj PaJl peJieBAHTHE Cy KOMOUHAIIHjE
ca apUTMETHUKOM OMT-BEKTOpA U Ca JUHEAPHOM apUTMETUKOM IeJIMX OpojeBa, Koje
najy teopuje QF  ABV omnocno QF  ALIA.

Ca anropuramcke crpane, ojyryanBaibe 3a0BosbuBocT QF  ABV u QF  ALIA
dopmyna y cappemenum SMT permraBaunma 3acHHBa ce Ha KOMOMHOBaIbY HaMEH-
CKe TIpOTle/lype 3a HU30BE ca IIPOIEIypoM ojroBapajyhe mojireopuje umHjeKca u
ejleMeHaTa. YOOW4ajeHHW MPHUCTYI Y MPAKCHU MOJIA3U OJ TOYETHOT alCTPaXxOBamba
onepanja select u store (yBohemeMm HenmHTepHpeTupaHnx (OYHKIMJCKIX CUMOOJIA),
y3 HAKHAJHO Jierho uHcTaHiumpame MekKaprujeBux akcmoma Kpo3 renepucarbe
JIleMa y 3aBHCHOCTH O] KOHKPETHUX UHJIEKCA KOjU ce TojaBibyjy v dopmyu [35, 4].
PopMaJiHa TOBE3AHOCT U JIe/berbe jeIHaKOCTH u3Mehy Teopumje HU30Ba M HHEHUX
ojiTeopuja ocreapyje ce y ckiajy ca Hesmcon-OnenoBom MeTo10M KOMOMHOBaIbHa

oIyunBHX Teopuja |28, 22|.
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2.3 PemnraBaum m cMMOOJIMYKO M3BPIIaBAH€

Csobeme mpodiiema orpaHmderba Ha MPOOJEME 3aJI0BOJBUBOCTU IIPEICTABIHA
IIPUCTYI Yy KOME C€, YMECTO Pa3Boja HAMEHCKOT aJI'OPUTMA, IIPOOJIEM H3parKaBa
Kao bopmysia uujy 3a10BOJbUBOCT UCIUTY]e OIIITH pertaBad. aeja je 3acTyibeHa
y MHOrUM cucTtemuMa. Je3mk MiniZinc omoryhasa omnmc mHCTAHIIM IIPOOJIEMa Ha
BUIIIEM HUBOY alCTPaKIUje U ieroBo npesoheme y mehydopmar FlatZinc, 3a koju
HocToje mo3aauHcKy pemtaBadn 3acuosanu u Ha SAT u ma SMT [29]. Anar Sugar
CBOJIU TIpODJIEME 33/10BOJbaBAIbA ONPAHUYECHHA HA MCKA3HY 33/I0BOJBUBOCT OJIIOBa-
pajyhinm kopupamem npomeHsbuBuX U orpanndersa [36]. Cucrem Alloy npobieme
HaJI peJIAIIMOHOM JIOTUKOM CBOJIM Ha WCKA3HY 3aI0BOJBUBOCT IMTOCPEJICTBOM aJjaTa
Kodkod [38]. 3ajemnudko oBHM HPHCTYNHMa jecTe @ Ce PEIlaBarbe MPEIryInTa
OIIIITUM pelllaBadnMa, YuMe ce m3deraBa pas3BOj HAMEHCKOI aJrOPUTMa 33 CBaKY
KJIacy mpoodJieMa. ¥ HACTaBKY ce MaXKiba ycMepaBa Ha CUCTeMe KOju (hOpMYyJIy
3a peraBad rpajie CUMOOJUIKIM M3BPIIABAHREM YJIA3HOT MMPOrpaMa, IMPUCTYI Ha
kome mounBajy u ajatu URSA u URBIVA.

2.3.1 CumbomnYKO M3BpIIIaBakh€

Cumbonmako usBpmiaBame (eHrn. symbolic execution) je TEXHUKA aHAII3€ PO~
rpamMa y KOjoj ce, YMeCTO KOHKPETHUX YJIA3HUX BPEIHOCTU, KOPUCTE CHUMOOJIUYIKE
IIPOMEHJbUBE KOje yMeCTO KOHKPETHUX BPEHOCTU PENPE3EHTYjy UUTaBe CKYIIOBe
moryhux ynaza [21]. seprraBajyhu mporpaM Haji TAKBIM CHMOOJIIMA, MOCTYMAK
[IpaTH yCJIOBE KOje yIa3u MOPajy Ja 3a/I0BOJbe JIa OU Cce CTUIJIO JI0 ofpeheHe Tavuke
y mporpamy. 3a CBaky IIyTarmby KpO3 IIPOrPaAM TaKO Ce J00Wja YCJIOB HaJl CUMOO-
JIMYKUM yJIa3MMa, MO3HAT Kao yCJoB myTa (eHrii. path condition), a cKytm yciaoBa

IIyTa OIUCYje MOHAIIAE IIPOrPaMa HA CUMOOJIUIKOM HHUBOY.

OBa TexHWKa HajBUINE Ce KOPUCTH Yy AHAJIU3U U BepuUKANUjU COPTBEPA.
AnlaTu 3acHOBaHM Ha 0] YUTA]y CTBAPHH IIPOIPAMCKH KOJI, M3BPIIABajy r'a CUM-
OOJIMYKN U TEeHEPUIILYy OTPAHUYEha KOja KAPAKTEPUIIy UCIIPABHOCT MJIM HEUCIIPAB-
HOCT IIporpaMa, IOIyT YCJIOBa MOJ KOjUMa Ce JOCTHKe HeKa I'peInka. 1ako J0-
OmjeHa orpaHmuema mpociehyjy ce pemasadunma, najuermhe SMT pemaBaunma,
KOjU HUCIUTYjy IbUXOBY 3aJI0BO/bUBOCT. MeDhy mosnarum ajiaruma OBOI' THIA CY
DART [16], CUTE [33], EXE [7], KLEE [6] u SAGE [17]. V cBuma munva

CIMOOJIMYKO W3BPIIaBame CIYy:KH Kao HA4YWH Ja ce u3 nocrojeher xKoma m3Bemxy
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orpaHUYeha KOoja ce 3aTHM IIpejajy pelraBady. AJiaTid 3a pelraBarbe IIpodJema
orpannyerba URSA u URBIVA, mehyrum, cuMOOInIKuM M3BpPIIaBamHeM 33J1ajy

caMma OrpaHnverha, a He U3BOJIe UX U3 IocTojeher Koja, 0 4eMy je ped y o/ie/bKy 2.3.

2.3.2 JlomeHcku cnernuuIHA je3uld IMOTIIOMOTHYTH

pPelllaBavdYnMMa

[Toceban Buj crnajara pelmaBada U CAUMOOJUIKOr U3BPIIaBalha jecy JIOMEH-
cKU crenudUIHU je3UuIU MOTIIOMOTHYTH peniaBadnMa (eHrit. solver-aided domain-
specific languages). Ped je o namenckum jesuruma koju ayromarcke SAT u SMT
pelaBade KOPUCTe 3a 33JIaTKe IMOMyT BepuduKalilje, CHHTE3e U OTKJIAmhAmha I'Pe-
IaKa, TaKO IITO IIPOTPaM CUMOOJUYKHN U3BPINABajy U J00UjeHA OrpaHUYdeHha, ITPO-
ciehyjy pemasady [37]. Cam TepMuH yBO/E U IPETEXKHO KOPHCTE ayTOPU CHCTEMA
Rosette, na jorn muje onmrenpuxsaheH, ajm caXkeTo OIKCYje KJIacy CUCTEMa KO0joj

MIPUIAIajy U ajaTu odpaheHn y HacTaBKY.

2.3.3 CucreMm Rosette

Rosette je jesuk mormomMoruyT perrapadnMa, u3rpaheH Kao MPOIIHpehe je3uKa
ommre Hamene Racket [37]. VYMmecro na Sye camocranan anar, ou jgogaje Racket-y
CUMOOJINYKE BPEJTHOCTU U KOHCTPYKIIUje 3a BepU@UKAIA]y U CUHTE3Y, I1a Ce IIPO-
rpamu manry y camom Racket-y. Y ocHOBEH cucrema je cHMOOJIMYKA BHPTYyETHA
MallnHa Koja cuMOon4dKu u3spinasa Racket nporpam n u3 mera u3Bo/u OrpaHu-
Jema, Koja nmorom pemasa SMT permasau. Tume Rosette ciryzku kao oksup (eHr.

framework) 3acHOBaH Ha TIPUCTYILY yrpajibe ¥ je3uk-gpomalinH.

Hauunn pajna cucrema Rosette miycTpyjeMo npuMepoM U3 HEroBe JIOKyMeHTa-
nuje. Kopucuuk nedwununine pyHkImje y cTangap/noj cuarakcu jeauka Racket, a
3aTUM YBOJM CUMOOJIMYKE IIPOMeHJbUuBe oreparopoM define-symbolic. Ilozusom
ynuta verify cucreMm M3BpINaBa IpOTrpaM, MPUKYILba YCJIOBE MyTalbe U MPEBOIN

ux y SMT dopwmyiry.
; midpoint index, as in binary search

(define (mid lo hi)
(quotient (+ lo hi) 2))

13
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; symbolic integer wariables

(define-symbolic 1 h integer?)

; verification: is the midpoint always between 1 and h (assuming 0 <= 1 <= h)?
(define cex
(verify
(begin
(assume (<= 0 1 h))
(assert (<= 1 (mid 1 h) h)))))

Vuut verify y oBOM HpHUMepPy IIPOBEpaBa Ja JIU je CPEIUIIbU UHIEKC YBEK
u3mehy 1 u h, y3 npernocraBky (assume) ma je 0 < [ < h. Hax Heorpanmaenum
11eJINM OPOjeBHMa CBOJCTBO BayKH, I1a pelliaBad He IpoHaJa3u KOHTpanpumep. AKo
ou ce, mehytum, 1 u h mpeacraBuim 32-OuTHUM OUT-BeKTOpHMa, 30up (+ 1 h)

MOTao OU Jia IPeKOpavN OIICET, YCJIe ] Yera O peraBad IPOHAITa0 KOHTPAIIPUMED.

[Topen Bepudukarnuje, Rosette mojp:kasa u cuaTely Kofa ynuroMm synthesize.
Y HapeHOM IPUMEPY KOPUCHUK OcTaBba ,pyiy” (eHri. hole) koncrpykimjom (77
integer?), a Rosette ayromarcku nponasasu 1esj00pOjHy KOHCTAHTY KOja UMHU

IIporpaM HMCIPABHUM 3a CBE YJIa3e.
(require rosette/lib/synthax)

; symbolic input

(define-symbolic x integer?)

; synthesis: fill the hole (2? integer?) so that = + hole equals = + 5, for all
T
(define synth-result
(synthesize
#:forall (list x)

#:guarantee (assert (= (+ x (77 integer?)) (+ x 5)))))

Oba mpuMepa Mmoka3yjy kKako Rosette mcTuM MeXaHM3MOM CHMOOJIUYKOL H3-
BpIlIaBarba pellaBa pasjnuuTe Kjace ynura. KOPUCHUK IHINe KOJ y je3UKY-
JoMahuHy, a cucTeM ayToOMaTCKu rpaju dopmysie u mnpociehyje ux 1mos3alnHCKOM
SMT pemasaday. 3a pasiuky ox Rosette, amzaru URSA u URBIVA, uzioxenn y

HaCTaBKY, CAMOCTAJIHU Cy aJaTU Ca COIICTBEHUM jE3UKOM CIeluduKaImje.

14
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2.3.4 Augaar URSA

URSA (enrsn. Uniform Reduction to SAT) je anar 3a yHudgopMHO CBODee
KOMOMHATOPHUX IPOOJIEMa Ha MPOdJIEM MCKa3HEe 3aI0BOJBUBOCTH, JETAJHHO OIIH-
can y paxy [20]. OcnoBHa 3amMucao cucrema jecre jsia ce omoryhu pemaBarbe
IIIIPOKOT CIIEKTPa KOMOMHATOPHUX MPOdJeMa U MpodJeMa 3a0BOJbUBOCTHA OI'Pa-
uuaemba (enri. Constraint Satisfaction Problems - CSP) Kpo3 BHX0BO CBODerbe Ha
podJieM HMcKaszHe 3a70BosbuBocTH. (OBaj MPHUCTYN YKJamba HOTpedy 3a pasBojeM
CIEINjaIn30BaHNX aJrOPUTaMa 338 CBAaKy KJacy IpoOJeMa IMOjeMHaIHO. YJia3 y
CHCTeM YUHHU cHenuduKaiuja mpoodjgeMa 3alricaHa y HaAMEHCKOM je3WKY, JIOK je
Kpajibll M3/1a3 M3ParKeH y OOJIMKY HMCKa3He (DOpMyJe Y KOHjYHKTHBHO] HOPMAJI-
Hoj dopmu y crammapaaom DIMACS dopmary, koja ce masbe mpociehyje SAT
perraBaty [20].

Jesuk

Jesuk amara URSA o0ukoBaH je Ka0 HAMEHCKH ITPOTPAMCKHU je3UK KOjU KOM-
OuHyje KapaKTEPUCTUKE MMIIEPATUBHE U JIEKJAPATUBHE IIPOrPAMCKe TapaJurMe.
NmnepaTuBHu KapakTep je3uKa Orjiefia ce y MOJAPIIIN 3a CTaHIapHe KOHTPOJIHE
CTPYKType, Kao IITO Cy YCJOBHH u3pasu u mnersbe. Ca Jpyre crpade, je3uk je
CYIITUHCKH JIEKJIAPDATUBAH jep KOPUCHUK He JIe(DUHUIIE aJITOPUTAM 3a MPOHAJIA-
JKelbe pelllerha, Beh caMo OmNucyje yCJIOBE W OrpaHudYerha KOjeé TO Pellerbe Mopa
na ucnynu [20]. Csaka HyMepuyKa IPOMEH/bUBA Y TPOrPaMy ODABE3HO 3all0UUHe
npedpukcoM n, JOK MCKa3He, Dy/ioBe mpoMeHsbUBe cajip:Kke mpedukc b, unme je
TUIIX3UPaAbEe EKCIIJIMIUTHO CIIPOBEJCHO Ha HUBOY CaMUX I/I,Z[‘GHTI/I(l)I/IKaTOpa. JeSI/IK
[IO/Ip2KaBa PaJl Ca jeTHOJUMEH3UOHAIHUM U BUIIEIMMEH3NOHAJHIM HU30BUMA, Y3
YCJIOB Jla Ce 3a MHJEKCHPakhe KOPUCTEe M3Pa3W 4Yrja je KOHKPEeTHA BPEJIHOCT Jie-
TEePMUHICAHA [Ipe caMor reHepucama (opmyna [20]|. 3ajaBame JOrHIKAX Orpa-
HUYema BpIu ce momohy Hapeide assert, J0K ce Hapejda assert_all kopucTtu
KaJ1a je moTpedHo nmpoHahn CKyI CBUX 33/I0BOJbaBajyNux BajIyalpja. 3a perraBarmbe
IpodJIeMa ONITUMM3AIIHje TIpeBrleHe Cy KOHCTPYKIHje minimize n maximize, Koje
nieHTuUKYjy TUHHY TPOMEH/BUBY UMjy BPEIHOCT Tpeda ONTHUMU30BATUH YHYTApP
sagaror uarepsaia [20]. IIpumep kparkor URSA nporpama Koju ornmcyje cucrem

JIBejy JTMHEeApHUX jeTHaYNHA Ca JIBe HeTO3HATe MPUKA3aH je y HaCTaBKY:

bl
b2

(3*nx+4*ny==25) ;
(4*nx+3*ny==24) ;
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assert_all(bl && b2);

[TormyHuju mipersie; CHHTAKCe W KOHCTPYKIIAja je3uKa JIaTh Cy y JI0AaTKy A.

CBohemwe Ha SAT

OcnoBra kapakTepuctuka ajata URSA jecre ma cBe HymMepudKe IIpOMEH/bUBE
WHTEPHO IIPEJICTaB/ba Kao dut-BekTope dukcHe mupure w. OBy HMUPUHY KOPU-
CHUK 3ajlaje MpeKo napamerpa kKomasjHe junuje -1 [20]. Apurmernduke u SGutos-
CKe olepallije n3pazkapajy ce IpeKo oAroBapajynnx Jorudkux popmysia Ha HUBOY
[I0jeIMTHAYHUX OUTOBA, IITO JUPEKTHO OJINOBAapa IOCTYIKY OUT-OJIaCTOBAMba OIH-

CaHOM y OfieJbKy 2.2.1.

CuMOOJIMIKO M3BPIIaBambe yIa3HOT MpOorpaMa I'pajii UCKa3Hy (opMyJy Koja
IIpeCTaB/hba KOHjYHKIUjY CBUX YCJOBHHUX OIDAHUYEIba M3BEJICHUX U3 KOPUCHUY-
KX assert KOHCTpykaTa. Tako godujena dopmysa ce 3atum llejTmHOBOM TpaHCc-
dopmaIumjomM mpeBoJin y KOHJYHKTUBHY HOPMaJHY (OpMYy Paju Jdajbe o0paJjie O/l

crpane SAT pemasada [20)].

Nurterpamnuja ca SAT pemmaBaunma

Cucrem URSA ne mmmiemenTupa concreern SAT permmasad, Beh HakoH reme-
pucama pejleBaHTHUX KJIay3a IO3UBa HeKW oJ yrpahenux pemasada. TpenyTHo
nosipxkann perraBadn cy clasp, MiniSAT u ArgoSAT, a KopucHuK m3d00p BpIHU
OIIMjOM -S Ha KOMAHJIHO] JIMHUjH, JOK je mojpasyMeBaHu perraBad clasp [20].
VY cayuajy nma je dopmysia 3a710BO/bUBA, JI0OUjEeHA BaJyalldja MpPeC/guKaBa ce Ha-
3aJ y uMmeHoBane npomen/buBe URSA mporpama, dmMe KOPUCHHK JI00Mja MOJIENT
y OOJIMKY BPEJIHOCTH U3BOPHUX IMPOMEH/bUBHUX, a HE Y BHJy CUPOBUX MCKAZHUX
IIPOMEHJBUBUX. ¥ CJIydUajy KaJia ce TParK! MOTIIYHU CKYII PeIerha TPUMEHOM KOH-
crpykra assert_all, URSA nonas/ba m03uB periaBady y3 JI0/aBambe OJOKIPA]y-
hux k1ay3a Koje nckspy4yjy Beh mporahene mojese, cBe JOK peraBad He MIPHjaBU

He3a10B0sbuBOCT [20)].

2.3.5 Auaar URBIVA

URBIVA (enrn. Uniform Reduction to Bit-Vector Arithmetic) je anar ana-

jgoran asary URSA, ajaum ce y OKBUpPY mera IpoOdJIEMH CBOJAE Ha APUTMETUKY
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out-BekTopa, omHocHo Ha SMT Teopujy QF BV, ymecro Ha nckazny 3a10BoJbH-
BocT [24]|. Oba asnara mene ucTy MpuUMapHy MOTHBAIM]y: YHUMDOPMHO MOJIEIOBAHE
U pelraBaibe IHUPOKOr CIIEKTPa PadyHAPCKU 3aXTEBHHUX IIPOOJIEMa y OOJIACTUMA,

BepuduKalje xapjsepa u codpTBepa, Ka0 1 KOMOMHATOPHE ONTUMU3AIIA]E.

Jesuk amara URBIVA je mHamMeHCKM TPOrpaMCKHU je3UK CHUHTAKCHIKHU HAJIIK
jesuky C, y KOMe ce Paz3JUKyjy HyMepHYKe IPOMEHJbUBE, UWja MMEHa IMOYUIbY
npedukcom n, u BysoBe mpoMmensbuBe, Ynja nMeHa oUuby mnpedurcom b. Orpa-
HUYEHkha MMPOOJIeMa TI0CTaB/hajy Ce HapejOama assert um assert_all, mpu uemy
[IpBa TPaXK! HEKY 33JI0BOJbaBajyny BaJIyalujy, a JApyra CKyl CBUX TAKBUX BAJLy-
anyja. Je3wk mozprKaBa CTaHJAP/HE CTPYKTYpPe KOHTPOJIE TOKA U KOPUCHUIKHI
nedunncane (GpyHKIEjE, Y3 OrPpAHUYECIHE JIa YCJIOBU I'DAHAbA U WHICKCH HU30Ba
MOpajy ouTHu 1mo3HaTu npe resepucama dopmysie [24]. CumBoanMUKO U3BPIIABAE
YJIA3HOT TTporpaMa rpaju (popMyJry HaJ[ TEOPUjOM apUTMETHKe ODUT-BEKTOPA, a pe-
3yaTaT ce mpocsehyje jeaHoM o moipKaHuX periaBada, Mmehy Kojuma cy Boolector,
MathSAT u Yices. Ilopen mux, cucreMm moJpKapBa U COICTBEHY MMILIEMEHTAI]Y
3acHOBaHy Ha OuT-OjacToBamby y3 nosubame SAT pemasada ArgoSAT [24]. Ko-
MYHHKAIIAja Ca PeIaBadnMa BPIINA Ce HEOCPEIHO MPEKO IUXOBUX MTPOrPAMCKUX
unrepdejca (API), uume ce nzderasa morpeda 3a 3anucuBameM GopMmysa y mehy-

dopmary monyt SMT-LIB maroreka.

OsHOC OBa JBa ajlaTa HEIIOCPEIHO je pejieBanTaH 3a upeamMer ose rese. URBIVA
IoKa3yje Jia je KOHIENT yHH(OPMHOr cBohema NMpuUMEmUB U Ha Teopuje doraruje
0J1 ICKa3He JIOTUKEe, aJli OH OCTaje OrpaHWYeH caMO Ha TEeOPHUjy apUTMETHKEe OUT-
BekTOpa. Y 3ak/byuKky pajga o amary URBIVA ayropu ykasyjy Ha Moryhm mpasailr
Jlajber pa3Boja y BUy Imuper cucrema, moj pagauMm Hasmom URSA MAJOR,
KOju Ou moapxkao cBoheme Ha pasamaure SMT rteopuje [24]. Pax y oksupy ose
Te3e peasim3yje TaKBO MPOIUPEhe, aaln Kpo3 HaArpaamy nocrojeher amara URSA
1 33/IpXKaBarbe HEeroBol' je3nKa, IIph deMy ce Kpo3 renepucame SMT dopmyna
odyxsarta Behm Opoj Teopwuja, mpermsnanje Teopuje QF BV, QF LIA, QF ABV
u QF ALIA.

3a paziuKy o ajaTta 3a CUMOOJUYKO U3BPIIaBaibe u3 ojesbka 2.3.1, Koju Ty

TEXHUKY TPUMEIbY]y Ja U3 mocrojeher Koma u3Bely orpanmdema, ajgaru URSA

n URBIVA xopucre je 0OpHyTO, Ka0 Ha4YWH Ja Cce OrpaHHdYerma 3a1ajy. Hbuxos
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yJIa3HU IIporpaM Huje copTBep Koju ce mpoBepaBa, Beh crierudukarmja mpooJiemMa,
a TberOBUM CHUMOOJIMYKUM HU3BPIITaBabeM I'paju ce popMmysia 9ujy 3a10BOJbUBOCT

peraBay UCHUTY]e.
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I'maBa 3

ITpomupeme cuctema URSA

noapmkom 3a SMT pemniaBaue

Asrar URSA, npejcraB/ben y moryaBiby 2.3.4, CBaKM IPOOJIEM CBOJNW HA WC-
Ka3Hy 3aJI0BOJbUBOCT, IIPU Y€MYy C€ CBE BPEJHOCTU IIPEJICTaB/bajy OUT-BEKTOPUMA
dbukcue mupure [20|. OBakaB IPUCTYI IOKA3a0 Ce YCIEIHUM 3a MIUPOK CIEKTap
KOMOMHATOPHUX TPOOJIEMa, aJlil BE3AHOCT 338 MCKA3HY JIOTUKY KO jeJINHY IUJbHY
TEOpUjy OrpaHMYaBa KJacy IpodJjieMa KOju ce MOry mpupogHo uspaszutu. [Ipo-
IIUPEehe OIMCAHO Y OBOM TIOIJIAB/bY OMOr'yhaBa Jia ce yJIa3HU IIpOorpaMm CBeJie U Ha
ooraruje SMT Teopuje. Mehy mwuma ce u3Bajajy pe3oHOBaIbE HAJL HEOTPDAHTICHIM
IeJTUM OPOjeBUMA U WHJIEKCUPAbe HI30Ba M3Pa3uMa 9uja BPEIHOCT HUje yHAIPe.T
II03HaTa, IITO IIPETXOHO HUje OUJIO IOoJp2KaHO. PelmaBame OorpaHuvema J100Uje-
HUX CUMOOJIMYKUM HU3BPINaBameM IpenyinTa ce rnocrojehum SMT pemaBaunma.
[Ipommpeme je peaim30BaHO Kao HAArpajiba rmocrojeher ajara y3 3aJIprKaBarbe
y7Ia3HOT je3nKal, umja ce apXuTeKTypa U HOJPIIKa 3a HOojeJrHe Teopuje U3JaKY Y

HaCTaBKYy IIOIVIaBJba.

3.1 Apxurektypa nmMIlJIEMEHTAIIHje

[Ipommupeme je ocMumbeHO Tako Ja moctojeha dgpyukmuonaanoct agata URSA
oCcTaHe HelpoMemeHa, a Jia ce mnoiapiika 3a SMT peanusyje Kao 3acedan HaYNH
paJia Koju ca M3BOPHUM HAYMHOM JIeJIM YJIA3HU JIe0 CucTeMa. durare mporpamMa u

ETOBO IIPEBOheme y MHTEPHY PENpe3eHTAIjy OCTajy HepoMemeHu, Oyayhm ma

"Mspoprn k61 mpommperma u cBu mpuMepn KopuimheHn y pajy JOCTYHHE cy Ha https://
github.com/marijaa010/URSA.
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Cy je3WK U eroBa 00paJja 3ajeITHMYKU 3a 00a HadunHa paja. 130op nusmely nzsop-
wor csobema Ha SAT u moBor csohema na SMT Bpim ce onmEjoM y KOMaHIHO]
JINHUjU, TIPU YeMy IIOApa3yMeBaHO IOHallame ocraje cBoheme Ha SAT, Tako ma

paHuje HAIIUCAHU IIPOrpaMu paje de3 u3MeHa.

[Ipu cBobewy mHa SMT, m3BemeHO orpaHHYeHe 3allCyje ce Kao dopMmyiaa y
cranapaaoMm dopmary SMT-LIB. @opwmysia ce Moxke ucumcaTu Ha CTaHIAPIHU
MU3J1a3 WM 3alMCATU y JATOTEKY, Paju IperJeia, dyBamba U IOHOBHE yIoTpede,
quMe OCTaje MPUMEHJ/bHBa Ha CBAaKHM pellaBad KOju IOJp:KaBa ojAroBapajyhy te-
opujy. ¥ moJipa3yMeBaHOM HA4YMHY pajia, MehyTum, asar cam perrasa J00ujeHy
dopmyity, 0e3 oclamarmba Ha CIOJbAIbU peliaBad. Y Ty CBPXY Cy peliaBadu
Z3 m cvch yKJbydeHH Kao OMOJIMOTEKE W TO3WBajy CE€ MPEKO CBOI' MPOrPAMCKOT
nHTepdejca. PopMmysa ce IpUTOM He 3aIlHUCyje V JATOTEKY, HEro ce Kao HUCKA
y dopmary SMT-LIB npenaje mermocpeano mporpaMcKoM mHTepdejcy pelnaBada,
Koju je obpabyje y memopuju. Ajar 3arum mokpehe mpoBepy 3a10BO/BUBOCTH U
qnTa jgooujenn Mmojzesn. Kaja ce Tpaxku CKyI CBHUX pellerha, OHa ce Hadpajajy
Jo1aBameM OJIoKupajyhux Kiaysa, canano noctynky koju URSA npumersyje mpu
cBohemy Ha SAT, u mpukasyjy ce y mcrom odymKy. Tume ajar ocraje He3aBUCAH
0J1 KOHKPETHOT perasada, Oyayhu j1a oda permaBada mpuxsarajy ucty hopMmysty y
dopmary SMT-LIB.

Csobeme na SMT 3acHHBa ce, Kao 1 y OCHOBHO] BepP3uju, HA CUMOOJIMIKOM M3~
BpIlIaBamby yJIa3HOT IIporpaMa. YMecTo Ja padyHa KOHKPEeTHE BPEIHOCTH, ajaT 3a
CBaKM M3pa3 rpajl HEroB CUMOOJMYKNA OOJINK, IPU YeMy Ce IPOMEHJbUBE KOje ce
YUTAjy Tpe HETo IITO UM je BPEIHOCT J0Jie/beHa MPENo3Hajy Kao cjaodoaHe. Tako
u3rpaheHn m3pas3u YuHE 3ajeHUYKY WHTEPHY PElpe3eHTAIjy U3 KOje ce MPOU-
3BOJIE JIEKJIapallyje CJI0OOHUX MPOMEH/bUBUX, TBP/HE U3BEJ/IEHE U3 OPAHUYIEHHA

7 3aBpIITHE KOMaH/Ie 3a IPOBEPY 38/I0BOJBUBOCTH U JIOOMjarbe MOJETA.

Ncra nporerypa cuMOOIMYKOT H3BpIIaBamba KOPUCTH Ce 3a CBe IOJIpXKaHe Te-
opuje. Paznuka nsmehy nu/bHUX Teopuja JOKAJIM30BaHa je Ha U3DOpP BPCTE M3pasa
KOjU ce TPajiyl U THNA KOjU ce MPUIAPYKYje CJA000THUM ITPOMEH/BUBAMA, JIOK OCTa-
TaK IOCTYIKa ocTraje 3ajeaunyuku. [lupHa Teopmja dupa ce ommumjoMm KOMaHJIHE
JINHUje, a Y CIydajy KaJa IporpaM KOPUCTH HU30BE Ca CHMOOJMIKIM MHJIEKCUMA,

IUJ/bHA TeOpHja ce ayTOMaTCKU IPOIINUPYje oJAroBapajyhoM BapHWjaHTOM ca HU30-
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BuMa. llojemHOCTH 3a CBaKy Teopujy M3JIayKy Ce y HACTABKY IOTJIaBIba.

3.2 Opranmsanuja Koga

[Tpormupeme yBoM MaJii CKyIl HOBUX KJjaca, OPraHU30BAHUX OKO jeIMHCTBEHE
penpe3enTtanyje uspasa. Kinace SMTExpr u SMTFactory 4mHe Ty penpe3eHTaIu]y,
yCMepeH! aluKJIMIHU rpad IBOpOBa ca Je/bebeM 3ajeIHNYKNX noju3pa3a. Kiace
SMTNumber u SMTBoolean cy THUNHM3UpPAHU OMOTAYHM HAJ[ YBOPOBUMAa T'pada, Koju
HyJle UCTU jaBHEU MHTepdejc Kao Kiace Number u Boolean ca crpane cBohema Ha
SAT, tako Jia porie/ypa CUMOOTIMIKOT U3BPIaBaba 33/ prKaBa UCTU OOJIUK Y 00a
HaumHa pajga. Kiaca SMTInterpreter ympas/ba CHMOOJUYKNIM U3BPIIABAIbEM U
ucrimcom popmyiie, 1ok Kiaaca SMTSolverDriver usrpaheny dpopmyity mpejaje pe-

maBaygy.

Csaku uBop rpada je uncranma kiaace SMTEXpr, a meroBy Bpcty oapehyje emy-
meparuja SMTNodeType. YUBopoBu Cy IpylHCaHU O TeopHjaMa: HOPojuIia BV_*
onrosapa omnepanujama teopuje QF BV, mopoaura INT_* omneparujama Teopuje
QF LIA, mox cy BOOL_*, ARRAY_* u SMT_ITE He3aBUCHU O] Da3HE Teopuje:

enum SMTNodeType {
BV_CONST, BV_VAR, // bit-vectors (QF_BV)
BV_ADD, BV_SUB, BV_MUL, BV_NEG,
BV_AND, BV_OR, BV_XOR, BV_NOT,
BV_SHL, BV_LSHR, BV_UDIV, BV_UREM,
BV_EQ, BV_ULT, BV_ULE, BV_UGT, BV_UGE,

BOOL_CONST, BOOL_VAR, BOOL_AND, // Boolean operators
BOOL_OR, BOOL_XOR, BOOL_NOT, BOOL_EQ,

INT_CONST, INT_VAR, // integers (QF_LIA)
INT_ADD, INT_SUB, INT_MUL, INT_NEG,

INT_DIV, INT_MOD,

INT_LT, INT_LE, INT_GT, INT_GE, INT_EQ,

ARRAY_VAR, ARRAY_SELECT, ARRAY_STORE, // arrays (GF_ABV / QF_ALIA)

SMT_ITE // if-then-else
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YBopoBHU ce HUKaJla HE CTBApajy HENOCPEeTHO, Beh HMCKJ/BYYHMBO IPEKO KJjlace
SMTFactory, Koja CHPOBOJIM Jejbehe 3ajeITHIYKNX I10JU3pa3a, TaKo Ja CTPYK-
TYPHO jeJHAKHU IOJU3PAa3U Jejie jeJaH YBOP. 3a CBaKYy IMOPOJIUILY MOCTOjU HU3
o/roBapajyhux KOHCTPYKTOpa, a yBODeme HOBe Teopuje CBOIM Ce Ha J0JlaBarbe

BPCTa y €eHyMepalinjy, KOHCTPYKTOpa y (adbpuky u ojrosapajyhe rpane y MCIUC.

class SMIFactory {
public:
// bit-vector constructors (QF_BV)
static SMTExpr* makeBvConst(uint64_t value, int width);
static SMTExpr* makeBvVar (const std::string& name, int width) ;
static SMTExpr* makeBvAdd(SMTExpr* a, SMTExpr* b);

// ... remaining bit-vector operations

// integer constructors (QF_LIA)

static SMTExpr* makeIntConst(uint64_t value);
static SMTExpr* makeIntAdd(SMTExpr* a, SMTExpr* b);
static SMTExpr* makeIntMod(SMTExpr* a, SMTExpr* b);
/7

// array constructors (extend the logic to QF_ABV / QF_ALIA)
static SMTExpr* makeArrayVar(const std::string& name,
int indexWidth, int elementWidth);
static SMTExpr* makeArraySelect (SMTExpr* array, SMTExpr* index);
static SMTExpr* makeArrayStore(SMTExpr* array, SMTExpr* index,
SMTExpr* value) ;

static void clear(); // empty the cache at shutdoun
static size_t cacheSize(); // number of unique nodes

};

Knaca SMTNumber mpejicTraB/ba HyMEPUYIKY BPEIHOCT U MIOCTOjU Y JIBA OOJIUKA:
Kao T03HATA BPEJIHOCT, KOHKPETHA BPEIHOCT (eHIJI. ground), u3padyHaTa y Tpe-
HYTKY eBaJjyallje, Wi Kao CUMOOJMYKH U3pa3, MOKa3uBad Ha 4BOp rpada. Taj
JIBOCTPYKHU 00OJIMK oMoryhaBa n3padyHaBame KOHCTAHTHUX MTOJN3pa3a TOKOM (aze
npesohema. Kaja cy oda omepana mo3nara, pe3yjiTaT ce OJMaxX U3padyHaBa, a
TEK aKo je 0ap jeJlaH CUMOOJIMYKH, TPaju ce HOBH YBOp. M300p mopouiie 4Bopa,
BV_* mym INT_*, 3aBHUCH OJ] MUJbHE TEOPHUje, MTO UIYCTPYje TEJIO oIlepaTopa ca-

Oouparba.
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SMTNumber SMTNumber: :operator+(const SMTNumber& other) const {
if (m_isGround && other.m_isGround) {
if (isLIAMode()) return liaGround(m_groundBig + other.m_groundBig);

return SMTNumber (maskTo(m_groundValue + other.m_groundValue, m_width),

m_width) ;
}
if (m_isGround && (isLIAMode() 7 m_groundBig == 0 : m_groundValue == 0))

return other;

if (other.m_isGround && (isLIAMode() ? other.m_groundBig == O : other.

m_groundValue == 0)) return *this;

SMTExpr* node = isLIAMode() ? SMTFactory::makeIntAdd(m_expr, other.m_expr)
: SMTFactory: :makeBvAdd (m_expr, other.m_expr);

return SMTNumber (node) ;

Koncrantae Bpeanoctu y Teopuju QF LIA cy nesn SpojeBu npousBosbHe Be-
JITYUHE, A Ce W KOHCTAHTE 3allicaHe y MpPOrpaMy W pe3y/ITaTH U3padyHaBarba
KOHCTAHTHUX TOIU3pa3a JI00ujajy 0e3 ryOuTKa TA9HOCTU. Y TEOPUjU OUT-BEKTOPA
BPEIHOCTHU 33/Ip2KaBajy (BUKCHY IIUPHUHY, KOjy Ta Teopuja 3axreBa. Heorpanude-
HOCT TiestnX OpojeBa y Teopuju QF LIA Tako Baxku u 3a €j1000/iHE TTPOMEHJBHBE,
4qrje BPeIHOCTHU pelraBad Onpa 0e3 orpaHuverha MUPUHEe, U 38 KOHCTAHTE TTO3HATE
y dasu mpeBohema. 3a paj ca MeJuM OpojeBUMa IIPOW3BOJbHE BEJIUIHHE ajiaT
kopuctu oudsmoreky GMP [18]. Ceoheme na SAT u Ha Teopujy Sur-BeKTOpa
0/ The He 3aBHUCH, I1a Ce OHa MOXKe m3ocTaBuTH, JOK je Teopuja QF LIA 8e3 me

HEJIOCTYIIHA, O YeMy aJiaT 0DaBelllTaBa OJroBapajyhoM mopykKoM.

Ucra kmaca KoHTpoJUIie W orpaHuderha juHeapHocTu y pexkumy QF  LIA.
Omneparuje Koje HapyIIaBajy JUHEAPHOCT, IIOIIyT MHOXKEHha JIBe CUMOOJJIMYIKE BPE/I-
HOCTH WA OCTaTKa Ca CHUMOOJUYKHUM JICJUOIEM, KaO U OUTOBCKE ollepaldje u
nomepama (eHri.  shift), npujaBibyjy Ipeliky jorr y Toky mnpeobhema. Kiaca
SMTBoolean urpa aHaJIOTHY YJIOTYy 3a UCTUHUTOCHE BPEJIHOCTU, IIPU Y€MYy IIOpe-

bemwa mas SMTNumber Bpahajy ympaso SMTBoolean.

Knaca SMTInterpreter ymnpas/ba npeBobhemem. IIposiazm kpo3 Hapemade mpo-
rpama u MerojiaMa ReadNumber u ReadBoolean rpagm m3pase tuna SMTNumber un
SMTBoolean. Merona SolveConstraint nmpukyisba OrpaHuYeHa y jeTHy TBPIbBY

U UCIHCYje 3aBpIIHY (POPMYILY, JeKIapaliije CJIOO0IHIX TPOMEH/bUBUX, TBP/IIHE U
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komaHe (check-sat) u (get-model), y3 eBUIEHIIN]Y O TOMe Jla JIK je TPayKeH

CKYII CBUX pellciba U Ja JIN IIPpOrpaM CaJApzKM 3aXTEB 3a OHTI/IMI/IB&HI/IjOM.

Hajzaz, kmaca SMTSolverDriver msrpabheny dopmyny y dopmary SMT-LIB
npejaje pemasady Z3 Uim cveh IPeKo HeroBOT MPOrpaMcKor nHTepdejca, mokpehe
[IPOBEPY 3aJJ0BOJBUBOCTH U UCIIUCYj€ MOJEJe Y UCTOM OOJIUKY KaO y CJAydajy CBO-
bema na SAT. Habpajame cBuUX pelrema M3BOAM JI0/IaBameM OJIOKHpajyhnx Kia-
y3a, a ONTHUMYM IIpHjaBjbyje caMo y3 permiaBad Z3, Oyayhu mga cveh He TogapKaBa
ontumuszainujy. Kon crnermududan 3a 1mojeuHU pelraBad IPeBOU Ce YCJIOBHO, Y

3aBHCHOCTH Ol TOr'a KOjI/I Cy pemaBavdu YKJ/by4Y€HU IIPU U3IrPaJaibu aJiaTa.

3.3 Ilompmka za QF BV

Teopuja apurMeTnKe OUT-BEKTOpA je MOApa3yMeBaHa IUJ/bHA TEOPUja IIPU CBO-
bewy ma SMT u npupo/iHO mojIa3uITe OBOT MPOIIUPEHA, OY/Ayhu /1a HEIOCPETHO
onrosapa Haunny Ha Koju URSA Beh mpejcras/ba HyMeprdKe BpeIHOCTH, KaO OUT-
BeKTOpe (pHKCHE IUpHHE. YMECTO Jia M3BEJIeHA OrPpAHUYECHha OUT-OJIaCTOBAHEM
CBeJle Ha KOHjJYHKTUBHY HOpMaJHy ¢dopMmy u mpociean ux SAT pemasady, amar
y OBOM DEXKHUMY CHMOOJIMYKHM H3BPIIABAEM YJIA3HOT IIpOorpaMa I'DaJii HU3pase
HaJl OUT-BeKTOpHMa (PUKCHe MHUPUHE W W 3alUCyje UX Kao (GOpMyJy y JIOTHIN
QF BV. llupuna w 3ajaje ce mcTuM napaMeTpoM -1 KOMaH/HE JIMHHje KOju

URSA kopuctu npu ceohemwy na SAT, Tako mga ocraje 1moji KOHTPOJIOM KOPUCHUKA.

CemanTrKa orepariija HaJl OUT-BEKTOPUMA, y MOTIYHOCTUA MPATU CEMAHTUKY
kojy URSA mpumemyje npu ceohemy Ha SAT. CBe HymMepuIKe BPEIHOCTH TyMatie
ce Kao HEO3HAYEHU OWT-BEKTOPH, a apUTMETHUKe omnepaiuje jgeduHUcCaHe Cy I10
MOyIy 2%, TaKo Jia ce IpeKopaderhe OIcera PeryJuiine CBohemeM 0 TOM MOJLYJTY.
Tume ucTu yaas3uu nporpam y 0da pe:Kuma OIUCYje UCTU CKYT PeIierba, MTO OMO-
ryhaBa mBUXOBO HerocpeHo nopeheme y morsiassby 4. ¥ CKJIaIy ca HEO3HAYEHOM

CEMaHTHUKOM, CBe peJjialuje nopehema cy Heo3HAUYEHE.

Csobeme Ha SMT cipoBojiu crienujaan30BaHa MIPOIELyPa CHMOOJTHIKOT U3BP-
maBarma, Koja ca ceohemeM Ha SAT jnenun 3aje THUYKY yIa3HN 160 CUCTEMA, YNTAHE
1 aHAJM3Y YJIA3HOI IMporpaMa U Kpenpambe merope nHTepHe pernpesentanuje. CBo-

beme Ha 1TUBHY hopMyITy je pasnuanto u 3aceduo 3a SAT u SMT, unme nocrojeha
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GYHKIMOHAIHOCT aJlaTa ocTaje Hem3MemeHa. (OBa mporieaypa MmpoJia3u Kpo3 Ha-

peade mporpama u, yMeCcTO UCKa3HUX (popMmysia, KOHCTPYHUIIIE n3pa3e Teopuje OuT-

BekTOopa. llpomeHsbuBe KOje ce YuTajy Ipe HEero IMTO UM je BPEIHOCT JI0JIeJbeHa

IIPENIO3HAjy Cce Kao CJIO0O0JIHE W 3a IbUX Ce TeHEePUILy JeKjapalirje OUT-BEKTOpa

onroapajyhe mupune. Orpanntderha HaBeJeHa HAPEIOOM assert IPUKYIIbajy ce

U 3AIHCYjy Kao TBP/bE y U3JIa3HO] (hOPMYIIN.

Cxkym nmozpkaHux oreparija npukasat je y tadbesn 3.1. Obyxsahene cy aput-

MeTHYKe ollepalifje, YKJ/bydyjyhiu 1eo0pojHO Jiebehe M OCTaTaK IIPU JeJberby,

SuroBcke oneparyje, nmomepama (enrs. shift), Heosnauene penanuje nopebhema,

jETHAKOCT M YCJIOBHU M3pa3, Ka0 U JIOTUYKHU BE3HUIN HaJl (pOpMyIaMa.

Omneparop (SMT-LIB) | 3uaueme

bvadd cadbupame

bvsub Oly3UMAaIHe

bvmul MHOXKEHme

bvneg yHapHa HeTaIm)ja

bvudiv HEO3HAYCHO JICJHeIhe

bvurem HEO3HAYEHU OCTATAK DU JIE/bEIbY
bvand OMTOBCKa KOHjyHKIIHja

bvor OUTOBCKA JIVCjYHKITN]a

bvxor OUTOBCKA €KCKJIY3UBHA JIMCjYHKIIN]a
bvnot OMTOBCKa Heralmja

bvshl HoMeparbe YJIEBO

bvlshr JIOTUYKO IIOMEparhe YIeCHO

bvult Heo3HadeHo 1nopeheme ,Mame™
bvule HEO3HAYEHO ropeheme ,Mambe WIN jeIHAKO
bvugt Heo3Ha4deHO nopeheme ,,Behe”

bvuge Heo3HadeHOo mopeheme ,Behe wan jegHako”
= JETHAKOCT

ite YCJIOBHU U3pa3

and JIOTUYKa KOHjYHKIIH]ja

or JIOTHYIKA, JINCjyHKITH]ja,

xor JIOTUYKAa €KCKJIY3UBHA JIUC)YHKIIHja
not JIOTUYKa Heraluja

Tabdemna 3.1: Oneparopu Teopuje QF BV koje anar renepurie.

[Tpunmkom renepucarma GopMysie pUMemhyje ce HEKOJIUKO MOCTYIIaKa Uuju je

/b CMAabelhe BeJIMYNHEe U3J1a3a M pacTepeheme pelnaBada OJf TPUBUJAJTHUX W3-
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padyHaBama. 1IpBu je m3padyHaBame KOHCTAHTHUX IMOAM3Pa3a TOKOM CAMOT IIpe-
Bo/la, Kao 1mTo je Beh cmomenyTo panmje. Kaja cy ode BpeaHOCTH IMO3HATE Yy
TPEHYTKY eBaJjIyaliuje, ollepallyja ce Uu3BpIiaBa ojMax, y3 cBoheme 1mo moyry 2%,
mma ce y (bopMyJIu IojaB/byje caMO M3padyHaTa KOHCTAHTa, a HE U caMa OIepallnja.
Jpyru nocrtynak 4dmHe ajaredapcka I0jeITHOCTAB/bUBAIbA, ITPUMEHOM HIECHTUTETA
monyr * +0 =2z, x-1 =2 u z-0 = 0, Kao u oArorapajyhux maeHTUTETa 3a
OMTOBCKe ollepaliuje, YnMe ce YKJamajy cyBuimHu uBopoBu. Tpehm mocrynak je
JleJbebe 3ajeIHIIKUX Moju3pasa (eHria. hash-consing), Upu 4eMmy ce CTPYKTYDPHO
jeTHAKU MOAU3PA3U PEJICTABIBA]Y jJeTHUM YBOPOM YCMEDPEHOT AllMKJINIHOT Irpada,
I1a ce BUIIECTPYKO KOPHIIhere UCTOI n3pa3a He YMHOYKaBa. JeTBPTHU MOCTYIIAK
IIpuUMebyje ce TIpu uciucy opmysie, Tae ce MoAu3pa3u KOju ce I0jaBJbyjy BHUIIIE
IIyTa UMeHYjy let Be3uBameM, JIOK ce aCOIMjaTUBHUA BE3HUITA UCIHUCY]Y Y N-apHOM

OOJINKY, IITO JIOJIATHO CMArbyje TEKCTYaJHy BEJIMIUHY M3J1a3a.

Kao mmycrparujy, pasMoTpuMo CHCTEM JiBe]y JIMHEAPHUX jeJHAaYNHA, Ca JIBe

Herno3Hnare, HaBeieH kKao npuMep URSA mporpama y morasiby 2:

b1l (3*nx+4*ny==25) ;
b2 = (4*nx+3*ny==24);
assert(bl && b2);

[Ipu mogpasymeBaHO] MUPUHU O OCaM OUTOBa, OBaj mporpam ce y SMT pe-

KMy TpeBojin y ciejiehy dopmysty y jgorunu QF  BV:

(set-logic QF_BV)

(declare-fun nx () (_ BitVec 8))

(declare-fun ny () (_ BitVec 8))

(assert (and
(= (bvadd (bvmul #x03 nx) (bvmul #x04 ny)) #x19)
(= (bvadd (bvmul #x04 nx) (bvmul #x03 ny)) #x18)))

(check-sat)

(get-model)

Cnodosie poMeHJbUBE NX W Ny JIeKJIapUCaHe Cy Kao OUT-BEKTOPH IINPUHE
ocaM, KOHCTaHTe Ce UCIIUCY]y Y XeKCaJeKaJHOM OOJIUKy (Ha mpumep, #x19 ojro-
Bapa BPeJIHOCTHU 25), a OrpaHUveha Cy 3alliCaHa HEIIOCPEHO oneparujama bvadd,
bvmul u =. /la/pe pemraBaibe, yK/bydyjyhu u Out-0actoBarme, y MOTIIYHOCTH IIpe-

y3uma SMT pemasas.

26



I'JIABA 3. IIPOLINPERBE CUCTEMA URSA

3.4 Ilompmka za QF LIA

[Topen Teopuje dur-BekTopa, SMT pexkum mojipzKaBa U JIMHEAPHY apUTMETHKY
nesux opojesa, Teopujy QF LIA. OBaj pexkum dupa ce onmujom -smtlogic=QF_LIA
y KOMAaH/IHOj JINHUjU, KOja HICTOBPEMEHO yKJbydyje u cBoheme Ha SMT. 3a paznuky
0] TeopHuje OUT-BEKTOPa, Y KOjO] BPEIHOCTH IIPUIIAIAjy KOHATHOM OIICery ojapehe-
HOM IITUPUHOM W, OBJIE C€ HyMepHYKe BPETHOCTH TyMade Kao eJJeMEeHTH HeOTPAHU-
YEHOI CKYyIa IeJINX OPOjeBa, y CKJAJy Ca TEOPUJCKUM PasMaTpPAmEM U3JI0KEHIM

y OJIeJbKy mocBeheHOM JInHeapHOj apUTMETHUIN eJIUX OPOjeBa.

[Moppmka 3a QF LIA ne yBomum 3acedmy mporieypy CUMOOTHMIKOT H3BPIIa-
Bamba, Beh y MOTIIYHOCTH KOPUCTH UHAMPACTPYKTYPY OIMUCAHY Y OJE/bKY 3.3, YKIbY-
qyjyhu ycMepeHn anuk/JIndHA Trpad m3pasa, Je/beibe 3ajeHNIKUX MOn3pasa u
n3padyHaBamhe KOHCTAHTHHUX ITOU3Pa3a TOKOM IpeBoja. Paznmka je jgokaam3o-
BaHa Ha M300pD BPCTE YBOPOBa KOju Ce T'pajie 3a HyMepudKe u3pase. Y MeCcTo
OUT-BEKTOPCKUX YBOPOBA, ¥ OBOM PEXKUMY Ce I'pajie YBOPOBH IEJT00POjHE apUTMe-
THUKE, a CJI0D0/HE TTPOMEHJbUBE JieKIapullty ce Tuom Int. Ilesodpojue korncranrTe

HCIINCYjy ce y JeKaJIHOM OOJIUKY.

CemaHTHKa ce pa3/HKyje 0/l Teopuje OUT-BEKTOPA HA HEKOJMKO CYIITHHCKUX
HauynHa. BpemHocTu cy o3HadeHe, ma MpOMEH/bUBA MOYKE Y3€TU M HETaTUBHY BPE]I-
HOCT, yCJIeJ] Jera orpaHuderne rnomyT nx < 0 Moxke OUTH 33J10BOJBUBO. Apurme-
THUYKe Ollepallrje HEMajy CBODerme M0 MOJYJIy, TaKO Jia C€ BPEIHOCTHU HE OJICEIajy
na mupuny w. Ha npumep, 1menmodpojuu gurepan 300 3aapkaBa CBOjY BPEIHOCT,
JIOK OM y Teopuju OUT-BEKTOpa IpH IMIMPUHU OJ] OCaM OUTOBa OMO CBeJieH Ha 44.
Penamnuje nopebhema cy o3natuene, 3a pasjinKy O] HEO3HAYEHUX pPejallfja y Teo-
puju OuT-BeKTOpa. 300T HABEJICHUX PA3JIMKAa, UCTH YJIAa3HU IIPOrPaAM MOXKE UMATH
Pa3/IMYUT CKYN PeEIerha y JBeMa TeopujaMa, ITO je 0OCOOUHA KOjy Tpeda mMaTH y

By IpU 300Dy MUJbHE TEOpHje.

VY gorutm QF LIA noaprkame cy jimHeapHe apuTMETHIKE OIEPAIije, 0JIHOCHO
caduparbe, O/ly3uMae, yHapHa Herallja 1 MHOYKEIbe Y KOMe je Oap jeJlaH IuHUIaIl
KOHCTAHTa, Ka0 U IIeJI00POJHO JIeJbehe U OCTATAK IIPU JIeJberby KOJI KOJUX JIeJTUJIall
Mopa ouTu KoHctaHTa. llopem Tora, mogpkaHe cy o3HadeHe peJianuje rnopehema,

jeTHAKOCT, YCJIOBHU M3Pa3 W JIOTWUIKU Be3HUIN HaJ dopmynama. Oueparuje Koje
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HeMajy oiroBapajyhn maHJaH y JUHEAPHO] IeJ00POjHO] apUTMETHUIH, OMTOBCKE
omeparyje u moMeparba, Kao U OOJIUIU KOJU HAPYIIaBajy JUHEAPHOCT, MOy T MHO-
JKeIba, JBejy NMPOMEH/bUBUX WU JI€/beha U OCTATKa Ca CUMOOJIMYKHUM JIEJTUOIEM,
He IpUIlaajy oBoM ¢parMenTy. AjaT TakBe cjIydajeBe Ipero3Haje joIl y TOKY
npeBohera U MpujaBsbyje T'PEIIKY Ca jaCHUM OOjalllbelheM, YMECTO JIa Te€HEPUIIe
dopmyy Kojy Ou moTom peraBad 0/1o0no0. Trme ce KOPUCHUKY MPY2Ka IMPeIru3Huja
nospaTHa wHQOpMaIuja o y3poky rpeinke. lIpoBepe asiredapcKux uIeHTHUTETA
IPUMeEbY]y ce TIpe TIPOBepe JIMHEAPHOCTH, TAKO Ja ce u3pa3 mnomytT 0 - nx - ny IpBo
ojeJHOCTaBJbyje Ha HYJy W He IPUjaBJbyje Kao HEJI03BOJ/HEHO HEJIMHEapPHO MHO-

2Kebe.

Kao nnycrparujy, pasMOTpUMO HCTH CHCTEM JIBe]y JIMHEAPHUX jeTHAYNHA U3

olesbKa 3.3:

bl = (3*nx+4*ny==25);
b2 = (4*nx+3*ny==24) ;
assert(bl && b2);

[Hokpenyt y pexkumy QF LIA, oBaj nporpam ce npesogu y ciezehy dpopmyity:

(set-logic QF_LIA)

(declare-fun nx () Int)

(declare-fun ny () Int)

(assert (and
(= (+ (*x 3 nx) (x 4 ny)) 25)
(= (+ (x 4 nx) (x 3 ny)) 24)))

(check-sat)

(get-model)

3a pazmuky ox upesona y Teopujy QF BV, ciobonne nmpomenssuse cy cajza
11eJIOOPOjHE, a8 KOHCTAHTE Cy 3allucaHe JeKaJ HO. 3a 0Baj KOHKpEeTaH IIporpamM ode
Teopuje Jajy ucTo pememe (nx = 3, ny = 4), Oyayhu 1a oH mpunaia 3ajeHud-
KOM IIOJICKYTIY JIB€]y TeopHhja, y KOMe HeEMa HU IIPeKOopademha Olicera HU Olepalija
crenupUIHNX 32 TEOPHU]y apUTMETHUKe OUT-BEKTOpa. Y3 assert_all y ode Teo-
puje mpoduja ce camo To jemuHo pememe. Y teopuju QF BV me macrajy momarna
pelema ycje padyHa 110 MOJYJIY, jep je JeTepMUHAHTa MaTpuile KoeduiiujeHara

(—7) ysajamno npocta ca 2%, na je peleme jeJJIAHCTBEHO U 1O TOM MOLYJLY.
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Kao u y ciyuajy Teopuje dut-BekTOpa, Iu/bHA TEOPHUja CE ayTOMATCKHU ITPOIITHU-
pyje Kaja ce yBeJe CHMOOJNIKO MHJEKCUPAmhe HU30Ba. ¥ TOM CIyUajy ce yMeCTO

QF LIA dupa reopuja QF ALIA, o uemy je ped y onesmKy 3.5.2.

3.5 Iloapmika 3a HU30Be ca CUMOOJIMYKUIM

MHIEKCHUMAa

Jesuk ajara URSA moaprkaBa paJi ca Hu3oBuMa, aju upu cBohemwy Ha SAT un-
JIEKC MOpa OUTH M3Pa3 4dHja je BPEeIHOCT MO3HATa Ipe TeHepucama dopmysie. Huz
WHJIEKCUPAH UCKJBYINBO KOHCTAHTHUM BPEIHOCTUMA IIPEJICTaB/ha C€ TaKO IITO Ce
CBaKU €JIEMEHT TPeTHpa Kao 3acedHa CKaJIapHa IPOMEHJbUBA, IIITO je IPUCTYI KOju
URSA Beh xopucru n xoju je 3aiap:kad. CUMOOIMYIKO MHIAEKCHPAHhe, y KOMe WH-
JIEKC 3aBUCH OJI CJIOO0/IHE TIPOMEH/bUBE, TP TOM CBODEmY HHUje OMJIO TOJIPIKAHO.

YBohemeMm Teopuje HU30Ba OBO OIPAHUYEH-E CE YKJIAIba.

Teopuja HU30Ba, M3JI0XKEHA y OJE/bKY IOCBENEHOM TOj TEOPHUjU, PACIIOJIaXKe
omneparnujama dnTama select u ynmca store, yuje je nmonarmmame ogapeheno Mek-
Kaprujesum akcuomama. Omepanuja store je dyHKIMOHATHA, OJHOCHO Bpaha
HOBU HU3 KOJH Ce OJI IOJIA3HOT Pa3JIMKyje caMo Ha jeJIHOM HHJIEKCY, He Memajyhn

II0JIa3HU HUSI.

Ila 0ou ce ouyBaJjia epUKACHOCT Yy yOOMUIajeHOM CJIydajy KaJa ce HU3 KOPUCTU
caMo ca KOHCTAHTHUM HHJEKCHMa, TeOpHja HU30Ba YBOJU ce TeK 1o norpedu. Cse
JIOK je HU3 WHJEKCUPAH UCKJ/bYYNBO KOHCTAHTaMa, OH OCTaje IPEJICTaB/beH 3aced-
HUM eJIeMeHTUMa, 0e3 yBohema Teopuje HU30Ba. Y TPEHYTKY KaJla ce HU3 IPBU
IyT MPOYUTa WU YIUIIEe CUMOOJTUYKUM UHJIEKCOM, OH C€ MaTepujaaulyje, OHO-
CHO YBOJIM Ce KaOo jeJMHCTBEHA ITPOMEH/bUBA THUIA HU3A, & OJ TOI TPEHYTKA CBU
IIPUCTYIIN TOM HHU3Y HM3paxKaBajy ce oreparujama select m store. Bpeamoctn
yImcaHe KOHCTAaHTHUM WHJIEKCHUMa IIpe MaTepHrjain3aliije TOHOBO Ce UCINUCY]Y Kao
roveTHe TBpAme 00nKa (assert (= (select a k) v)), umMe ce IIOBE3Yjy ca
MaTepujaan30BaHuM HU30M. AKO ce mcrta heuja ymwime BHINE IyTa KOHCTAHT-
HUM HWHJIEKCOM, BaXKU TOCJEIIbU YIUC, OyAyhu Ja je ped o OOUIHOM CKaJIapy
KOJU ce TIPEeNncyje, Ia ce y MOYeTHO] TBP/IN IM0jaBJ/byje CaMO Ta IMOCJeIHha BPel-
Hoct. [IpucycTBo Makap jeJIHOI MaTepUjaJn30BaHOT HUA3a, JOBOJIH JIO &y TOMATCKOT

poIupena IMUbHE Teopuje ofrosapajyhom BapujanTom ca mHmzoBuma, QF  ABV
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onunocao QF ALTA, Ge3 nnTepBeHIje KOPUCHUKA.

Yurame HU3a CHMOOJIUIKIM UHIEKCOM IIPEBOIM ce y olepalinjy select, a yImc
y oneparujy store. IlomTo ajar craTuydku 0JMOTaBa CB€ KOHTPOJIHE CTPYKTYpE,
Oynyhm na yc/ioBu rpaHama W T'DAHUIE MET/bH MOpPajy OUTHU IMO3HATH IIpe T'eHe-
pucama popMmysie, CBaK! YIUC MIPeICTaB/ba MPABOIUHU]CKY mojeny. Crame HU3a
3aTO ce paTu y OOJIMKY HU3a Bep3uja, IJie CBAKU YIIMC CTBapa HOBY BEP3Ujy HaJL
IIPETXO0/THOM ITPUMEHOM Ollepalifje store, a HapeHa YUTamba BUJIE TTOCTIE/IhY Bep-
sujy. OBakBa perpeseHTaIja OJroBapa CTATHYKO] jeJJHOCTPYKO] Jjojesu (eHIJI.
static single assignment), Tpu YeMy JI0JaTHE KOHCTPYKIIMje 3a Clajarbe I'paHa

HUCY IOTPeOHE jep CUMOOJIMYKAX I'paHamba HEMA.

BuiieinMeH3n0HAIHY HU30BU IIPEJICTaB/bajy Ce HU30BUMA UUjU Cy €JIEMEHTH
Takohe HU30BH, TAKO /& JBoAMMeH3noHa Hn Hu3 uma tun (Array I (Array [ E)).
Yurame enemMeHaTa JIBOJMMEH3MOHOI HU3a M3parkaBa Ce JBOCTPYKOM IIPUMEHOM
oneparyje select, /oK ce ynuc, Oyayhu ga cramjap/i He IpejBubha HENOCPETHY
oleparnjy yIimca HaJl JBe JMMEH3Hje, n3pakapBa KOMIIO3UIINjoM 00JinKa store(a,

i, store(select(a, i), j, v)).

3.5.1 Illoapmka za QF ABV

Kama je dasna Teopuja Teopuja apuTMETHUKE OUT-BEKTOPa, KOMOWHAII]a Ca
teopujom Hu3o0Ba gaje Teopujy QF ABV. U umngekc m eleMeHT HpeCTaB/HEHU
cy our-BekTOopmMa mmpuHe w. Kao mirycrpariujy, pa3MOTPUMO IIPOOJIEM ITPOHA-
JlayKerha WHJEKCa Ha KOMe Ce Yy JIATOM HU3y HaJa3’ 33JiaTa BPEIHOCT, KOju IpU

cohemy Ha SAT HEUje Omo mOIpIKaH:

nA[0] = 10;
nA[1] = 20;
nA[2] = 30;
nA[3] = 40;

assert(nA[nj] == 30 && nj < 4);
OBaj porpam ce npeBosin y ciejiehy dopmysty y jorumu QF  ABV:

(set-logic QF_ABV)
(declare-fun nj () (_ BitVec 8))
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(declare-fun nA () (Array (_ BitVec 8) (_ BitVec 8)))
(assert (= (select nA #x00) #x0a))
(assert (= (select nA #x01) #x14))
(assert (= (select nA #x02) #xle))
(assert (= (select nA #x03) #x28))
(assert (and
(= (select nA nj) #xle)
(bvult nj #x04)))
(check-sat)
(get-model)

Crnobora mpoMeH/bUBa nj JeKIaprucana je Kao OUT-BEKTOD, a nA Kao HU3 HaJ
OuT-BeKTOpMMa. JeTHpHW ynmca KOHCTAHTHUM WHJEKCHUMAa, U3BeJeHa Ipe IojaBe
CUMOOJIMYKOT WH/JIEKCA, UCIIICAaHA Cy Kao MOYeTHe TBP/Iibe, JIOK je unTarbe nA[nj]
n3paxkeHo orepaiujom select. IlupbHa Teopuja je ayTOMATCKH TPOITAPEHA HA
QF ABV, a permaBau 3a naBejienn Hu3 nponasiasu nj = 2. Hapenda assert_all

norBphyje fa je To jenHO perieme.

Hapennu npumep miaycrpyje IujkcTpuHo uTame O YIUCY W YUTABY HU3A HA

UHJIEKCY KOJU je U caM BPEJIHOCT U3 TOI' HU3a:

nA[nA[1]] = 2;
assert(nA[nA[1]] !'= 2);

Ako je crapa Bpemnoct nA[1] jemmaka 1, ymmc mema Oamr nA[1], ma ce apyro
quTarme oJHocu Ha nA[2], Koje Huje JupaHo U MOYKE UMATHU ITIPOU3BOJbHY BPETHOCT.

Oxrosapajyha dopmysia y jorurin QF  ABV rmacu:

(set-logic QF_ABV)
(declare-fun nA () (Array (_ BitVec 8) (_ BitVec 8)))
(declare-fun nA_1_ () (_ BitVec 8))
(assert (= (select nA #x01) nA_1_))
(assert (let (($s0 (store nA nA_1_ #x02)))
(not (= (select $s0 (select $s0 #x01)) #x02))))
(check-sat)
(get-model)

Crapa BpeaHOCT Ha UHJEKCY 1 yBeJeHa je Kao cI000 Ha MpoMeHsbruBa nA_1_, ymmc
IocTaje oneparnuja store, a yraexkheHo dnrame n3pazkanpa ce JBOCTPYKHUM select.

PemraBau nponaJsia3u ynpaBo KOHTpalpuMep y KoM je nA_1_ jeanako 1.
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Camano, mpodisiem 30mpa aBa Opoja (eHII. two-sum) TparXku JiBa Pas3InIuTa

WHJIEKCA YHju 30Up BPEIHOCTHU Jiaje 33/1aTy CyMy:

nA[0]=3; nA[1]=6; nA[2]=2; nA[3]=7; nA[4]=8;
assert_all(ni<b5 &% nj<5 && ni<nj && nA[nil+nA[nj]l==10);

Bpe,HHOCTI/I yiimCcane KOHCTaHTHHUM HHIEKCHUMa I/ICHI/Icyjy C€ KaO IIo4YeTHE TBPIIbe,

JIOK YNTama Ha CUMOOJMYKNM MHAEKCHMa Ni n nj mocrajy omeparuje select:

(set-logic QF_ABV)
(declare-fun ni () (_ BitVec 8))
(declare-fun nj () (_ BitVec 8))
(declare-fun nA () (Array (_ BitVec 8) (_ BitVec 8)))
(assert (= (select nA #x00) #x03))
(assert (= (select nA #x01) #x06))
(assert (= (select nA #x02) #x02))
(assert (= (select nA #x03) #x07))
(assert (= (select nA #x04) #x08))
(assert (and
(bvult ni #x05)
(bvult nj #x05)
(bvult ni nj)
(= (bvadd (select nA ni) (select nA nj)) #x0a)))
(check-sat)
(get-model)

Pemasau nponasiazu peressa (0,3) u (2,4), yuje BpeaHOCTH pejioM Jajy 3 + 7 u
24 8.

JIBomuMensnonaaHu HU30BU 00palyjy ce Ha aHasioran HaumH. Chexehwm mpo-
rpaM IOIMyHaBa MATPHUILY W IIOTOM TPaxK! MO3UIHN]Y 3aJaTe BPEIHOCTHA IIPU CHM-

6OJ'II/I‘-IKI/IM NHACEKCUMa p€la U KOJIOHE:
for (ni = 0; ni < 3; ni++)
for (nj = 0; nj < 3; nj++)

nM[ni] [nj] = ni * 3 + nj;

assert(nM[nr] [nc] == 5 && nr < 3 && nc < 3);
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Ogrosapajyha dopmyna y sorurmu QF  ABV rmacu:

(set-logic QF_ABV)
(declare-fun nc () (_ BitVec 8))
(declare-fun nr () (_ BitVec 8))
(declare-fun nM () (Array (_ BitVec 8) (Array (_ BitVec 8) (_ BitVec 8))))
(assert (= (select (select nM #x00) #x00) #x00))
(assert (= (select (select nM #x00) #x01) #x01))
(assert (= (select (select nM #x00) #x02) #x02))
(assert (= (select (select nM #x01) #x00) #x03))
(assert (= (select (select nM #x01) #x01) #x04))
(assert (= (select (select nM #x01) #x02) #x05))
(assert (= (select (select nM #x02) #x00) #x06))
(assert (= (select (select nM #x02) #x01) #x07))
(assert (= (select (select nM #x02) #x02) #x08))
(assert (and
(= (select (select nM nr) nc) #x05)
(bvult nr #x03)
(bvult nc #x03)))
(check-sat)
(get-model)

Huz nM peknapucan je Kao HU3 4YHMju Cy ejleMeHTH Takohe uuzoBu. [leser
yIICca KOHCTAHTHUM HHIEKCUMA, U3BEJICHUX Yy MeT/baMa, UCIIHCAHO je Kao MOYeTHE
TBP/Iibe, JIOK je untambe nM[nr] [nc] u3pakeHo JBOCTPYKOM ITPUMEHOM OIIepalluje
select. 3a HaBeJeHy MaTPHILy pelaBad MpoHaJa3u nr = 1 mwnc = 2, oOyayhu 1a

je 1-3+2=0>5. Hapenda assert_all norsphyje /a je TO jeuHO periene.

3.5.2 Ilogpmka za QF ALIA

Kana ce teopuja HM30Ba KOMOUMHYje ca JITHEAPDHOM apUTMETHKOM IIEJUX OpPO-
jea modmja ce teopuja QF ALIA. Mexanmsam je mcToBeTaH OHOM OIMCAHOM
3a teopujy QF ABV, a pasnmka je MCK/byYHMBO y THIIOBHMa HHJIEKCA U eJie-
MeHaTa. ¥ PEeXUMy JUHeapHe apUTMETHKe W WHIAEKC W €eJIEeMeHT MMajy THIl
Int, na jennoguMensnoHas Hn HE3 nMma tun (Array Int Int), a JBOAMMEH3HOHH
(Array Int (Array Int Int)). Komucranre y moyeTHuM TBp/rhbaMa UCIUCY]y Ce

JEKAJTHO.

Hctu npumep npoHaakema WHIEKCA, TIOKPEHYT Y PEXKUMY JIMHeapHe apuTMe-
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THKe, TpeBoun ce y dopmyny y jgorumum QF  ALTA:

(set-logic QF_ALIA)
(declare-fun nj () Int)
(declare-fun nA () (Array Int Int))
(assert (= (select nA 0) 10))
(assert (= (select nA 1) 20))
(assert (= (select nA 2) 30))
(assert (= (select nA 3) 40))
(assert (and
(= (select nA nj) 30)

(< nj 4)))
(check-sat)
(get-model)

Y nopebemwy ca reopujom QF  ABV, tun auza je (Array Int Int), ubgekcu u
BPEJIHOCTHU WCIIMCAHU Cy JIEKAJIHO, a rnopeheme je o3HaueHo. CeMaHTUYIKe Pa3JInKe
n3mehy nBejy OasHux Teopwuja, y IOIJedy Olcera, 3HaKa U CBODema 10 MOJYIIY,
IIpEeHOCe Ce W Ha HU30BE, KAKO je OmmcaHo y oje/bKy 3.4. Jemna mocienuiia tora
THYe ce Hadpajarba CBUX PeIlerha: TOIITO MEeJI0O0OPOjHU NHJIEKC HUje OTPAHUYIeH, Ha-
pesda assert_all oBjie jJaje OECKOHATHO MHOTO pelieha, Oyayhu j1a ce 3a cBaKu

nj < 4 Ha NO3UIMjU KOjy HU3 He OI'paHMYaBa BPEIHOCT MOXKe rocTaBuTH Ha 30.

Hapeau npumep mnokasyje morpedy 3a HEOrPAaHUYEHOM IIE€I00POJHOM apUTMe-
tukoM, Ppodennjycos npodsiem HOBumha: Mmory jm ce 43 KOMaJja CaCTaBUTH O]

ITaKOBaba BeJIMYNHE IIeCT, J€BET 1 JABaJIECET:
assert(na>=0 && nb>=0 && nc>=0 && 6*na + 9*nb + 20*nc == 43);
Y gorunim QF LIA dbopwmyna riacn:

(set-logic QF_LIA)
(declare-fun na () Int)
(declare-fun nb () Int)
(declare-fun nc () Int)
(assert (and
(>= na 0)
(>=nb 0)
(>= nc 0)
(= (+ (+ (x 6 na) (x 9 nb)) (* 20 nc)) 43)))
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(check-sat)
(get-model)

CiobosHe IpoMeH/bUBE Cy TIE/I00POjHE, 8 MHOXKEHe€ KOHCTAHTOM U CadUparbe
u3paxKeHu cy oreparjama * u +. Haj meorpanmdernm meanM OpojeBUMa perersa
HEMa, IIITO peraBad nmorephyje, 10k u3BopHO cBoherme Ha SAT, Koje dpojeBe mpei-
craBba oUT-BekTOpuMa 1o Moxaynry 2!, mpu | = 8 maje ,1axkHO” pelreme ycies

IIPEeKOpaverba OIICETA.

Cauuny morpedy 3a 1eJI00POJHOM CEMAHTHKOM TOKa3yje U JIPEBHU KUHECKU
podsieM o octaruMma u3 criuca CyHs3u, HaBeseH y yBoy. Tpaku ce Opoj Koju pu

JleJberby Ca TPH, IeT U CeJaM Jiaje PeIOM OCTATKE JIBa, TPHU U JIBA:
assert_all(nx > O && nx < 105 & nx % 3 == 2 & nx % 5 == 3 & nx % 7 == 2);

Omneparop ocraTka mpu Je/beiby n3BOpHO cBoheme Ha SAT He oDyxBaTa, HOK ce y

goruru QF LIA u3parkaBa HEocpeIHO oreparnjomM mod:

(set-logic QF_LIA)
(declare-fun nx () Int)
(assert (and
(> nx 0)
(< nx 105)
(= (mod nx 3) 2)
(= (mod nx 5) 3)
(= (mod nx 7) 2)))
(check-sat)
(get-model)

Y TpaxkeHOM OIICery pelraBad IpOHAJIa3H jeIMHCTBEHO pelllele nx = 23.
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I'maBa 4

ExcnepuMmeHnTajiHa eBaJiyalja

ExcriepumenTtanna esajyaruja uMma 3a Wb Jla YTBPJAU UCIPABHOCT U IPaK-
TUYHY YIOTPEO/bUBOCT M3BEJIEHOT IMPOIIHpera. VcnuTtuBame ce O/BUja y TPHU
npasra. Hajupe ce mpoeepaBa ma i cBoheme nHa SMT maje pesynrare cariache
ca u3BopuuM ceohemem na SAT. I[Torom ce pasmarpajy nmepdopmance, mopehemem
BpeMeHa MMOTPeOHOT 3a JI00Mjame pelrema Ipu cBohemy Ha SAT m npu cBobhemy
ma SMT. Hajza, mocedra naxkma mocsehena je mpuMmepuMa KOju KOPUCTE HOBOY-

BeJleHe Teopuje, a KOju MPETXOIHO HUCY OWJIN TOJAPYKAHU Yy OKBUPY ajiaTa.

[Topeheme ca amarom URBIVA nuje ykipyueno y eBamyamnujy. Asar URBIVA
HUje jaBHO HOCTYIIaH, a IeroB yJIa3HH je3UK pa3juKyje ce o jesuka ajgara URSA,
300r 4yera HEIOCPEeIHO M METOJOJIOIIKI UCIPaBHO Iopeheme HaJ MCTUM CKYIIOM

IIpuMepa HUje JIAKO U3BO/JHUBO.

4.1 Meronosoruja

[IpoBepa ucnpaBHOCTH 3aCHUBA Ce Ha MOpehery CKYIOoBa pellermha. 3a CBaKW
yJIa3Hu mmporpam ymopehyjy ce perrema qodujena n3BopHuM cBohemeM Ha SAT u
ceohemem na SMT, npu yeMy ce Kao KPUTEPUjyM HUCIPABHOCTU Y3UMa, j€THAKOCT
CKYTIOBa JIOOMjEeHUX pellerba, He3aBUCHO o1 pesociiena. [lope Opoja perema, Oe-

JIEZKW Ce W BpPEMe pelTaBarmba.

Mepema cy crposBejiena pemasaduMa Z3, Bep3uje 4.16, u cved, Bepsuje 1.3.4,
oda yKJbydeHa Kao OMOJIMOTEKEe W I03BaHa y OKBUPY ucTor mporeca. [logpasy-

MeBaHa MUPUHA OUT-BEKTOPa M3HOCHUJIA je 0caM OMTOBA, OCUM KaJia je Jpyraduje
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HaBesieHo. [locTaB/beHO je BPEMEHCKO OrpaHUYerbe OJI Ie3/IeceT CeKYHIU 110 Me-
pewy. HaBenena BpemeHna ojipazkaBajy IPOTEKJIO CTBAPHO BPEME U CJIyXKe Kao

OKBHUPHU TOKa3aTe/b, & CBAKO MEpEIhe YKJbydyje U MmoKpeTame camor ajgara URSA.

4.2 HWMuadpacTpyKTypa 3a TeCTUPAhE

[Tomrro cBoherme na SMT mpeicTaB/ba HOB HAUNH U3BONEma Pe3y/ITaTa y OIHOCY
Ha nocrojehe cBoheme Ha SAT, Ouito je mMOTpPedHO MPOBEPUTH JIa JIU Ce peIerha
noouwjena peko SMT permasada moksranajy ca pememunma koja gaje SAT perma-
Bau. CBobheme Ha SAT mpu Tome ciry:ku Kao pedepenna, oyayhu ga cMaTpaMo Jia
je IeroBa MCIPABHOCT, NCKYCTBEHO, KPO3 BEJIMKU OpOj IpUMepa U IMpuMeHa, Beh
yCIocTaB/beHa. Y Ty CBPXY pa3BHjeHa je HAMEHCKa CKPUIITa 3a Iopeheme, Koja
3a UCTH YJa3HU [IPOrpaM M3BPINaBa 00a HAUNWHA pellaBama u yrnopehyje muxoBe

pesyJirare.

Cxkpunra iokpehe agatr URSA y na pexuma. Ilpeu je mssopau SAT pexunm.
Hpyru je SMT pexxkum, y KoMme ajar g00ujeHy opMydy pellaBa jeIHUM O pe-
masayda Z3 wiau cveh. Ilomro 0ba pexkmma umcnucyjy pernema y UCTOM OOJIHUKY,
nopeheme ce cBoJM Ha ymopehuBame JiBa CKyma pemnrema. Odekyjemo ga oda pe-

KUMa J1aJy UCTU CKYIl pellermha.

[Topeheme ce Bpiu Ha HUBOY CKyIla pellerba, HE3aBUCHO OJ1 PEJIOCTIE/Ia KOjUM
cy pemema mpoHnahena. AKo cy cKyIloBu periema jejHaku, mopeheme ce mporia-
[aBa yCHEIIHUM, a y CYIPOTHOM Ce HUCIHCYje pa3jnka um3Mehy mBa ckyma, MITO

OMOI‘yhaBa OTKpHUBabe CEMaHTUYIKUX HecCJararmba I/ISMeby OBa /IBa IIPpUCTYIIa.

Habpajame cBux perema npu csohemwy na SMT usBoau cam ajar, dyayhu na
craugap SMT-LIB we npeasuba onepanujy 3a mpoHaJiakeme cBUX Mojesaa. Ha-
KOH IIITO peliaBad mponahe MoJes1, 10/iaje ce OrpaHnderhe Koje UCKJbydyje YIIPaBo
Taj Mojiest (T3B. Ojokupajyha kiaysa), a pemiaBad ce IOHOBO MO3UBA, CBE JIOK He
IIpUjaBU HE3a/I0BOJHUBOCT. 3a MOJIEJI y KOMeE je NX jeIHAKO 3 U Ny jeaHaKo 22,

osokupajyha Kiay3a nma 0dJIuK:

assert (not (and (= nx #x03) (= ny #x16)))
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Hapenda assert_all, koja Bpaha cBa perrema, mpu ceohemwy Ha SMT pamu yrpaso

JloJlaBarbeM OJI0KMpajyhnx Kjaysa J0KJe TOJI IIOCTOje HOBU MOJIEJIH.

Autar usrpabheny dopmyny mo npasumity mpociehyje pemaBady u U3 J00MjEHOT
MOJIeJIa WIMYUTaBa peIierba. ¥ Caydajy Ja ce Ieo yCJIOB m3padyHa jomr y das3u
npeBolhema u cBeJie Ha KOHCTAHTHY UCTUHUTOCHY BPEJIHOCT, pelriaBad ce He [T03UBa,
HEro ce pe3yJiTaT HEIOCPEIHO IPOIJIAlllaBa UCIYyeHNM UIn HeucnymennMm. Kaa
IporpaM CaJIp:KM 3aXTeB 3a ONTUMHU3AINjOM, periaBady ce y3 dopmyily 3ajaje u
nubHa (QYyHKIMja KOjy Tpeda MUHUMHU30BATUA WU MAKCHMU30BATHU, a4 OH HAJIA3U

ILEH OIITUMYM U BPEJIHOCTU IIPOMEHJ/bUBUX 3a KOje Ce OH JOCTH2KE.

TokoMm pasBoja, ckpunTa je KopuiltheHa Kao MMpOBepa CBaKe M3MEHE IPU CBO-
bemy na SMT, nmopehemem ca pedepentaum ceohemem Ha SAT Ha T CKyTIOM TOCTO-
jehux URSA mpumepa. ¥V cirydajy cuMOOIUYKOT MHIAEKCHPamha HIU30Ba Mopeherme
ca ceohemem Ha SAT Huje mpuMmeH/pbUBO, Oyayhu j1a OHO Ty MOryhHOCT HE MOIpP-
JKaBa. 3a Te IpUMepe UCIPABHOCT Ce MPOIebyje mopehemeM J00ujeHor pe3yirara
ca yHallpe] MO3HATUM, AHAJUTUYKH H3BEJICHUM HCXOJIOM CBaKOI IIPUMepa, II0-
IIyT OYEKUBAHOI OpoOja pellema W OYeKnBaHe He3anoBosbuBocTh. llopes Tora,
Ha [PUMEPUMa Uhja BEJIUIUHA TO JIOMYIITA, HEIIOCPEIHUM YBUJIOM Y T€HEPUCAHY
SMT-LIB cdbopmysty mmpoBepeHo je Jia oHa oJroBapa CEMaHTUIN 3aaTOT IPOdIeMa.
CarnacHocT permmaBada Z3 W ¢vch IpW TOME CJIYKHU Kao JI0JaTHA IPoBepa Jia pe-
3yJITAT HUje MOC/IeUIA TOHAIAhAa KOHKPETHOI pellaBada, aji caMa 10 cedu He

OTBphyje UCITPaBHOCT KOJUPAIHA.

4.3 Pesynaratu

PesynraTtu cy opranmsoBaHm 1O BPCTU MPOOJIEMa: HAJIpe MPOOJIEMU OTy-
YUBaba, 3aTUM ONTUMU3AIMOHU ITPOOJIEMH, TTOTOM IMopehere 1o MUPUHU OUT-
BEKTOpPa, W Ha KPajy 3aJalii Koje m3BOpHO cBoheme Ha SAT He Moxke ja n3pasmu.
3a cBaku mpuMep u3 IpBe Tpu rpyie yrnopehyjy ce m3Bopuo cBoheme Ha SAT u

cBoheme HAa SMT y3 00a perraBada.
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4.3.1 IIpodaemu oasryumBama

Tabena 4.1 nmpukagdyje pe3ysiTare HaJ IPpUMeEPUMa OJJIyUNBamba, YKIBYy4Iyjyhn
pelaBame CUcTeMa JIMHEAPHUX jeTHAYNHA, [TOJTMHOMCKY jeHAYNHY, JBa BepUdU-
KaIMOHAa 3a/aTKa (KO KOJUX OJCYCTBO Dellleha 3HAYU Ja [IPOBEPABAHO CBOjCTBO
BayKM) ¥ HEKOJINKO KOMOMHATOPHUX Tpodsiema u3 auctpudynuje asara URSA, mo-
myT upodsiema N mama, marmaror kBaapara u 3aronerke SEND-+MORE=MONEY.

3a cBaku IpUMep HaBeJIeH je OpOj pelllerha U U3MEPEHO BPeMe.

bpoj 73 73 cved | cved
Hpmvep peni)erjba SAT | gy | 1A | BV | LA
Cucrem nBejy jeHaYnHA 1 0,01 | 0,01 | 0,01 | 0,02 | 0,01
[TostmnoMcKa jemHadmHa 1 0,01 | 0,01 - 0,02 -
XOR 3amena BpeaHOCTH 0 0,01 | 0,01 - 0,01 -
(Bepudukanuja)
Tagno jeman mocraB/beH OUT 0 0,01 | 0,01 - 0,01 -
(Bepudukanuja)
Ocam mama (queens?) 92 0,02 | 0,08 | 0,22 | 0,15 | 0,09
Ocam mama (queens?2) 92 0,03 | 0,06 - 0,11 -
Ocam jama (queenss) 92 0,03 | 0,06 | 0,07 | 0,06 | 0,03
Ocam nama (queenss) 92 0,02 | 0,05 | 0,07 | 0,06 | 0,03
SEND + MORE = MONEY (17 1 0,04 | 0,07 | 0,02 | 0,04 | 0,01
ouToBa)
Marwvynu kBajapart 880 1,97 | 7,62 | 30,93 | 14,95 | 5,68

Tabena 4.1: Pesysraru Hai npuMepuMa Oy YnBamba (BpeMeHa y ceKyHiaMma, 00y-
XBaTajy nokperame anara). Coheme Ha SMT npukaszano je 3a teopuje QF BV
n QF LIA (y sarmasiby ckpaheno BV u LIA), 3a oba pemasada. Ckynosu pe-
Ierba, MOKJIamnajy ce ca m3BopHuM cBohemeM Ha SAT, kao u usmehy aBejy Teopuja

TaMO e cy o0e mpuMmeH/buBe. LlpTwia y mosby 3HaYM Jda ce IpUMED He MOXKe
dopmysucatn y QF  LIA.

Ha cBum npumepuma u3 tadese 4.1 csohemwe na SMT naje ucra pernrema Kao
cBoheme Ha SAT, n To 3a 00a Kopumnihena perrapada. Tadesa nmpukaszyje u mope-
beme Teopuja QF BV u QF LIA. Tamo rie ce npumep Moxke dopmyaucar y
00e, CKyToBH perierba moksanajy ce nu muamehy QF BV u QF  LIA, mrro momarao
norBphyje ucupasHocT. Bpemena mokasyjy Jia HHje/lHA TeOpUja HUje JIOCJIETHO
Opxka: Ha HeKMM IpuMepuMa Opxke je cBoheme Ha QF BV (ma mpumep, permabad
Z3 na npodsiemy N jmama), a na apyruma va QF  LIA (cucrem jenuaunna u SEND
+ MORE = MONEY, a pemasau cvch u Ha MarudnoMm Keajpary). ¥ QF LIA
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cy, 3a TpUMepe KOJU TO 3aXTeBa]y, JOe I'PAHUTE JOMeHa HaBeJleHe eKCILTUITNTHO,

oynyhu na nx y QF BV namehe mmpuna dur-ekTopa.

[Ipumepu koju ce ue mory dopmynucaru y QF LIA cy onm ca menumneap-
HOM apUTMETHKOM (IIOJIMHOMCKA, jeiHadnHa) min outoBckuM onepanujama (XOR
3aMeHa BPEIHOCTHU, IPOBEPa TATHO jeTHOT ITOCTAB/HEHOI OUTA U jeIHa OJ1 (POPMYIa-

muja npodbsema N mama), ITo JInHeapHa apUTMETHKA IeJINX OPojeBa He MOJIPIKaBa.

Bpeme nmponasiazkema IIpBor pelema mpoosieMa [N jaMa He pacte riaTko ca N.
[Ipecynan je ommnoc N u mupume OUT-BEKTOPa KOJUM Ce BPEJIHOCTH IIPEJICTABIbAjY:
Kaja je N cTeleH JIBOjKe, MHCTAHIIA je jeJHOCTABHA U pPeIlaBa ce 33 HEKOJIMKO CTO-
TUHKU CEKYHJIe YaK ¥ 3a Bejuke Tadse (Ha mpumep, N = 512), 10K y CynpoTHOM
IpeTpara mocraje 3HaTHO TeyKa U HelPaBWJIHA, Ca IIPeKopaderhbuMa BpeMeHa Beh
Ha yMEpPEHO BeJIMKuUM Tadjama. Ha Tako TemkuM mHCTaHIaMma cBoheme Ha SMT
y3 pemasade Z3 1 cveh 10 MPaBUILy 00Jbe CKaJInpa o1 n3BOpHOr cBohema Ha SAT,
mro ce Hajjacauje Buym 3a N = 700 u N = 1000, rme cBoheme na SMT mpona-
JIa37 pPeIerhe 3a HEKOJIMKO CeKyH i, a cBoheme na SAT mpekopadyje orpaHuderse.
Tabena 4.2 u ciuka 4.1 npukazdyjy u3mMepena Bpemena. llomro je ped o cBOjCcTBY

mupuHe OUT-BEKTOpa, oBa Tadesa npukasyje ceoheme na SMT y reopuju QF  BV.

N | SAT [s] | Z3 [s] | cveb [
32 0,01 | 0,01 0,01
50 | 78| 1,31 2,70
64| 002 001| 001
100 22,28 | 10,87 14,54
128 0,02 | 0,01 0,01
200 >60 | 50,25 >60
256 0,02 | 0,01 0,01
012 0,02 | 0,01 0,01
700 | 4533 | 3,06 | 2,97
1000 >60 | 7,00 6,90

Tabena 4.2: Bpeme mponaJjakema MpBOr perera mpodsieMa N jlaMa Ipu pacTy
numensnje tadime. Ocendenu cy peoBu y kojuma je N cremen gBojke. O3naka
>60 3HaYN MpeKopademe orpaHnderha oj1 Iesjgecer cekynan. Coheme na SMT
je y Treopuju QF BV.

Pazsior oBakBor monariama JIeXKU Yy HAYUMHY Ha KOJHU Ce MO3UIUja JaMe IIpeJl-
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craBspa. CBaKOj laMu IPUJPYKYje ce lheHa KOJIOHA, ITPEICTAB/bEHA OUT-BEKTOPOM
qrja ce MUPUHA OMpa Kao HajMambu OPOj OMTOBA JIOBOJHAH JI& CE IIPEJICTABE BPETHO-
ctu 1o N. Kazna je N crenen gBojke, Taj OUT-BEKTOP IIPEJICTAB/bA TATHO BPETHOCTH
u3 omcera [0, N), na je orpanudeme Jia KOJIOHA Oyjie Marba 07 N yBEK UCILyE-eHO U
npakTudHo Hectaje. Kaga N Huje crerieH aBojKe, IIPEICTAB/HUBY OTICET je IMUPHU O]
[0, N), ma orpanuderse MoOpa Jia UCKJbYIyje BUIIAK BPEIHOCTH KOje HE OIroBapajy

HUj€eJ/IHO] KOJIOHU, IIITO IMPeTPary 3HaTHO OTeKaBa.

60

\\\\‘
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Ll

10°

T T TTTTTT
Ll

Bpeme [s|
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Cnuka 4.1: Bpeme nmpoHaJjaxkema IIPBOT pelierna mpodiema N j1aMa y 3aBUCHOCTU
on N (morapuramcke oce). Tauke Ha Bpemnoctu 60 03HAUABA]Yy MPEKOpAUCHE
BPEMEHCKOI' OrpaHnYema. Tadke 3a Koje je /N CTelleH JIBOjKe HaJjia3e ce IpH JIHY,
JIOK OCTaJjie HAIJo CKady.

3aHUM/BHUBO je pa3MOTPUTH W pe3y/ITaTe 3a Hadpajarbe CBUX PeIlea HCTOT
npoosema. Cruka 4.2 npukasyje BpeMe MOTpedHO Jia ce mpoHal)y cBa pellerma 3a
MaJjie Tadje. 3a Pas3juKy OJ IpOHAaJIaXKeiha IPBOI pelllerha, OBe HeMa edeKTa
crernena JiBojke, oyayhn ja 6poj perema pacre ekcrionennujaano ca N (3a N oz 6
10 12 pegom 4, 40, 92, 352, 724, 2680 u 14200), na Taj pacTt JOMHUHAPA BPEMEHCKOM
caoxkenornihy. [Iputom je m3Bopuo cBoheme na SAT mocsieino HajOpKe, y CKIALY
ca Tum mto SAT pemasad HaOpaja HaMeHCKOM yrpaheHOM IIPOIEypOM, JOK CBO-
bewe Ha SMT cBakm Momen mckibydyje omaokupajyhom kiaaysom. Hadpajame ce
Mozke cripoBectu u 'y Teopuju QF LIA, mpu gemy ce CKyIIoBH pelieba MOKJIamajy.

Y oBoM mpuMepy je NPUTOM MOTPEOHO EKCILIUIMTHO HABECTH Jia CY BPEIHOCTU
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meneratushe, Oyayhu na To y QF BV npomsnaszu u3 HeozHatuene dUT-BEKTOPCKE
perpeseHTaImje. 3aHNM/BUBO je j1a permaBad cveh nadpaja opxke y QF  LIA wero y
QF BV, 1ok je koj permasada Z3 0OpHYyTO, IITO IIOKa3yje Ja n3d00p HAjIOBO/bHU]jE

TeopHuje 3aBUCU U O] perraBada.

3 £ T T T T T T B
60 | —.— sacr |\ _F ]
- = 73, QF BV 1
10! | 73, QF LIA £
- | ——cveh, QF_BV
2 : cveh, QF LIA .
S 10 E
) [ B
Q I .
a | |
1071 g E
10_2 E : i i i i i =

6 8 9 10 11 12

N

Crnuka 4.2: Bpeme nabpajama cBux pemniema mnpodsema N gama y 3aBUCHOCTU O
N (smorapuramcka BpemeHCKa oca), y3 cBohemwe Ha SAT u wa SMT y reopujama
QF BV u QF LIA. CkynoBu perema, 1 BUXOB OPOj, MOKJAIAjy Ce€ Y CBUM
nmpuctynuMa. ladke Ha BpeanocTu 60 o3HavaBajy IpeKopadere OrpaHuverha O]l
[Ie3IeCET CEKYyH/IN.

Paszmarpa ce m kiracuuan mpodsieM pacriopehuBarba IMOCJIOBA Y PAIMOHUIIN
(enrs. job-shop scheduling). Y wHCTAHIM ca TPHU MOCJIa U TPU MAIIMHE CBaKa
omeparja 3axTeBa ojpeheny MalmHy U uMa 33JaTO Tpajarbe, olepalije YHyTap
ocJia U3BPINABajy ce peJioM, a CBakKa MallliHa Y CBAKOM TPEHYTKY OIICITYXKYje Haj-
BuIle jeqny oneparnujy. llocienme orpannyeme je MTUCjYHKTUBHO, jep 3a CBaKU Iap
orepariyja Ha UCTOj MAITMHN jeTHa MOpa Ja ce 3aBPINA IIpe Hero IITO ApyTa ITOTHE.
Tpaxku ce pactiopes unja jyuna (ears. makespan) e npenasu K. Ceoheme Ha
SMT y siorurmm QF  LIA mponasiazu pacropes jgyzxune 9, 10k 3a K = 8 spaha me-

3a/I0BOJBUBOCT, YMMe TIOTBPhyje fa je 9 Hajmama Moryha JIy?KuHa 3a OBY WHCTAHILY.

,ZL& OMCMO HCIHUTAJIA KaKO OBO CBOBGH)G CKaJInpa, TI'eHepuCaHe Cy HWHCTaHIEe

pactyhe Benuumne, ca N mocjoBa m [N mamuba. Tabdena 4.3 npukasyje Bpeme
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IOTPedHO J1a ce mpoHahe onTmMa HA JTyKUHA PACIOpEa U TOTBP/IHA HeHa ONTH-
MautHOCT, 38 N o1 4 10 16. Pemasad Z3 ckajaupa 3HATHO MOBOJbHUjE O] PeIllaBava
cveh: Ha HajBehoj mHCcTaHIU, auMeH3uje 16x 16, 3amaTak perraBa 3a OKO IETUHY
CeKyHJIe, JIOK pelapady cvch Tpeda HeKOINKO ceKyHau. 3BopHo cBoheme Ha SAT
OBJIe HUje NMPUKa3aHo, OyJayhu Jia orpaHndeHa OMT-BEKTOPCKA apUTMETHKA KOPH-

CTH CBODEI:E 110 MOAYJILY, 11a 3a HEKE JKUHe paciopea Bpaha ,Ji1aykHo” 3a10B0O/bUB
’ th

pacrope.

Wucranna | Ontumym | 73 cved

4x4 28 0,008 | 0,026

6x6 41 0,013 | 0,017

8x8 52 0,029 | 0,053

10x10 65 0,031 | 0,163

12x12 78 0,058 | 0,832

14x14 89 0,108 | 1,213

16x16 102 0,198 | 4,745

Tabena 4.3: Ckanmpame mmpodeMa pacropehuBarmba MOCJI0Ba Ha TeHEPUCAHUM WH-
crarriama N X N (N nocmoBa u N mammna). [Ipukasano je Bpeme (y cekyHmama)
Jla ce mpoHabe omTUMAaJIHA JIy>KUHA PACIIOPeJia W IMOTBP/M HheHa ONTHUMAJIHOCT, 38
pemasade Z3 u cvcd.

4.3.2 OnruMmu3anoHu IIpodieMu

Bajanu ontuMusaiyje npukasanu cy y tadenu 4.4. Ilpu uzBopHom cBohermy Ha
SAT, onTuMmuzaimja ce CBOAM HA HU3 IIPOBEPa 33 0BOJAUBOCTH, BOHEH mpeTparom
10 BPEJHOCTU NujbHE TpoMensbuBe. llu/bHa mpomen/buBa ce bukcupa Ha jeIHy
BPEIHOCT U3 MHTEpBAJa IIpeTpare, Ia ce IIPOBepaBa Ja JU IMIPOodJeM Tajla UMa
pememe. lIpema mcxomy Te mpoBepe MHTEpBAJI ce Cy»KaBa, CBe JIOK ce He TIpoHale
ontumyM. lIpu cBohemwy Ha SMT y3 pemasad Z3 xkopuctu ce yrpaheHa moapIika
TOI' pelllaBadya 3a ONTUMU3AIN]Y, JIOK pelraBad Cvch TakBy yrpaheny moJpiiky
HeMa. lako onTuMmsanuja y3 cved y OBOM paJiy HUje M3BeJleHa, OHa OU ce MOTJIa
MTOIPYKATH OIMCAHUM TIOCTYIIKOM ITpeTpare Mo BPeIHOCTH ITUJbHE ITPOMEHJBUBE, OY-

ayhu 1a oH He 3aBHCH OJI IIOjeMHATHOT pelraBada.

Ha cBa Tpu mpumepa uzBopuo cBoheme Ha SAT u cBoheme Ha SMT y3 permasaq
73 ripoHaJia3e UCTU, TAYaH ONTUMYM. Bpemena nmokazyjy ja HUjeJaH TPUCTYII HUje

noceano Hajopxku. Ha [osiomboBom stemupy pesa ocam ceoheme Ha SAT mpes-
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wauan, a ceoheme Ha QF LIA mpekopadyje BpeMeHCKO orpanudere, oyayhu ja je
podJIeM YucTo KoMOMHaTOpaH. Mawmu pejioBH, MOIMYT pejia YeTUPHU, PeliaBajy ce
op3o u y QF LIA. Ha 3amarky ca osmmmujajie, mehyrum, cBobheme na QF LIA
nmaje ontumyMm merro opxke o QF  BV. Ilogynapame ontumyma Ha TOM 33aTKY
IIOCTUTHYTO j€ TeK 10 OTKJIAAY je/IHE TPEIIKe y MOCTYIKY OINTUMU3AIAje ajlara

URSA, nera/bHEje pa3MOTPeHO] y 0/1e/bKy 4.4.

ITpumep Ontumym | SAT QFZ_3BV QF%?iI A
T'ostomboB Temup 34 0,98 2,96 >60
PamsujeB mpodisiem 3 0,02 0,02 0,05
IMO 1992, zamarax 3 32 0,10 0,20 0,08

Tabena 4.4: Tadesia npukasyje nponalenu onTuMyM U Bpeme periaBamba (y CeKyH-
Jama) 3a 3a1arke onTuMusanuje, npu ceobhemwy Ha SAT n na SMT pemasadem Z3
y Teoprjama QF BV um QF LIA. Onrumym ce noksiana KoJi ¢Ba TPU IPHUCTYIIA,
a permaBad cvcH onTuMu3anyjy He moapxkasa. OsHaka >60 3HaYN IMpeKOpadermhe
orpaHuyYerha Of Me3/ieceT ceKyHau. 3a Pam3ujes mpodiiem u 3ajaTak ca OJTUMITH-
jame Bpemnoctu ¢y y QF LIA orpanuvene Ha HeHeraTHBHe.

Kao wmnycrpanujy HaunHa Ha KOjU ce ONTUMHU3AIMja 3a/laje perraBady, pas-
motrpumo ['oomboB Jiewmup pejia detupu. Hapenda minimize(nlL, 1, 100) upwm
ceohemy Ha SMT 1peBojiu ce y ciesiehy dhopmysty y Kojoj Cy orpaHuvemna Jemhupa

caxKeTa paJau IIperjJeJIHoCTH:

(set-logic QF_LIA)
(declare-fun nA_1_ () Int)
(declare-fun nA_2_ () Int)
(declare-fun nL () Int)

(assert ...)
(assert (>= nL 1))
(assert (<= nL 100))

(minimize nL)

; uslovt Golombovog lenjira

(check-sat)
(get-objectives)
(get-model)

I'panurne wmnaTepBasna mperpare, 1 < nl < 100, 3anucame cy Kao OOUIHE

TBP/Ebe, JIOK je caM Ii/b M3PayKeH HaMeHCKOM KomaHjoMm (minimize nL) (3a
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Makcumu3anyjy ou to duna (maximize nL)). Taksy dopmysy, 3ajemto ca Ko-
MaHJIOM minimize, ajaT y4uTaBa y CBOj ONITHMU3AIMOHM OOjeKaT z3: :optimize,
a He y oOMYaH pelraBad, Ia OH jeJHUM IIO3WBOM IIPOHAJIA3M U JIOKA3yje OITHU-
myMm. Komanna (get-objectives) morom Bpaha onTuMasaHy BpETHOCT IUJbHE
IIpoMeHJbUBE, a (get-model) mpuapy»KeHO perneme. PemaBad cved He mogpKaBa

KOMaHJle minimize n maximize, 1a ce 3ajJa1u ONITUMHU3AIIN]e PeaBajy caMo y3 Z3.

lonomboB Jstemup 3aBpehyje mera/bHUju OCBPT, Oyiayhu J1a MiIycTpyje cKaJju-
pame ONTUMH3AIMje Ca BEJMIUHOM IIpodJieMa. [ 0JIOMOOB JIelUp je CKyIl O3HaKa
Ha 11eJIOOPOjHUM IIO3UIjaMa KOJI KOra Cy CBa pacTojama m3Melhy mapoBa O3HaKa
MehycodHO pazimuamTa, a pej Jemupa je Opoj o3HaKa. 3a JaTH peJ TPaxKhd ce
JICIbUP HajMame Moryhe Jiy»KuHe, TJe je Jy»KHUHa MMO3UIIja IocIeabe o3Hake. Ha
npumep, ozrake {0,1,4,6} yune onTuManaH JEHUD Pela U€TUPH, JyKUHE MIEeCT:
0] YeTHpHU O3HaKe JOOWja ce IIecT napoBa, a cBa pacrojama mehy mwuma (1, 2, 3,

4, 5 u 6) mehycodHo cy paziamdura.

Tabena 4.5 npukasyje nponal)eHun onNTUMYM U BpeMe 3a PEJIOBE O] YeTUPH JI0
JeBeT. 3a cBakm pes u m3BOpHO cBoheme Ha SAT u cBoheme Ha SMT y3 permapat
73 uponaJiaze uCTH, TavuaH ONTUMYyM. Bpeme je 3aHeMap/bUBO 3a MaJie pejoBe,
a o]l peJia cejlaM HAIJIO pacTe 3a 00a MPUCTYIa, OTIIPUINKE JeCeT IIyTa IO PeJry.
Nseopro cBoheme Ha SAT mpu Tome ocraje edwukacHuje Ha BehuMm pemgoBuMa.
Pazsior je BepoBaTHO y nipupoju mnpodsema: ['0o0MO00B Jielup je 9ucTo KOMOUHA-
TOpaH, 0€3 CTPYKType KOjy OM pernaBad MOrao Jia UCKOPUCTH Ha HUBOY TEPMOBA,
I1a MPEJIHOCT IIpey3uMa Op3a KOMOMHATOPHA IIpeTpara U3BOPHOTr cBODemba, JT0K pe-
maBa4d Z3 J100uja IpeHOCT TEeK KaJja MpodJIeM UMa MOTOJHY CTPYKTYPY 3a TaKBO
pesonoBamse. IIpukazano csoheme nHa SMT je y Teopuju QF BV. ¥V QF LIA
pact je jorn ctpMuju U Beh Ha pejy ocaM IIpeKopadyje BPEMEHCKO OTPAaHUYEhe, Y

CKJIaJIy ca 3alakarmeM Koj Tabdese 4.4.

4.3.3 3aBHCHOCT o IIMPUHE OUT-BEeKTOpa

Hapenanu npumMepu mpoBepaBajy jiBa ajiredapcka ujaeHTUTeTa HaJl OUT-BEKTOPUMAa,

o mostyny 2! (re | o3HadaBa MUPHUHY GUT-BEKTOPA), TUCTPUOYTHBHOCT MHOMKEIbhA:

assert(na * (nb + nc) !'= na * nb + na * nc);
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pea m | omrumyMm | SAT [s] | Z3 s
4 6 0,13 | 0,05
5 11 0,04 | 0,03
6 17 0,07 | 0,04
7 25 0,14 0,33
8 34 0,89 3,37
9 44 8,36 27,68

Tabena 4.5: TostoMb0B Jiewup 3a pegose ox 4 710 9: nponahern onrumym (IykuHa
nemupa) u Bpeme upu cohemy Ha SAT u na SMT y3 pemasad Z3. PerraBad cveb
He noapxkaBa ontuMusaryjy. Csohemwe na SMT je y Teopuju QF  BV.

n KBa/IpaT OMHOMA.:
assert((nx + ny)*(nx + ny) != nx*nx + 2*nx*ny + ny*ny);

Oba uzgenturera nocMmarpajy ce uckspyunso y Teopuju QF BV, u3z asa paszsora:
InTame ce yIpaBo THYe MOHAIMIAba OUT-BEKTOPCKE apUTMeTHKe 1o Momyay 2! y
3aBHUCHOCTHU O] MMAPWHE OUT BEKTOpA, & CaMU U3Pa3U CaJipzKe IMPOU3BOJIe TPOMEH-

JbUBUX, 114 KA0 HEJIMHEAPHU He MPUIAJIA]y JTUHEAPHO] APUTMETUIIH IeJIUX OPOjeBa.

Y o0da ciayuaja dopmyiia je mesamgoosbuBa. l3BopHO cBoheme mHa SAT mopa
Jla dUT-0J1acTyje BUIlle MHOXKAYA IIUPUHE [, T1a BeJIMINHA UCKa3He (POpMYyJsie HarIo
pacte ca [. Caspemenun SMT pemaBauu, mehyTrMm, MpUMenyjy I0j€IHOCTABIbH-
Bama HA HUBOY TepMOBa mpe ouT-OiacroBama [19]. Baxsamyjyhin Tome permabad
73 tpernio3Haje 0oda MJAEHTUTETa IIPe OUT-OJIacTOBaba, Ia My BpeMe OCTaje Ipak-
TUYHO He3aBUCHO o [. PemaBad cvch monalmma ce pa3janduTo OJf UIEHTUTETA 0
HUJIEHTUTeTa: Ha JUCTPUOYTUBHOCTH OCTaje MPaKTHIHO KOHCTAHTAH, JOK Ha KBa-
npary duroma, oy T cBohema Ha SAT, narsio pacre. Tabdene 4.6 u 4.7 npukazyjy
U3MepeHa BpeMeHa, Ipu demy o3Haka >60 3Haqn j1a je mpeKopadeHO OrPDAHUYEHHe

OJ1 T1e3/IeCeT CEKYH/IN.

4.3.4 Bepudukarnuja nporpama ca CUMOOJIUIKUM

MHIEeKCuMa

Hapennu mpumepm miaycTpyjy BepudUKAIMjy CBOjCTaBa KPATKUX ITPOTPaMa

KOJU KOPHCTEe CHMOOJIMYKO MHJEKCUPalhe HU30Ba, ITO je 0dpa3all KapaKTePUCTH-
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[| SAT [s] | Z3 [s] | cvcb [s]
4] 002 001 0,02
6 0,28 | 0,01 0,02
8 25,48 | 0,01 0,02
10 >60 | 0,01 0,02
12 >60 | 0,01 0,02
16| >60| 001| 0,02

Tabesa 4.6: IIposepa mucrpudyrusaoctu a - (b+¢) = a-b+ a - ¢ npu pazauauTUM
mupunama [. Ceobheme na SAT marsio pacre, ok cBohemwe na SMT ocraje mpax-
TUYHO KOHCTAHTHO 3a 00a pelrnaBada.

[ | SAT [s| | Z3 [s] | cveb [s]
4] 002 001 0,02
6| 003] 001| 0,04
8 0,40 | 0,01 0,27
10 10,85 | 0,01 2,61
12 >60 | 0,01 >60
16 >60 | 0,01 >60

Tabena 4.7: Tlposepa kBaparta dunoma (z +y)? = 2% + 22y + y? Upu pasIuIuTUM
mupuHaMa [. Pemasad Z3 ocraje mpakKTUIHO KOHCTAHTaH, 0K cBoheme Ha SAT u
pelraBad cvch HAIJIO PACTY.

YaH 3a OUpaHUYeHy MPOBepy Mojesa mporpama [1]. ¥V cBakom oj BUX OrpaHu-
Jerbe TpaKi KOHTPAIIPUMED, I1a He3aI0BO/bUBOCT 3HAYN J1a ITPOBEPABAHO CBOjCTBO
Bazku. U3BopHO cBOheme Ha SAT Hujeman o7 OoBUX 3ajaTaka He IMOJApIKaBa, Oy-

nyhu nma cajip:ke duTarme Wi yIUC HA CUMOOJIMYIKOM UHJICKCY.

[IpBu mpuMep mpoBepaBa MUCIPABHOCT 3aMeHe BPETHOCTH Ha JIBE CUMOOJIIIKE

MO3UIHje:
n01dNj = nA[njl;
nTmp = nA[nil;

nA[ni] = nA[nj];
nA[nj] = nTmp;

assert(nA[ni] != n01dNj);

Hakon 3amene, BpefHOCT Ha MO3UIKjU ni Tpeda fa Oy/ie jeHaKa paHujoj BPe-
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HOCTHU HA MO3UIUjU nj, Oe3 003upa Ha TO Ja Ju ce WHJeKCH nokjamajy. Coherme
na SMT Bpaha nezasioBossusoct u 'y reopuju QF  ABV u y reopuju QF  ALIA| 3a
Mambe OJ CTOTMHKE CeKYH/JIe y3 00a pelraBada, 9uMe MOTBphyje J1a CBOjCTBO BaxKu
3a CBe HM30Be U cBe mapoBe mHIekca. CBoheme Ha SAT Bpaha camo oarosop ma

pelteme He 1ocToju, oyayhu ma mpodsieM He MoXKe HU J1a (DOPMYJIHUIIIE.

Jlpyru npumep je orpaHmdeHa IIpOBepa jeJHOI KOpaka ajJropurMma selection
sort HaJ, HU30M OJ] €T eJIeMeHaTa, PN YeMy Ce IIPoBepaBa Jia HAaKOH TOT KOPaKa

MIO3UIHja HyJIa CaJIPKA MUHUMYM pa3MaTpaHOr ollcera:

nmin_idx = 0;
for(nj=1; nj<5; nj++)

nmin_idx = ite(nA[nj] < nA[omin_idx], nj, nmin_idx);

nTmp = nA[0];
nA[0] = nA[nmin_idx];

nA[nmin_idx] = nTmp;
assert(nA[0] > nA[1] || nA[0] > nA[2] || nA[0] > nA[3] || nA[0] > nA[4]);

Heramnuja cBojcrBa je He3amoBosbuBa, mro cBoheme Ha SMT norsphyje u y Te-
opuju QF ABV u y teopuju QF ALIA, 3a oko 0,01 cekynmy y3 oda perrasada.
NzBopHo cBoheme Ha SAT oBakaB 3ajaTak HE MOXKE Ja peIu 0e3 MOJIPIIKE 3a
HU30BE Ca CUMOOJUYKUM WHJIEKCUMA, Ia OM 3a pellaBame TUM IIyTeM IIporpam

MOpao Ja OyJie 3HATHO MTPedOPMYJTUCAH.

Hapennu npumep mokasyje Kako TPOIIAK PE30HOBAaMba O HU30BHMA Ca CHMOO-
JIMYKUM WHJEKCOM pacTe ca BeJIUuInHOM Hu3za. Hajr uusom o kK cHMOOJIUYUKHX
eJieMeHaTa padyHa ce MaKCUMYM, & 3aTUM Ce IIPOBEpaBa /ia HUjeJaH eJIeMeHT HUje
Behu oj TOr MakCcUMyMa, IIPU YeMy Ce HU3 YUTa HA CUMOOJIMIKOM uHjiekcy. CBoj-
CTBO BaXKU W Y TeOpUjU apuTMeTuKe dur-BekTopa ca HuzopuMa (QF ABV) uy
TeOpHju JIMHeApHe apuTMeTHKe Ieanx opojeBa ca HmzoBuMa (QF ALIA), ca uc-
TUM uCXoJoM He3zagoBosbuBocTH. ¥ Teopuju QF ALIA cumbosmyakoMm uHIEKCY
ce MPUTOM 3a/laje eKCIJIUIIUTHA JI0Ha I'PAHUIA, KAKO OM JOMEeH OMO OT'pDaHHYeH.

Cauka 4.3 npuka3dyje m3MepeHa BpeMeHa 3a Beandune of 2 10 50 eremenara.

Cauka nokasyje J1a je ojiHoc OOpHYT y mnopehemy ca KOMOMHATOPHUM IIpUMe-
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puma: Teopuja QF ALIA ckamupa 3uarao dosbe o teopuje QF  ABV. IIposepa
MaKCUMyMa CacTOjU Ce CaMO OJI Topehema 1eI00POjHUX BPETHOCTH, IIITO PEIaBat
Ha/l TEOPUjOM JIMHEeapHe apUTMETHKE IeJINX OpojeBa oopalyje HemocpemaHo, MeTo-
JIOM T'paHama HaJ JIMHeapHUM orpaHundemuMma. Ca Japyre crpaHe, pemraBad Ha/l
TEOPUjOM apUTMETHKE OMT-BEKTOpPa CBAKO mopeheme Mopa ja Out-Osiactyje y mc-
Ka3Hy hopMyJly umja BeJUUrHAa pacTe ca IMMUPUHOM OUT-BeKTOpa. Tako permaBat
cvehb y Teopuju QF  ABV npekopadyje orpannderse Beh Ha JiBajieceT ejgemMeHara,
ok y teopuju QF ALIA naje pesynrar 3a jmenuh cekynge. Ha memecer eneme-
HaTa 0be Teopuje IpeKopadyjy orpanudere. V3sopuo csobeme na SAT opakas

3ajlaTak He MoJIprKaBa, Oyayhu j1a ce KOpucTu CUuMOOTUIKN UHJIEKC.

T T T T T i

OO e z3,QF aBV | —

10 i 73, QF ALIA |

- |——cvch, QF ABV

i cveb, QF  ALIA 1

=z 1t |

&) = =

= 5§ i
(8]

L i 1

®01¢ .

0.01 ¢ 5

i | | | | | | i

2 bt 10 20 30 50

BeJIM4YMHa HU3a

Crnuka 4.3: IIpoepa ma m3padyHaT MaKCUMyM CHUMOOJIMYKOT HU3a HUje MpeMa-
IMeH HU Ha jeJHOM HWHJEKCY, IPU PacTy BeJnduHe Husa, y teopujama QF  ABV
u QF ALIA (norapuramcke oce). Ilpukaszano je Bpeme 3a peraBade Z3 u cveb.
Tauke na Bpemgnoctn 60 o3Ha4YaBAjy IIpeKOpaderhe OrpaHuderba O]l IMIe3JeCeT Ce-
kyuau. U3BopHo cBoheme mHa SAT He momp:KkaBa CHMOOIUYKO WHIEKCHDAIHE, I1a
HHje TPUKA3aHO.

Hapeau npumep mirycTpyje HadOpajame CBUX pelliemha KaJla je Ha yJia3y HHu3.
Hax Hu3oM oJ1 11eT cuMOOIMYKUX ejleMeHaTa IIpPUMembyje ce ajaroputam selection

sort, a 3aTUM ce 3aXTeBa Jia coprupanu Hu3 oyje ymnpaso [0, 1,2, 3, 4]:

for(ni=0; ni<5; ni++) {
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nmin_idx = ni;
for(nj=ni+l; nj<5; nj++)
nmin_idx = ite(nA[nj] < nA[nmin_idx], nj, nmin_idx);
nTmp = nA[ni];
nA[ni] = nA[nmin_idx];
nA[nmin_idx] = nTmp;
}
assert_all(nA[0]==0 && nA[1]==1 && nA[2]==2 && nA[3]==3 && nA[4]==4);

Hapeda assert_all nadpaja cBe yja3He HU30Be KOjU Taj YCJIOB 33/10BOJHABA]Y.
[Tormro coprupame maje [0,1,2,3,4] ako u caMo ako je yia3 mepMyTanuja CKyIa
{0,1,2,3,4}, ouekuBanu 6poj pemema je 5! = 120. Csoberme na SMT nponanazu
Tauno 120 perema, YnMe MOTBphyje UCIpaBHOCT U CAMOT COPTHUPaha U Hadpajarma
cBUX pernea. Mcru 6poj perema j100uja ce 1 y TEOPUjU apUTMETUKE OUT-BEKTOPA
ca am3ouMma (QF ABV) u y reopuju nuneapHe apuTMeTHKe IEJIUX OpojeBa ca
nuzosuma (QF ALIA). Habpajame cBux 120 pemema Tpaje oko 0,2 cekynjue y3
pemmasad Z3 u oko 0,3 cexynue y3 cved y teopuju QF  ABV, oanocno oko 0,08 u

0,14 cexynmu y teopuju QF ALIA, mepeno of mokperama ajaTa.

4.4 Amnasmsa pesyJrara

[Toksramrame Opoja perema Ha CBUM IIPUMEpPHUMa OJJIyUMBarba IIOTBPhyje J1a
cobheme nHa SMT maje mcre pesynrare kao m3BopHo cBoheme Ha SAT, umme je
noTBphena mwerosa ucnpaBHocT. OBO MOKJAIae BayKW U 3a puMepe ca Behum
Opojem perrema, OMyT MaruvIHOT KBaJpaTa ca 0CaMCTO OocaMjieceT perrnerma. [lo-
peJt Tora, Ha 3aJIaIuMa, 33/ I0BOJBUBOCTU UCTU CKYIIOBU PEIleiha JI00UjeHn Cy ca 0da
peraBada, Z3 u cvch, mMITO je 0OUeKUBaHO ¢ 003UPOM Ha TO Jia ce (hopmysia pasme-
wyje y crangapaaoM dopmary SMT-LIB, u morsphyje /a mpuctym He 3aBUCH OJ1

n30opa perraBadJa.

Bajanu ontuMusaryje 3acayxkKyjy mocedan ocsptT. Ha TomomboBom semupy,
PamsujeBom mipodbsiemy u 3aj1aTky ca MelhyHapo/iHe MaTeMaTUdKe OJIMMITAjaJe U3
1992. rommue u3Bopuo cBoheme Ha SAT u cBohemwe na SMT y3 pemasau 73 majy
HUCTH, TadaH onTuMyM, pegoMm 34, 3 u 32. OBo mojayaaparbe IMOCTUTHYTO je, Me-
DyTum, Tek o oTKIamamy jeane rpemke y asary URSA. Osa rpemrka ocrasia je
JIyro HenpuMmeheHa W HaJIA3WIA Ce Y JIeJIy MOJIyJIa 3a DPEIlaBaibe ONTUMU3AINO0-

HUX IIPOOJIEMa KOjH je PeTKO KOpHITheH y mocTtojehum nmpumeprma u 10Ca1allbuM
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npumenama cucrema URSA. Ilpu modernom mopehemy m3BopHa onruMmsalimja
BpahaJsia je Ha 33JIaTKy ca OJUMIINjaJie BPeIHOCT 18, JIOK je permaBad ZJ3 HaIa3uo
32. UcnuruBame je mokasaso ja ¢aza mnperpare y MOCTYIKY ONTUMHU3AINjE He
rpaHa II0 CMepy ONTUMHU3aIlje, HETO y 00a ciiydaja MpUMeErbyje JIOTUKY 38 MUHH-
MU3aIMjy, I1a ce IPU MAKCUMU3AIIU)U IIpeTpara CIyIITa YMeCTO Ja Ce IeHmhe U He
Bpaha onrumaJsiny BpeHOCT. 1o oTKIamamy Te rperike u3BOpHO cBoheme Ha SAT
Takohe Hasa3u BpeaHoct 32. Tume je mopeheme ca cBohemem Ha SMT mocsy Km0
7 Kao IIPOBepa Koja je OTKPWJIa JI0Ta ] HempuMeheHy I'pemKy y MOCTYyIKY ONTHMHA-

3arngje.

VY morisiety nepdopMancu, 3a MPOHAJIAYXKEHe T0jeIMHATHOT Pelleiba U 3a MPO-
OsemMe ca MaJiUM OpoOjeM pellierha CBa TPHU ClIydaja Cy YIOPEIUBa U Mepe ce y
nesoBuMa cekyHe. [Ipu HaOpajamy BesmKOr Opoja pelera W3BOPHO CBODEme Ha
SAT wecto je majedbukacuuje. Oda npucryna nck/py4dyjy Beh mponabhene mozese
J1a UX He OM IOHABJHAJIHU, AJIM pa3anduTuM MexaHum3dMoMm. SAT permasad nHadbpaja
HaMEHCKOM yrpaheHoM mporierypoM, y OKBUDY jeHe HElPEeKHIHe IIpeTpare, 3a/p-
»KaBajyhu HaydeHe Kjay3e u mpeja3ehn ca mMojesa Ha Mojies BpahameM yHa3al,
kopucrehn creruduanocru yrpahenor SAT pemapaua (clasp). Csohemwe wa SMT
HeMa TaKBY HaMeHCKy yrpabheny omeparujy, oyayhu ma je crammaps SMT-LIB ne
npenBubha, ma ajarT CBAKM HOBU MOJIEJI MCKJbydyje OJiokumpajyhom kiaysom. To
ce M3BOM MHKPEMEHTAJIHO, J0/IaBarbeM KJay3e MCTOj] WHCTAHIN perraBada IMPeKo
IErOBOT IIPOrpaMcKor mHTepdejca, Tako Jia ce mnperpara He rnokpehe mcrmoderka.
Nnak, dpoj dnokupajyhux kiaysa pacre ca dOpojeM rnponaheHux perierma, 1ma cBaka
HApeJIHA IIPOBepa MOCTaje CKYIba, 3a pa3iauky oj Hamencke mporeaype SAT pe-

nmaBadva, Koja je 3a TO MoceOHO mpujiaroheHa.

IIpu ceohewy ma SMT Oupa ce mu/bHa TeopHuja, TeopHja apUTMETHKE OWT-
Bekropa (QF BV) miu teopuja muneapse apurmernke menux opojesa (QF LIA).
Taj u3dbop oapehyje u Koju ce TpodIEMU MOTY CBECTU HA JIATY TEOPU]Y U KOJIMKO
je To cBoheme eduracHo. ApuTMeTHKa OWT-BEKTOpa je TojJpa3yMeBaHa U OOY-
XBaTa CBe KOHCTPYKIIHje Koje ajaT yMe Jia IpeBejie, Oyayhu jga npatu ceMaHTUKY
u3BopHoOr ceobema Ha SAT. JluneapHa apuTMeTuka 1eIux oOpojesa Hocu ojapehena
OrpaHMYerba: y O] Ce He MOTY 3allicaTh OMTOBCKE OIlepalldje HU IIPOU3BOJI JIBE
npomensbuBe. OOpHYyTO, JMHEapHA apUTMETHKA pellaBa W 3aJaTKe KOje apuTMe-

THKa OMT-BEKTOpa He MoxKe: 1omTo cy y Teopuju QF BV BpemnocTn neoznadene
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U OTpaHUYeHe IMUPUHOM, 33JIalld Ca HETaTUBHUM BPEIHOCTUMA Y O] OCTajy 0e3
perema, a OHU Ca BPETHOCTUMA U3BAH T€ MIUPUHE Jajy MOTPEIIaH Pe3yaATaT YCaeT
cBohema 1o Mojyiy, oK ux Teopuja QF LIA pemasa Tadno najm mesnm Opoje-
BuUMa. Tamo TJie cy 00e TeopHje IpUMEH/bUBE, HUjeHA HUje YHUBEP3AJIHO OOJbA.
Ha npere:xkHO KOMOMHATOPHUM HPOOJIEMUMA U IIPU UCIPITHOM Hadpajamy peliema
Teopuja apuTMETHKe OUT-BEKTOpa je 110 IpaBuiy OpxKa, oyayhu mga ce dpopmysie y
Ib0j pelraBajy ouT-0J1acTOBaIbEM, IITO OJAIOBapa KOMOMHATOPHO] IIPUPOIN TAKBHX
mpodJieMa, JIOK ce JIMHeapHa apUTMeTHKAa OCJIarba Ha CHMILIEKC-METOI M MeTO.T
rpaHama, KOju Cy 3a TaKBe IIpodjieMe Marbe Iorojnu. Ha mpodbiemuma y Kojuma
mpeoBsahyje JuHEApPHO PE30HOBAILE MPEIHOCT Mpe/ia3u Ha JUHEAPHY apUTMETUKY
nesaux OpojeBa. Owa je OpxKa HA CHCTEMY JIMHEAPHUX jeHAYNHA W HA 3arOHETKHU
SEND+MORE=MONEY (rabena 4.1), a Ha TpoBepH H3PaIyHATOI MAKCHMYMa
HU3a IbeHa [IPEJIHOCT 3HATHO pacTe ca BeJmdnHoM Hu3a (ciauka 4.3). Hajsasm, maj-
ITIOBOJHHIUja TEOPUja MOXKE 3aBUCUTU U OJ1 PelliaBada: Mpu Hadpajarby CBUX pellermha
npodsiema N jama perrasad cved je Opxku y teopuju QF LIA, nok je kom pemia-

Bava 73 oOpHYTO.

Pezynraru mokasyjy ma cBohemwe Ha SMT Huje 3amena 3a cBoheme ma SAT,
Beh merosa jonyHa. Ha 9ucTo KoMOMHATOPHUM MPOOJEMUMA Ca BEJUKUM OpOjeM
pemema n3BOpHO cBoheme Ha SAT decro je edbukacuumje. Cpohemwe na SMT mo-
ouja nHa Tpu ¢pponta. IIpBo, Kox anredapcKux MJICHTUTETA YHja BEJIUIUHA PACTEe
ca IMUPUHOM OUT-BEKTOPA, pernaBat Z3 mperno3Haje uJIeHTUTeT Ha HUBOY TEPMOBA,
JIOK u3BOpHO cBoheme Ha SAT wmaro pacre, mro norBphyjy Tadene 4.6 u 4.7.
Jlpyro, Ko mporpamMa ca CUMOOJIMYKUM HHJIEKCUPAmheM HU30Ba U3BOPHO CBOheme
Ha SAT nme moxke HEU 72 (opMmysuie TpodeM, J0K Tra cBoheme Ha SMT pemrasa
HEIIOCPEIHO MPUMEHOM aKCHOMa Teopuje Hu3oBa. 1Tpehe, kom jmHEeapHe 1es10-
OpojHe apuTMeTHKe HaJ HeorpaHWYIeHHM JoMeHOM cBoheme Ha SMT maje mpaBy
CEMaHTHUKY, 0e3 cBoherma 1o MOIYJIy Koje HaMehe OUT-BEKTOPCKA Perpe3eHTaIuja,
a IOJPKaBa U 1IeJJOOPOJHO JIeJbeEhe U OCTaTaK, Koje u3BOpHO cBoheme Ha SAT yor-

mTe He 00yXBaTa.

Hajsnauajuuju pesyJsirar epaJjyalidje orJjiejia ce y IpHUMepuMa Koje U3BOPHO
coheme na SAT me permaBa, a Koje cBoheme Ha SMT perraBa, npukazaHum y
YBOJY U y TPEeTXOJHUM ojesbiiuMa. OBU NpuMepn MOKa3yjy Jjia IPOIINDEhe He

Merba CaMO Ha4YMH Ha Koju ce mocrtojehm mpodisiemu pemraBajy, Beh mpormmpyje u
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KJtacy mpoosiema koje asar URSA moxke jma m3pasu u pemmu. Ty ce mpe cBera
U3/1Bajajy 3aJaly ca CUMOOJMYKHM MPHUCTYIIOM HU30BUMA, KAPAKTEPUCTUIHU 3
BepudUKaIujy IporpaMa U IpeTpary Hal CTpyKTypaMa IoJaTaka, 3aJalld HaJl
1eJinM OpojeBuMa 0e3 OrpaHrYerha IMIMPUHE U Ca O3HAYEHUM BPEIHOCTHMA, KO U

3311 KOj KOPUCTE olepallje JAe/bemha U OCTATKA.
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I'maBa 5
3akJbydaK M IpaBIu JaJber pajga

Y 0BOM paJjiy MpeJCTaB/beHO je mpornupese anara URSA moapmkoMm 3a cBO-
bemwe na SMT. Ilopen mocrojeher cBohema wHa SAT, ncrtu yma3Hu mporpaM MoOXKe
ce cajia mpeBecTu y (pOpMyJly TeopHuje apuTMETHUKe OUT-BEKTOpa WU JIMHeApHE
apuTMeTHKe IeJUX OpOjeBa, a y IPUCYCTBY CUMOOJUYKUX WHJEKCA HU30BA U Y
onrosapajyhy teopujy ca HuzoBuMa. Popmysie ce 3ammucyjy y cranmapIHoM ¢dop-
mary SMT-LIB u pemaBajy pemaadnma Z3 u cvch, y3 MOAPIIKY 3a Hadpajarme
CBUX pelllerba 1 3a ontuMm3arujy. Jlocamammy Ha9mH pajia 0OCTao je HeTPOMEHEeH

u 11oJapa3yMeBaH.

ExcriepumenTtanna eBasiyanyja MOTBPANIA je UCIIPABHOCT HOBOYBEJIECHOT IIPU-
cryma, oyayhu na cBobeme ma SMT 1aje ucre ckymoBe periera Kao CBOhemme
na SAT ma cBuUM mpuMepmma OJTydnBarba, U TO 3a 0Da perraBada. Ilokazano
je m ma ce jJBa MPUCTYIA JONYYjy, a He 3amemyjy. M3BopHo cBoheme Ha SAT
ocTaje HajedDUKACHUje TIPU UCIPITHOM HAOpajamby pellerba, rje yrpaheHn MexaHnu-
3am Habpajama SAT peraBada HaMaITyje TOHAB/HAHO PEIIaBaibe y3 OJIoOKupajyhe
KJ1ay3e Koje ceoheme Ha SMT 3axTeBa, a mokazaJo ce Op:KUM U Ha MOjeIMHIM KOM-
OmHATOPHUM TIpodJieMuMa onTuMmusaruje, monyt [osomboBor jemupa. CBohermse
Ha SMT nobdbuja Tamo riae cBoheme Ha SAT mocraje HEMOBOJBHO, Ha IIPUMED, KO
aJIredapCKUX MIEHTUTETA 9Hja BEJIMINHA PACTE Ca IMTUPUHOM OUT-BEKTOpPA, IJe pe-
maBad Iperno3Haje WJICHTUTeT Ha HUBOY TepMmoBa. Haj3nadajHuju JTONPUHOC OBOT
pajia je mpoImpeme Kjiace IpodJieMa Koje ajaT MOXKe Jla u3pas3u, Oyyhu Jia cBO-
heme na SMT omoryhasa BepudukaIujy mporpama ca CAMOOJHIKUAM ITPUCTYIIOM
HU30BUMA, PE30HOBAIGE HAJ[ HEOTPAHUIEHUM U O3HAUEHUM IEJIUM OPOjeBUMAa M KO-

puritheme JieJbeba U OCTaTKa, MITo panuje uHuje dusao moryhe. Ilopen rmasaor
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JIOIIPUHOCA, yrnopehuBame HOBOT U IocTojeher cBohema mokasasio ce KOPUCHUM U
3a caMm ajar URSA, Oyayhu ga je ykasaso Ha jesHy, 10 calda HEOTKPUBEHY, PEIIKY

y HOCTYIKY ONTHUMH3aIje, KOja je IOTOM HCIIPaBJ/beHA.

[Toctoju BuIe mpaBarna 3a jgabu paj. Hajuerocpemnuju je mporupere Ha
nonatue teopuje Koje SMT perraBatiu moaprkaBajy, HOIYT TEOPUje PEAJHUX OPO-
jeBa, HeMHTepIpeTupaHnx (PyHKIMja WX HUCKHU, 9UMe OU ce Kjaca odyxBaheHmx
npodsiema nasbe yBehasa. Moryhe je u ynanpeheme naunna Ha kKoju ce popmysia
npesaje permasady. U cajia ce perraBad KOPUCTUA TPEKO FHETOBOT IIPOTPAMCKOT UH-
tepdejca, amm Tako mTo My ce popmysia npociehyje y odimky Hucke y dpopmary
SMT-LIB, 10k ou ce ymecTo Tora OHa MOTJIa IPAINTH HETIOCPETHO, KOHCTPYKITA]OM
TepMOBa Kpo3 Taj nHTepejc, dnme 01 ce MOIJIO OCTBAPUTH U3BECHO yop3ame. Or-
TUMU3aIja Ou ce, Jlajbe, MOTJIA TOJIPZKATU U Y3 PellaBat cveh, KOjU je U3BOPHO He
MoJIpKaBa, IPUMEHOM HCTOT MOCTYIIKA IIpeTpare Koju ajaT Beh KopucTu mpu cBo-
bewy na SAT. Hajzan, kommmemenTapaoct cBobhema Ha SAT u cBohema Ha SMT
npupouo yiyhyje na noprdosmo npuctyn. OH ce MOXKe OCTBAPUTHU TAKO IIITO Ce
3aJIaTU ITPOOJIEM UCTOBPEMEHO CBOJIM W PelliaBa Ha 00a HadWHA, y3 IPUXBaTabe
HCXO/Ia OHOI' pelllaBavda KOJU IIPBU Jla Pe3yJITaT, UJIN TaKO IITO Ce HajIOTO/HUjU

HIPUCTYII OMpa YHAIIPEJI, HA OCHOBY OCOOMHA 33/IaTOT IIPOdJIEMA.
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HHonaTrak A

Jesuk ajgjara URSA

OBaj momarak caxkero ommcyje je3suk ajata URSA, y odumy j0BO/bHOM 3a
qnTame IpuMepa HaBeJeHUX y pajy. llormyH ommc jeswka jar je y U3BOPHOM
pazy o anary [20]. Onuc onrosapa moHaIamwy Koje ajaT OCTBapyje U IpH CBODEmY
Ha SAT u npu csohemwy na SMT, dyayhu na odba HaumHa paja jeje UCTU yJIa3HU

jE€3UK W HEeroBy 00paLy.

A.1 Jlekcumiuke KOHBEHIIUje

[Iporpam umnu uHus3 Hapeaou. MnenTudukaTopu cy TUMU3UPAHU CAMUM HUMe-
HOM: CBAKO MMe HyMepU4YKe ITPOMEHJ/bUBE MOYUIHE CJIOBOM N, & CBAKO nMe Dbysiose
IpoMeHJ/bUBe cJI0BOM b. HyMepmuke KoHCTaHTe 3amucyjy ce aekajHo, a Dysose
KoHcTauTe umHe true m false. Komenrtapu ce nmmry msmely o3Haka /* u */.

Caaka Hape;LSa 3aBplllaBa C€ TAYKOM KU 3apPE30M.

A.2 MHN3pa3m u oneparopu

Hymepuuku wm3pasu rpajie ce oJi HyMEPpUYKUX TPOMEHJbUBUX, KOHCTAHTH U
oneparTopa, a bynmosu nspasu oJ1 By/l0BUX IpOMEH/bUBHX, JINTEPAJIA, PEJIAIlja 0-

pebema n ormukux Besuuka. [loap:kaHu omeparopu IpuKazaHu cy y Tadean A.l.
[Tope 1 HaBeleHUX olEepaTOpa, je3MK 00yXBaTa M HEKOJIUKO JIOJATHUX Je3UIKUX

koucTpyknuja. M3pas ite(b, nl, n2) Bpaha nl ako je ycjoB b Tauan, a mHade

n2. M3pas3 sgn(n) naje suak Bpennoctu. KouBep3uje m3melhy THnoBa 00aBIbajy
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JOJATAK A. JEBUK AJIATA URSA

['pyma Omneparopu

ApUTMETUYKHA + - x /%

MHKPEMEHT U JEeKPEMEHT ++ -

OMTOBCKH & | -~ -

[IoMeparba <K >>

JIOTUYKY BE3HUIIN & || -~

rnopeheme = I= < <= > >=

Jlojlesia U CJIOXKeHa JojieNia | = += -= *x= [= Y= &&= ||=

Tadena A.1: Oueparopu jesuka asara URSA, rpynucanu mo BpcTn.

num2bool, KOju HYMEPUUYKY BPEIHOCT TyMadl Kao TadHy aKO je Pa3jIuduTa Of

HyJe, 1 bool2num, Koju By/sIOBy Bpe HOCT TIpecMKaBa y HYJIy WJIHA JeAHUILY.

A.3 Hapeabe n KoHTpoJIa TOKa

OcHoBHa Hapeada je J0/e/1a BpeIHOCTH IIpoMeH/buBOj. Hapeade ce mory rpy-
nucaTu y OJIOK BUTHYACTUM 3arpajiaMa. YCJIOBHO M3BpIIaBaibe 3aJaje ce KOH-
crpyknujom if, y3 HeodaBe3Hy else rpany, a IOHaBJ/balbe KOHCTpyKIMjaMa for
1 while, CHHTAKCUYKN HAJUK OJiroBapajyhum koHcTpyknujama jesuka C. YcaoBu
rpaHamba U TPAHUIlE ITeT/bU MOPajy OUTH KOHKDETHH, Tj. TIO3HATH IIPe I'eHepHCambha

dopmysie, ma ajgaT cBe KOHTPOJIHE CTPYKTYPE CTATHYKUA OJMOTaBA.

bDomain true;

for (ni = 0; ni + 1 < nM; ni++)
bDomain &&= (nA[ni] < nA[ni+1]);

A.4 HwuzoBu

HwuzoBu ce yBojile MMILIMIIUTHO, JOJEJIOM BPETHOCTH €JIEMEHTY W MOTY OWTH
BUIIIeIUMEH3nOHATHU. VHIeKe ce HABOM yIIacTUM 3arpajiaMa, a BHUIIeUMEH31-
OHAJIHU TIPUCTYI y3aCTONHUM 3arpajiama, na npumMep b[ni] [nj]. Ilpu cBobemy
na SAT wunmekc Mopa OMTH KOHKDPETaH, Tj. TO3HAT IIpe reHepucama hopMyJie, 0K
cBoheme Ha SMT, y3 Teopujy HuU30Ba, JOMYIITa W CHUMOOJUIKE WHJIEKCE, KAKO je

OIIICAHO Y IOIJIABJBY 3.D.
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A.5 IIponenype

[Tonasspajyhu j1eo mporpama MoxKe ce U3/IBOJUTU Y MPOIEIYPY, YBEJAEHY KJbY -
HOM peun procedure, a mo3BaTu HapeaooM call. AprymeHTH ce HpeHOCe II0
UMEHY, TAKO Jla U3MEHe HaJ| IapaMeTpOM YHyTap IPOIeype OCTajy BHUI/bUBE U

HaKOH IIOBpaTKa.

procedure power (npowernk, nk) {
np = npowernk;
for (ni = 1; ni < nk; ni = ni + 1)

npowernk = npowernk * np;

call power (nxpowernk, nk) ;

A.6 Orpanmyema U ONTUMU3AIHNja

Orpanndema mpodsemMa 3a/1ajy ce Hapegdama assert m assert_all. Ilpea
TpaXX” HEKY 3aJI0BOJbaBajyhy BaJsyalujy TpPOMEH/bUBUX, & JIPyTa CKYIl CBUX 3a-
JnoBosbaBajyhnx Basyaruja. 3a mpodJiemMe ONTUMU3AIMje MpeIBUheHe cy Hapeiade
minimize n maximize, Koje MpuUMajy MUJbHY IPOMEHJBUBY U JIOY U TOPIY I'pa-

HUITy UHTEPBaJIa IpeTpare, Ha npuMmep minimize(nL, 1, 100).

A.7 Tlo3suBame aJjiara

[MIupuna dOuT-BEKTOPaA KOJUM C€ IMPEJICTAB/ba]y HyMEPHUKE BPEIHOCTH 3a/1aje ce
ommujoM -1, a mojpasyMeBaHa BpeHOCT m3HOcH ocaMm outoBa. 3dop SAT perma-
Bava IIpU U3BOPHOM CBODemy BpIu ce onrujom -s. Crobheme na SMT ykibyuyje
ce omujoM -smt, nubHA Teopuja dupa ce onmujom -smtlogic (BpeanocTu QF_BV
u QF_LIA), permaBa4 ommujom -smtsolve (BpemHocT z3 U cvch), a UCIUCUBaHbE

renepucane gopmyite y dopmary SMT-LIB onmmjom -smtout.
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