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HacaoB macTep paga: MojenoBame KpeTamba (DIyuaa ca cJI000HUM TTOBPIIH-

Hama KopuiihemeM MmeTojia JIujeBe ajBeKIje U UMILTAIUTHIX (PYHKITH]a

Pesume: Osaj macrtep paji onucyje KOBEKTOPCKH IMPHUCTYI 38 HYMEPUUKY CHMY-
JIaljy cTpyjama (JIynaa ca CJA0D0JHUM IIOBPIIMHAMA, Ca IIOCEOHUM OCBPTOM Ha
OYyBalbe BPTJIOXKHUX CTPYKTypa TOKOM BpPEMEHCKe eBoJIyruje. 1pajurnuoHasine
MeTOo/le TPeTupajy Op3WHy Kao BEKTOPCKO IOJbe, Uhja aJBEKIHja 3aCHOBaHA Ha
MaTepHujaJTHOM M3BOJIy UecTO yHocu HyMepmuky audysujy. OBo mapymasa Kes-
BUHOBY T€OpeEMY O OUyBalby IUPKYJIAlHje, IMTO y AYyTOTPAjHIM CUMYJIAlldjaMa He-
n30€KHO JIOBOJIM JI0 Jierpajiannje BpTiora. ['yOuTtak eHepruje Ha MaJIiM CKaJama
IIp€e/ICTaB/ba KJBYYHH U3a30B Y PAYyHAPCKO] rpaduIy, jep IUPEKTHO yYMakbyje BU-
3yeJTHY YBep/bUBOCT cuMmyanuja duynma. KoBekTopcku dpopmainzam perniaBa Ha-
Besienn 1podsieM dopmyumyhu op3uny diynaa kao audepeniujaany 1-dopmy,
KOja ce a/iBeKTyje mpuMeroM JInjeBor m3Bo/ia, YnMe ce eTMMUHUITY TJIABHU U3BOPU
HyMEpUYKe JTUCHUIIAIINAje BPTIOKHOCTH.

Y OKBUpY OBOI' MACTep pa/ia Pa3BUjeH je TPOJIMMEH3NOHAJIHU PATYHAPCKU KOJT
KOju, IIpeMa Ca3HambNMa ayTopa, IpPeCcTaB/ha IPBY MMIIJIEMEHTAIN]Y KOBEKTOPD-
ckor dopmasmama koja Kopuctu Oj/IepoB IPUCTYII 38 CUMYJIAINA]Y CTPYjamba (ry-
uJia ca CJIODOIHUM TOBpIINHAMa. 3a npaheme rpaHuvHe TOBPIIUHE KOja pa3/iBaja
pasnuunre dasze, KopuIIheHa je METOJa HUBO CKYyIla 3aCHOBAHA HA WMILIUIUT-
HuM (QyHKIIjaMa, Koja 00e30ehyje poOycHO MO/eI0Bambe heHe BPEMEHCKE €BOJTY-
nuje. PazBujenu ko je BepudmKoBaH Ha TecT ciaydajeBuMma, yKiby4ayjyhu Tej-
Jiop—['puHOBE M TOpyCHE BpTJIOTE, CJI0DO/AH MaJ BOJieHe cdepe y Oa3eH, Kao u
cTpyjame diiynia, KOju UCTUYE U3 U3BOPA CMEIITEHUX Ha, CYCETHUM BEPTUKAJTHIM
sugoBuMa. Jlodbujenu pezynaratu moTBphyjy 18 KOBEKTOPCKHU MPUCTYI oMoryhaBa
cradumiiHe U (HU3NYIKA KOH3UCTEHTHE CHUMYyJIalldje CTpyjama (Jiynjia, duMe ce Io-
CTHUKe 3Ha4dajaH HAIpeJaK Yy HbHUXOBOM HYMEPHYKOM MOJEJIOBAIY Ca JIMPEKTHOM

IIPUMEHOM Yy pavdyHapCKOj rpaduIld U BU3yeTU3AIIN]jU.

KibyuyHe peum: Hymepudka CUMYyJaldja, CI000JHA ITOBPIIHHA, METO/Ja HUBO

CKYyIIa, KOBEKTOPCKHU MPUCTYTI, JIujeBa ajBeKInja, IMILTUIIATHE (DYHKITH]E.
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I'maBa 1

YBOI

Cumynanuja jguaaMuke GJIyna MpeJCTaB/ba jeJlaH O] HAju3a30BHUJUX IIPO-
biema y padyHapckoj rpadurny u HaydHoj Busyeausanuju [1]-[4]. Tokom mpo-
TEKJIUX JIeTIeHNja, Pa3BOj HYMePUIKNX MeTo/a 3a pemaBame Hasuje—Ciokcosux
(enr. Navier—Stokes) jemnaumna omoryhino je reHepucarhe BU3YEJIHO yBEPJbUBUX
aHMMAaIja TEIYHOCTHU, JINMA U €KCIJIO3Wja, KOje Cy JIaHAC CTaHJap/ y (pUIMCKO]
uHLyCcTpHUju U Bujeo-urpama |5, 6]. Mnak, nponasnaxkeme dananca usmehy HyMe-
pUYKe CTAOMIHOCTH, PAIYHCKE e(DUKACHOCTH U (PU3NIKE TATHOCTH OCTaje OTBOPEH
MaTeMaTudku 1podsem. [locedHo je KpUTUIHO OUyBambe K/bYIHUX (DU3HMIKUX WH-
BapHujaHTH, MOMYT BPTJIOXKHOCTH U MUPKYJIallje, TOKOM JyTOTPAjHUX CUMYJIaIlHja.

Y nomeny OjaepoBuX MeTOIA, KOje KOPHCTe (PUKCHY IPOPATYHCKY MPEXKY, HT0-
MUHAHTAH IIPUCTYII 3a JIUCKPETU3AINjy KOHBEKTHBHOT WiaHa je cemu-Jlaipanotcosa
(enr. semi-Lagrangian) agpekimja [7]. Mlako oBa MeToja rapanTyje cTabUIIHOCT U
omoryhaBa BejinKe BpeMeHCKe KOpaKe, OHa YHOCHU 3HAYajHy HyMepHUIKY Judy3ujy.
OBo 710BO/IM JI0 TIOCTETIEHOT CJ1ad/beiba BPTJIOKHUX CTPYKTypa U HapyIiaBama Ke-
sunose (enr. Kelvin) Teopeme o ouyBarby IUpKyJamnuje 3a uieaynne dyuie 8],
OITO PEIYJITUDA CbI/IBI/ILIKI/I HEKOH3UCTEHTHUM U BU3YEJTHO CUPDOMaIIHUM CHUMYJIaIlA-
jama HeaJIeKBATHUM 3a IPUMEHE Yy PadyHAPCKOj rpaduiiu. YBEP/bUBOCT CIEIH-
jaaEX ederaTa y HUIMOBAMA U BHUIEO-UTPaMa JUPEKTHO 3aBHUCH O] OUyBarba
BPTJIO?KHUX CTPYKTYPa, Ma Pa3Boj T€OMETPHjCKN KOH3MCTEHTHUX METO/Ia TIPeICTa-
BJ/ba KJbyuHN 3axTeB cappemere VFX (enr. Visual Effects) npomyxmmje |9, 10].

Kao oaroBop Ha moMmeHnyTa orpaHuverna, y OBOM MacTep pajly MpPeICTAB/bEH je
KOBEKWOPCKY, UPUCTYT MOJIeJIOBabY HECTUINLbUBAX U HeBUCKO3HUX durynma [11].
YMecTo KJIaCHIHOT TPeTHparma Op3uHe Kao BEKTOPCKOT I0Jba, Op3WHA ce (popMmy-

quie Kao jgudepentujagana 1-dpopma. AJIBEKIIMOHN KOPaK €€ 3aTHM Pean3yje
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npumeHoM JIujeBor m3BOa, YNMe ce reOMETPHjCKa CTPYKTYPa KOHTUHYAJHUX je]I-
HaYMHA UMILTUIUITHO TPEHOCH Ha JuckperHun HUBO. OBaj dopmasmsaMm CTPyK-
TYPHO OCUTypaBa O4yBarbe IMUPKYJIallije U eJTMMUHUIIE TJIABHE U3BOPE HyMEPUUIKe
nucunanyje, omoryhasajyhu cTadmiany eBOIyInjy BPTJIOXKHUX CTPYKTypa YakK U
HAKOH BEJIMKOT' OPOja BPEMEHCKHX KOPaKa.

Nako je koBekTOpCcKU (popMaIn3amM OPUTHHAIHO Pa3BHUjeH 3a jempHodasne dJiy-
uze 6e3 cinobosue noppiuHe [11]|, TaBHE JONPUHOC OBOI MacTep paja JIEXKU y
IbETOBOM TIPOIIUPEY W MPUMEHU Ha (QJIynJie ca CJA0D0THUM MOBpIIHHAMA. Y
Ty CBpXy, 3a mupaheme mehymnospinune ¢a3HOr pa3jBajarba TPUMEHEHA je Me-
woga nuso ckyta (enr. Level Set Method) 3acHOBaHA HA MMILIUIUTHUM QyHK-
mujama (12, 13]. la &u ce onprkajia METpUYIKA MPENU3HOCT (DYHKIMje O3HAYEHOD
pacTojama, MMILJIEMEHTUPaHA je MePUOJNYHA PEUMHUIIjaJIn3aluja KOpHuIihemeM
metnoge op3ot mapwuparea (enr. Fast Marching Method) [12].

Hywmepuuka mMmIuieMeHTaIja KOBEKTOPCKOT MIPUCTYIIA PEAJTM30BaHA je Pa3BO-
jeM TPOIMMEH3MOHAJIHOT KOJa 3aCHOBAHOI Ha Tomepenoj (eHr. staggered) MAC
(enr. marker-and-cell) mpexku. AaBeKnmoHu Kopak je MOIUMDUKOBAH KOBEKTOD-
CKOM KODEKIINjOM KOja YKJbydyje TPAHCIIOHOBAHU JakKoOMjaH MHBEP3HOI ITPECIIU-
KaBama (QPJIYUJIHOr TOKA, JOK je IPOjeKIlfja IMPUTUCKA pellaBaHa MEWOJOM KOH-
JYT0BAHUX TPagujenaiiia Pajii 3a/10BObEIba YCJIOBA HeCTUL/bUBOCTU. Ko je onTu-
Mu3oBaH kopumihemem OpenMP napasienuzarnuje, mTo ocurypasa CKaJaOUTHOCT
Ha BUINlEje3rapHUM cucTeMuMa. Bepudukaruja Ha TeCT caydajeBUMa BPTJIOTa,
Tejaop—I'punosom (eur. Taylor—Green vortex) m wopycrom (enr. torus vorter),
nOTBpAMIIA je e(DUKACHOCT KOBEKTOPCKE IIIeMe Yy OUyBalby BPTJIOXKHOCTU.

MacTep paj je opraHm3oBaH y ocaM IOrJaB/ba. HakoH yBoma, y Apyrom
IIOTJIaBJ/bY U3JIOXKEHU CYy TEOPHUjCKH OCHOBU JuUHaMUKe duryuia, yKby4dyjyhn Ha-
Buje-CTOKCOBe jennadunue, jpedunuiujy Bpriokuoctu u KemasunoBy Teopemy. ¥
TpeheM MorjaBsby ONHNCaHe Cy HyMEpPUYKe MEeTOJe 3a JUCKPETU3AINjy jeTHauYnHa
KpeTarba, JIOK Ce Y YeTBPTOM Pa3MaTpajy MOJIeI0BaIbe JTBO(MAZHIX TOKOBA U METOT
HUBO CKyIIa 3a npaheme cjaodoanux noppimaa. llero moryiasibe je mocseheno ko-
BEKTOPCKOM IIPHUCTYILY, Teopuju Judepennujaaanx dpopmu u JlujeBoj ajBexnuju,
Ha KojuMa ce 3acHuBa oBaj paj. IllecTro moryiaB/be ommcyje apXUTEKTypy pa-
3BUjEHOI TPOJIMMEH3UOHATHOT KOJIa 38 CUMYJIAIN]Y HECTUNI/BUBUX M HEBUCKO3ZHUX
daynga ca ca0d0HUM MOBPINMHAMA, JOK CY Y CEJIMOM IPUKA3aHU U aHAJIU3U-
paHu pe3y/aTaTH WM3BPIIEHUX cuMysamuja. Ha Kpajy, 3ak/bydak Jlaje OCBPT Ha

IEJIOKYTIaH paJi U yKa3yje Ha Moryhe mpasIie Jajbel’ NCTPAYKUBATHA.
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OcHoBe muHammKe pJayuga

Marepuja y npupoau uma JIMCKPETHY MUKPOCTPYKTYPY, CACTABJHEHY OJl aTOMA
U MOJIEKYJIa Pa3/IBOjeHNX IIPOCTOPOM, UHje Ce TOHAIAMmEe MOXKe OINUCATU MaTeMa-
TUYIKAM MOJIEJINMAa 3aCHOBaHUM Ha 3akoHMMa dusnke. Cumyrnamnuja dayunaa Ha
MHUKPOCKOTICKOM HUBOY, Pa/IU MOJIEJIOBaba MAKPOCKOIICKUX T10jaBa, 3aXTeBa CyIIep-
padyHape 1 IpopadyHe KOju MOT'y TpajaTu HeJleJbaMa Win MecenmmMa. PagyHapcka
rpaduka TeKu KOMIPOMUCY u3Mely edUKaCHOCTH W MPENU3HOCTUA MOJIE/IOBAbA,
I1a ce KOPUCTH MeXaHnKa (PJIynia yreMe/beHa Ha XUMOTe3UW KOHTUHYYMA.

[Ipema xunore3nm KOHTUHYYyMa, (DJIYUJI Ce MOJIENIyje KAa0 HENPEKUIHA CPeIuHA
0e3 IIpa3HNHA, YNMe ce 3aHeMapyje MOJIEKyJIapHa CTPYKTYPa, a (pU3nIKe BeTMINHE
IIONyT TYCTHUHE, OpP3WHE U MPUTHUCKA IOCTAjy HeNmpeKuaHe (byHKIHje MPOCTOpa U
BpeMeHa. Y OBOM IpUCTYIy, uecuua gayuga (enr. fluid parcel) mpeicraBiba
eJIEMEHT 3allpeMUHe JIOBOJbHO BEJIMK Jla CAJIPyKU CTATHUCTUYKH PEIPE3eHTATUBAH
Opoj MoJIeKyJia, a JIOBOJPHO MAJIHU Jia Ce MOXKe TPETHUpPATH Kao TadKa y KOjoj Cy CBe
dusnUKe BeJUYUNHE 0JbA JIOKAJIHO JePUHUCAHE.

Xwunoreza KOHTUHYyMa, Y KOMOMHAIIMJU Ca 3aKOHUMa, OUyBaiba Mace, HMILYJICa
U eHepruje, MPeJICTaB/ba TEOPUJCKY OCHOBY 3a M3BODEIbe OCHOBHUX je/IHAYUHA JIH-
Hamuke duynga, nodes of OjmepoBux no Hasuje-CrokcoBux [7]. VY mexanunn
daynsa pasBujeHn Cy pasIMIUTH MOJEIN KOjU Ce 3aCHUBA)y Ha JOMUHAHTHUM
KapaKTEepUCTUKAaMa CTPyjarba, KaKo OM ce OMOTYNHWJIO IM0jeTHOCTAB/HEIHE WUJIH Jie-

TasbHIje pasMaTrparbe mpodsema [14]:

e Hecrumibu dayma — Mojen y KOMe ce T'yCTHHA CMaTpa KOHCTAaHTHOM Y
poctopy u BpeMeny. lIpumemyje ce Koy Teunoctu u criopo kpehyhux racosa
(rze cy mpoMeHe IPUTHCKA MaJie);

o Uneanan (caBpiren) duryns — MoJies1 HEBUCKOZHOT (hJIynia 0e3 yHY TPAIIHEr



I'VIABA 2. OCHOBE /IMHAMHUKE ®JIVUJI[A

Tpemba. Omoryhapa aHaauTHYKa pelllemha OCHOBHHUX jeIHATMHA TUHAMUKE
dbayuna (anp. Ojnepose jeqHadnne) 3a OrpaHUYeH CKYI MOj€IHOCTAB/HEHUX
IpoodJIeMa, ajand He y3uMa y OO3UP JUCHUIIAINA]Y €HEePIruje;

o Crunubus ynss — MOJe] Y KOMe ce TYCTHHA Mekha Y 3aBUCHOCTH OJ1 IPH-
TUCKA W TeMIlepaType W TJie JOMUHUPAjy ejactudHe cuje. Kibydan je y
AePOIMHAMUIIN, TIPU CTPYjarby BEJIMKUM OpP3UHAMA U y JTUHAMUIIA TacOBA;

e Peaman dutyns — HajKOMILUIETHU)U MOJET KOjU Y3UMa y 003UP BHCKO3HOCT U
CTUIIJBUBOCT, aJIM je MAaTEeMaTUYIKH HAj3aXTEBHUjU, I1a CE peIlerha JI00ujajy
UCKJBYIUBO HYMEPUIKH.

Hapemenu mojiesin mpejicTaB/bajy XujepapXujcKu OKBUP Y MeXaHUI (pJIyuia, mpu
qeMy ce m300p ojrorapajyher mMojesa 3acHHBa Ha KapaKTEPUCTHKaMa ITPOTOKA,

Op3UHM, TPUTUCKY, TEMIIEPATYPHU U YKEJbEHO] TAYHOCTU AHAJIU3E.

2.1 OcHOBHH IIOjMOBU

YV Mmexanunu GJynia pa3auKkyjy ce JiBe OCHOBHE KAaTeropuje Cuja:

e SampemuHcKe (MaceHe) cuie — JeJyjy Ha CBaky decTuily (Quiynja yHyTap
nesie 3ampeMune. lIporoprumonasHe cy Macu Wy jelHAUMHAMA KpeTarmba
jaBJbajy ce Kao M3BOp yOp3amba;

e [loBpmuHCcKe cuyie — Jlesryjy Ha rpaHuriama usMmely nemoBa iiynjga, WA
m3mehy daynaa u cnospanmmbux moBpimuHa (HIp. 3ujoBa 1eBn). Odyxsa-
Tajy CHUJje IPUTUCKA U BUCKO3HOT TpEHAa, a HBUXOBa PACIOJesa Ce OIUCYje
TEH30POM HAIIOHA.

yctiuna payuga p ce meduHUIE KAO Maca MO jeJIMHUIN 3aIpeMuHe. ¥ Teo-
puju cTpyjama, oHa je dyHIaMeHTAJHHU IIapaMerap y 3aKOHHMa OdyBarba Mace U
UMITYJICa. 3a CTHUIL/bUBE (QJIyne, I'yCTUHA je (DYHKIMja IPUTUCKA U TEMIEPATYyPe,
I1a je 3a MOTIYHO JeduHUCakhe TEPMOINHAMUYIKOT CUCTEMa HEOIIXO/IHA jeTHAYNHA
crama. Hacymnpor Tome, Ko HecTUN/bUBUX (OJIyUIa I'yCTUHA je KOHCTAHTHA, 114 je
11oJ/be Op3uHe HEeJUBEPreHTHO, OJIHOCHO JIMBEPTEeHIja BEKTOpa OP3UHE je jeiHaKka
HYJIX Y CBaKOj TA4KH, IIITO 3HATHO TI0jeTHOCTABJbY]j€ OINC CTPY]jamba.

Aunamuvwrka suckodnoct (4 je dyHIAMEHTATHO CBOjCTBO (diiynia Koje ojpelhyje
OTIIOp PEeJIATUBHOM KpeTamby CyCeIHUX CJI0jeBa yCJeJl YHYTpaIliber Tpema. ¥ 3a-
BUCHOCTH OJI TOTa JIa JIM Ce FheHa BPEIHOCT MEHa MPH CTPYjamy, dhIyuan ce jesre
HA EbYTHOBCKE U HemwyTHOBCKe. Koj myTHOBCKUX duiynaa (HOp. BOJa, Ba3iyX

U UHIYCTPHjCKA yJba IIPU CTAHJAPIHUM YCJIOBHMA) BUCKO3HOCT jé KOHCTAHTHA U



I'VIABA 2. OCHOBE /IMHAMHUKE ®JIVUJI[A

3aBHUCH HMCKJ/bYUUBO OJ IMPUTHUCKA U TEMIIEpAType, IITO I0je/IHOCTABIbYje IbIXOB
MareMaTudku onuc. Koj HewyTHOBCKUX (uyuja (HOp. KpB, MOJUMEPHH Dac-
TBOPH ¥ TIaCTe) BHCKO3HOCT 3aBUCH OJI YCJIOBA CTPYjarba, IITO 3aXTEBa IPUMEHY
CJIOYKEHUJUX MOJIEJIA.

Kunematiuura uckosdnocti v ce neduUHUINIE KAO0 KOJUIHUK JTUHAMUYKE BH-
CKO3HOCTH U ryctuHe duynga. 3a oapehuBarme pexkmMma CcTpyjarbha KOPUCTH Ce
PejuosicoB 6poj, Koju mpesicTaB/ba OJHOC WHEPIUjATHUX W BUCKO3HUX CHJIA U
OOpHYTO je cpa3dMepaH KHHEMATHYIKO] BUCKO3HOCTH. 3a MaJje BpeaHoctu PejHosi-
coBOI' Opoja, CTpyjame je JaMHUHApPHO U OJJINKYje CEe CJ0jeBUTOM CTPYKTYPOM Ca
rapaJjesiauM crpyjaunama. Ca nosehamem PejnosiicoBor Opoja, pa3Boj Xupo/iu-
HaAMHUYKAX HECTAOMTHOCTU MHUIIMPA TIpesia3 y TypPOYJIeHTHH PEeXKUM KOTa KapaKTe-
puIe XaoTU49HA, BPTJIOXKHA CTPYKTYPA.

Iputtiucax p ce neduHUIIe KAO0 UHTEH3UTET HOPMAaJIHE KOMIIOHEHTE CHJIE II0
jenuHUM noBpiuHe. Y GIynuMa HAcTaje ycje] MOJEKYJIapHUX Cy/Iapa U UH-
TepakIija YecTuria. y CTamy MUPOBarmba (pJIyul He TPIU TaHTEHIIMjaJIHe HAIIOHE,
I1a je MPUTHCAK M30TPOIIaH, OJHOCHO jeJHAK y CBHUM IPAaBIUMa y JATOj TaUKH.
[Ipu crpyjarmy, YKyIHA TEH30p HAIOHA YUHE U30TPOITHU NPUTHCAK W TAHTEHIIH-
jamHu (BUCKO3HM) HAIIOHH CPa3MepHH I'DaJIijeHTHMa Op3WHE, KOJU YCJIOBIhaBAjy

JUCHUIIAINA]Yy eHepruje U pa3Boj TYpPOY/IeHIHje.

2.2 JemnadyuHe KpeTama piayuniga

Y oBOM ety ipesicTaBuNeMO OCHOBHE jeHadnHe quHaMuke durynaa, Ojirepose
n Hasuje—CrokcoBe, Koje ommucyjy Kperame (hIynaa u 9nHe MaTeMaTHIKA OKBUP
3a aHaJM3y ToKa. [locebHO cy morojHe 3a MpuKas jeJHOCTABHUJUX, JTaMAHAPHUX (y
napaJjieJTHUM CJI0jeBUMa) pexkuMa crpyjama. Vnak, 10 jaHac, HHUje JOKA3aHO JIa
JIN TpoAauMeH3noHaHa perneha Hapnje—CTOKCOBUX jeqHAYMHA YBEK IIOCTOje, IIa
je oBaj mmpodsieM yBpITeH Mehy mutenujymcke mpodsieme Kiejopor maremaTuakor
unacruryTa [15).

PemaBamem ojrosapajyher cucrema jegHadmHa MexXaHuKe (DJIyHa JIo0Uja ce
BEKTOPCKO 110/b€ OP3UHA, KOje cé KOPUCTU 33 BU3YEJHU3AIN]y CTPYyjarha, WIN JaJby
MaTeMaTH4Ky aHajn3y. llocToje jgBa OCHOBHA MPUCTYIA 33 ONMUCHUBAIHE KPETarba
daynma: Jlarparko, u3 Kora morude mojam tpajexkropuje, u Ojaepos, ca Kojum
je TIoBe3aH 10jaM CTPYJHHUIIE.

Jlarpam:xoBa MeToJ1a 3acHUBa ce Ha mpahemy decturia GIyUIa U BPEITHOCTH
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BeJINYMHA KOje MX KapakTepully. TpajekTopuja, Wan MyTamba decTure QJIynia,
IIpeJICTaB/ba KPUBY Y MIPOCTOPY KOjy UECTHUIIA OMUCYje OJ1 IMOYETHOT JIO ITPOU3BOJb-
HOI' TPEHyTKa. [UIaBHU HEJIOCTATAK OBE METOJIe je moTpeda na ce JedUHUILy jeji-
HadMHEe KPeTama 3 OECKOHAYHO MHOI'O YECTHIQ y MOJbY CTPYjarba.
Y OjiepoBoj MeToIU MOCMaTpajy ce
npoMene (hU3NIKUX BEJIUINHA Y PUK-
CHUM TadKaMma IoJjba cTpyjama. Kpos
CBaKy TadKy I0Jba CTPYyjalkha TOKOM
BpeMeHa ITIpoJia3e Pa3JIUIuTH e/ Mhu
dayuna, Hocehu cBoje puznKe Kapak-
tepuctuke. CTpyjHHUIA je BEKTOPCKA
nuHAja noska opsune (Comka 2.1), Kojy
y onpeheHOM TpEeHyTKy 4YuHEe DPa3Jiu-
quTH Jeimhu pIyuaa 9uju cy BEeKTOPHU
Cruxa 2.1: Tpukas crpyjunmne: y jarom Op3UHE TAaHTeHTHH Ha Ty Junujy [16].
TPeHyTKy, BeKTOop OpsuHe neimha ¢duy- Hacympor Tome, Tpajekropuja mpe-
ujia TaHTeHTaH je Ha cTpyjuuiy [16]. CTaB/ba CTBApHY IIyTaiby IO]je/(HHATHOD
nenuha dyna.
CranmoHapHO CTpyjarme je OHO KO
KOTa ce Op3MHa W ocTaje pU3NYIKe BEJIUUNHE Yy CBAKOj (PUKCHO] TAUKH ITPOCTOPA
He Memajy TOKOM BpeMeHa, 0e3 003upa Ha TO Koju Jeanh dpurynga y ToM TpeHyTKY
npoJsia3u Kpo3 mwy. Ilpu crammonapHOM CTpyjaiby CTPYjHUIIE W TPajeKTOpHje ce
nokJjanajy. Ko HecTanuoHapHOT CTpyjamba CTPYJHUIE Ce Membajy y BpeMeHy u
He TIOKJIallajy ce ca TpajekropujaMa. Ha mpumep, ako BeTap Mema CMep JIOK
JIUM U3JIa3W U3 JIUMIbaKa, CTPYjHUIlA TOKa3yje caMO TPEHYTHU CMep BeTpa, JOK
TpajeKTopuja MpPeJICTaB/ba CTBAPHU (MCKPUBJHEHNU) IIyT YECTHUIIE JMMa HACTAO IO
YTHIajeM TPETXO/IHIX CMePOBa BETPA.

[Tpuimmkom u3Bohema OCHOBHUX je/IHAUMHA MeXaHUKe (DJIyna KOPUCTE Ce T0j-
MOBU Mallepujante U Konipoare satupemure. U3 JlarpankoBe merojie mpousu-
Jla3u TI0jaM MaTepujajHe 3arpeMune V,,, OJHOCHO U3/BOjeHe 3ampeMune yuia
KOja CcaJIp:KM yBEK ucTe Jieiuhe pJiynsia U orpaHnydeHa je MaTepujaJHOM TOBPIIH-
voMm A,,. Ilojam kouTposTHE 3ampemune, Koju motude u3 Ojrepose MeTOE, OTHOCH

ce Ha UKCHY 3anpeMuny V, orpanudeny (pUKCHOM MOBPITHHOM A.
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HaBuje-CtokcoBe u OjiepoBe jegHadymHe

Haguje—CrokcoBe jeHadmie MpeICTaB/bajy CUCTEM HEJTMHEAPHUX aPINjaTHuX
JudepeHnjaaTnnX jeJIJHadHa IPYTOr PeJia KOje OIUCY]Y KpeTahe BUCKO3HUX (DJTy-
ujia. ¥ OIIITEeM CJIy4ajy PelraBajy ce allpOKCUMATUBHUM HYMEPUYKUM METO/IaMa,
JIOK Cy aHAJUTUYIKA Pellleha MOryha UCKJ/bYYIBO Y BEOMA I10jeTHOCTABIHEHUM, W e~
amu3oBaHnM curyarmjama. Ca apyre crpane, OQjaepoBe jeIHaUNHE, KOje OIHUCY]Y
KpeTarbe HeBUCKO3HUX (DJIyH/1a, YMHE CUCTEM MTapInjaTHIX JU(epeHIujaTHux je/i-
HadnHa npBor pega. OHe ce 3aCHMBAjy HA 3aKOHUMA OYyBamba Mace, UMITYJICA U
eHepruje, Koju cy, npema reopemu Fmu Hetuep (eur. Emmy Noether), noBesanu ca
cUMeTpHjaMa CHUCTEMa: O4YyBalbe €HEPruje Ca XOMOTEHOIINY BPEeMEHA, & OUyBAhE
uMITyJIca ca xoMoreHornhy mpocropa [17].

HectumpuBu TokoBH xXOoMoreHux duiyuiaa y menoMm npocropy R", n = 2,3,

PEJICTaBIbajy pelllerha CIcTeMa jeHaqnna 7):

%1; :—%VanuAuan, (2.1)

divu=V.-u=0, (x,t)€R"x]0,00), (2.2)

u |i—o=ug, x€R" (2.3)

rae cy: u(x,t) = (ul,u?, ...,u™)? Bekrop Opsune dbayuna, p(x,t) npurucax, p

ryctuHa GJynia, ¥ KHHEMATUYKa BUCKO3HOCT, divu JauBEpreHIimja BEKTOPCKOT
mosba u, V omeparop rpaaujenta u A Jlammacos oneparop. Ysan koju omucyje
yOp3aibe Koje TOoTuYe OJ] CIOJhAIlbUX CHUJIa, HIpP. IpaBuTaluje, o3HadeH je ca f.
Harmomenumo j1a ce y padyHapcKoj rpaduiin KOMIIOHEHTe BEKTOpa Op3WHE OOUIHO
o3Ha4YaBajy ca (u, v, w).

Kousexkrusuu mwim marepujannu u3so D /Dt, npencraBba U3BOJ JIyK TPajeK-

TOpHUje JeCTHUIlE:
D 0 ;0
— == I —. 24
Dt 0ot i 321 e 24)
Taza ce neBa crpana jegmaqdune (2.1) moxke Hanucaru y oduky [8]:

oul  oul  dul

Du Ou ou 9a7  0a? a?
E:E+(u-V)u:§+ g_;f g_;z g_zi u (2.5)

oud  oud oud
ozl  0x%2 0x3
Vv
JakobujeBa MarpumaVu

S/
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Tpeba HarsacuTu Ja ce ymecro ozHaka u(x,t) = (u!, u?, u3)T 3a BexTop 6paune
dbaynna u (b, 2%, 23) 3a KoopauHaTe, y padynapckoj rpadgunu xajuenthe Kopucre
u(x,t) = (u,v,w)’ u (z,y,2), koje hemo xopucruru y mamem Tekcry. Kasa je
BPEJIHOCT KHHEMATHYKe BUCKO3HOCTH v Beha oJ Hyse, jennaudnne (2.1) cy Hasuje-
CrokcoBe, nok ce 3a v = 0 cBoge na Ojnepose jennaqmpe. JemHaunmHa (2.2)
nU3pazkaBa yCJIOB HECTUILLUBOCTH (BJIyna, IPU UeMy je CTarbe TakBor (hJrynia
neduarcano moMoly YeTUpH MPOMEHJ/bUBE: TPU KOMIIOHEHTE BEKTOpPa OpP3UHE U
nputucka. [louerHn npodsem 3aar jennadnnama (2.1)—(2.3) cagpku BpeMeHCKe

U3BOJIE CaMO 3a TPU OJ] YKYITHO YEeTUPH Helo3HaTe (DYyHKIIHje.

2.3 BpTiaoxkHoCT 1 BpTJIO>KHA dopMYyJialja

jemHadnHa Kpertama diayunga

BprioxHo Kperamwe diynmga

BpriioxkaocT uMa K/bydHY YJIOTY Yy JUHAMUII (QIIYHIA, 1A CE€ CTPYjalbe IeCTO
aHAJIU3UPA KPO3 €BOJIYIIN]Y HeHOT noJba. llo/be BPTIIOXKHOCTH W) je IMOBe3aHo ca

nosbeM OpsuHe u Ha ciregehn madumn [7):
w=rotu=V xu, (2.6)
OZlaKJIe CJIeH Ja BPTJIOXKHOCT 3a HeAuseprenTHO nosbe (V - u = 0) 3a10BosbaBa:
V-w=0. (2.7)

Y JlekapTOBOM KOOD/JMHATHOM cucTeMy pesaruja (2.6) maje cienehe Bese us-

mehy xommonenTtu Opsune (u,v,w) U KOMIOHEHTH BPTIOXKHOCTU (W, Wy, W, ):

T I R VY N VA
Oy 0z Y 9z 0x’ 7 ox Oy '

Wy

YV JIBOJIMMEH3UOHAHOM CJIy4ajy, MOJhe BPTIOXKHOCTA HUMa CAMO jeJHY HEHYJITY
KOMITOHEHTY W, OPTOTOHAJHY Ha (Z,y) paBaH, 4uMe Ce ayTOMATCKHU 3aJI0BOJhaBa
YCJIOB HeMBEprenTHOCTH (2.7).

[Mupkynamuja ' BpT/IO)KHOT TIO/ba OKO 3aTBOpeHe KpuBe L, Koja OKpYyKyje

MOBPIUHY S 9Uju je BEKTOp HOpMaJe N, jedrHrCcaHa je KAo JINHUjCKU THTErpaJl:

F:/u-dr:/w-nds. (2.9)
L s
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[Ipema KesiBuHOBOj Teopemu, NMuUpKyJaluja Op3WHE YK 3aTBOPEHE KOHTYPE
KOja ce kpehe ca daynmom He Mema ce TOKOM BpemeHa [7]:
DT
T

YKOJIMKO Cy UCIyHeHU cJenehn ycaoBu:

0, (2.10)

® HEBUCKO3HOCT (PJIyHn/Ia, jep BUCKO3HOCT IIPE/ICTAB/bA IJIABHU MEXAHU3aM CTBa-
pama u Jucunaluje BPTIora,

® KOH3EPBATHBHOCT CHOJBAIIBLUX CUJIa (HIP. TPABUTAIMOHE CUJIE),

e DaporponHocT BJIynIa, Tj. TYCTUHA je jeJHO3HaYHA (PYHKIIMja ITPUTUCKA,

® TJIATKOCT TOKa (DJIYHA, OJHOCHO OJICYCTBO MPEKUIA MOIYT YIapHUX TAJIAca.
To 3Haum ga ce BpTIO3W y TAaKBOM (DJIYHIYy HE MOIY CIIOHTAHO IIOjaBUTH HUTHU
WITYe3HYyTH, Beh MOI'y IMOCTOjaTH caMO aKO Cy 3aJaTH IMOYeTHUM WA yBEJIEeHU
TPAHUYHUM YCJOBAMA.

OBze he ykpaTko duTu mpukasaH jeJHOCTABAH OIKMC HECTUIIL/BUBOT BPTJIOXKHOT
crpyjama duynma. Cako riaaTko nosbe opsune u(x,t) uma Tejiaopos passoj OKo

dbuxcue Tauke (Xo,tp):

11(X0+h, to) = U(Xg,to) +VH(X0,t0>h+O(|h|2>, h e R?’. (211)
Jakodujera marpurna Vu nma cumerpudnn j1eo0 D u aHTHCHMeTpUIHHA j1e0 ()
1
D=3 (Vu+vu'), (2.12)
1
0= 3 (Vu—vu'). (2.13)

D ce HasmBa MaTpula HWHPUHATE3NMAaJHEe crome mgedopMmannje, J0K ce (2 Ha-
3UBa MaTpHla NHGUHATE3UMAJHE CTOIe poranuje. AKO je CTpyjaibe HECTHII/BUBO
(div u =0), ouna je rpar trD = ) . d;; = 0. Moxke ce moka3aru Jia 3a BPTIOZAKHOCT
w Baxu [7]:

Oh = %w x h, Vh e R’ (2.14)

Kopucrehin Tejnopos paszsoj (2.11) u pesnanujy (2.14), moduja ce:
1
u(x, tg) = u(xog, o) + S X (x —%0) + D(x — x0) + O(|x — x0/%), (2.15)

rze je D (cumerpuuna) marpuna gedopmanuje quju je tpar tr D = 0. Ynanosu Ha
JlecHoj crpanu pesanuje (2.15) uMajy Gu3nuky MHTEpIpeTANnjy: TPBU OAroBapa
TpaHCAINjU, APYTH WHPUHATE3UMAJTHO] POTAIUjH, a Tpehn MHMOUHUTE3UMAJIHO]
nedbopmanuju. IIpema Tome, CBAKO HECTHII/BHBO BPTJIOKHO IOJbe Op3WHE U(X,t)
MOYKE C€ IPEJICTABUTH Ka0 CyMa OpP3UHA KOje OJroBapajy OeCKOHATHO MaJIOj TPAHC-

Jlanuju, poranuju u gedopMaliuju.
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Bptaoxxkna dpopmysnanuja jeqHaunHa Kpertama piayunga

[Tpumenom oneparopa porop (Vx) na Hasuje-Crokcose jennauune (2.1), y3
(2.6) u peranujy V X [(u-V)u] = (u- V)w — (w - V)u, Koja BazKu 3a HECTHUII/HIBE
dyume, 1oduja ce IMHAMUYKA jeIHAYMHA 33 BPTJIOXKHOCT (LI y KOjoj He burypuiie

npuTHcak (Jeraspu u3Boherma ce Mory Hahu y [7]):

88_(:+u.vw:w-Vu+VAw+V><f. (2.16)

VYKouko je dIyn] HECTUNII/BUB U HEBUCKO3aH, OBA jeHAYMHA J00Uja 3HATHO jeJI-

HOCTaBHUJU OOJIUK:

%—(:+u-Vw:w-Vu+fo. (2.17)

Pemasamem jennauune (2.17), y3 onrosapajylie nmouerte u rpaHuvHe ycJjoBe, ojipe-
byje ce BpTiio)KHOCT pryuiHOT KpeTama. MehyTum, To 0OM4HO HUje JTOBOJBHO, jep
ce 3aXTeBa W BEKTOP Op3WHE, a MOHEKaJ[ U MPUTUCAK. PeKOHCTPYKIMja BEKTOPa
Op3uHE U Ha OCHOBY BPTJIOKHOCTHU (U je CJIOXKEH W HYMEPUIKHU 3aXTeBaH IPOIIEC,
KOjuM ce oBaj paJi He baBu. KoBekTopcka MeTo/1a, Koja je TJIaBHA Te€Ma OBOT PaJa,

€JINMUHUIIE TTOTPeOdy 3a TUM.

2.4 TI'paHu4YHU yCJIOBU

Behuna m3azoBa y HyMepHYKOj CUMYJIAIUjU CTPYjarmba QpIyujIa JIeXKu y aje-
KBaTHOM 33/IaBaiby I'PAHUYHUX yCJIOBa. ¥ HACTaBKy hemo ce hoKycupaTu Ha JIBa
OCHOBHA THUIIA IPAHUYHUX yCJIOBa: uepciie 3ugoge (eHr. solid walls) u caobogne
uospwune (enr. free surfaces) [2].

['panugHm ycjaoB YBpPCTOr 3WJa jaB/ba Cce TaMoO e ce JIyuJi JI0Jupyje ca
gBpcTuM TesioM. HajjemnocraBHuje ra je dpopMyancaTu Ipeko Op3uue: QJIyua He
CMe IIPOJINPATH Y UBPCTO TEJI0 HUTH M3JIA3UTH U3 hera KPo3 KOHTaKTHY ITOBPIITUHY,

ITa MOpa Ba)KUTH JIa je HOpMaJTHa KOMIOHEHTa Op3uHe (iiynia jeTHaKa HYJIH:
u-n =0, (2.18)

r7e je U BeKTop Op3umHe QUIynaa, a N jeJUHUIHU BEKTOP HOPMAaJe Ha MOBPIIUHY
3ua, yeMepen ka daynmay. Curyarmja je cioskeHnja ako ce Tejio Kpehe. V ommrem
cydajy, HopMaJiHa KOMIIOHeHTa Op3uHe dJIyn/ia Mopa Jia Oy/ie jeJHaKka HOPMAJIHO]

KOMIIOHEHTH Op3WHE YBPCTOI' TeJia, TaKo Jia peJlaTuBHA Op3uHa usmely dirynaa u

10
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TeJIa UMa, HYJITY HOPMAJIHY KOMIIOHEHTY [2|:
U N = Ugq - N, (2.19)

[JIe je Ugiq Op3UHA IBPCTOr Tejia Ha IpaHulm. Yo (2.19), mosHar Kao yc.aoe
be3 upuseususarsa (eHr. no-stick condition), orpaHrnYaBa UCKJ/BYIYUBO HOPMAJIHY
KOMIIOHEHTY Op3uHe, JIOK ce (JIyu cjao00aH0 Kpehe /My rpanudHe MOBPIIUHE Y
IpaBIly TaHreHTe. /Ipyrum pednMa, TaHTeHIMjaTHA KOMIIOHEHTa Op3uHe dirynia
MOYKe OUTH HE3aBUCHA O] TAHTEHIMjaJIHe KOMIIOHEHTE OP3UHE UBPCTOT TeJa.

[MITo ce Tuve mpuTHCKa HA YBPCTOM 3UJLY, H-ETOBa BPEIHOCT HUje CJIODOIHO
3ajiata, Beh je onpehenHa Tako ja ce 00e30e/ M HECTHII/BUBOCT (DJIyHJIa U Jla ce
UCIIyHe PPAHUYHU YCJIOBU HA YBPCTOM 3uIy. Y jeJHadnHN KpeTarba (2.1), wiaH
Vp/p Baxku u Ha rpanunu. Kako du npurrcak Morao J1a KOHTPOJIUIIE HOPMAJIHY
KOMIIOHEHTY Op3uHE U - N Ha IBPCTOM 3]y, MOPa OUTHU 33/ J0BOJbEH OAroBapajyhn
YCJIOB 3a CKaJApHU TPOW3BOJ Vp - N, TO3HAT U KA0 HOPMAJIHU H3BO/T IPUTUCKA.

OBuwMm je neduHrCcaH TPAHUYHE yCJIOB HA UBPCTOM 3WJTY 38 HEBUCKO3aH (DJIyH/I.
MebyTum, y npucycTBy BUCKO3HOCTH, CUTYyalldja IOCTaje CJI0XKeHuja. Buckozuu
edekTu y3poKyjy Jia ce QpIyu ,JIpujaenu’ 3a IBPCTY MOBPIIUHY, IITO 3HAYH A
ce ¥ TAHTEHINjaJTHa KOMIIOHEHTa Op3WHe MOpa YCKJIaIuTu ca dp3mHoM 3uga. OBO
ce HA3UBa YCA060M be3 kaudarea (€Hr. no-slip condition), mpema KOMe BEKTOD
Op3une Jynga Ha TPAHUIM MOPa Jia ce MOKJalla ca BEKTOPOM Op3UHE UBPCTOT
Teqa: u = 0 ako je 3uj HEIOKPETaH, MJIN U = Ugq KO Ce IBPCTO TeJIo Kpehe.

V mpakcu, yTur@aj BUCKO3HOCTH U e(PEeKTH YCI0Ba MPUICI/bUBAHA OTPAHITICHI
Cy Ha M3y3€THO TaHAK CJIO] y3 3W/J, TAKO3BaHU I'DaHUYHU CJI0j. Ban Tor cioja,
BUCKO3HU WJIAHOBU IIOCTAjy 3aHEMAapJbUBH, 1a ce (OJIyHU I MOHAIIA TPUOJIMKHO Kao
HEBUCKO3aH. Y TOM PEruoHy, JuHaMuKa (QJIyu/ia je J00p0o almpoOKCUMHUPAaHA KOPH-
nthemweM ycaosa cr0bogrot kausarea (eHr. free-slip condition), npu KoMe je T03BO-
JbeHO TAHTEHIINjAJTHO KpeTame IIynia Ty 3ujia, JOK je HOpMajHa KOMIIOHEHTA
Op3uHe jeaHaKa HYJIU.

VeoBu Ha MOBpIIMHAMA KPO3 KOje (DhJIYH YIa3u y CUCTEM W W3Ja3U U3 CHU-
cTeMa Cy KJbYYHU 3a IIPABUJIHO MOJIejIoBame Toka. Ha ynagy, Hajuernihe ce kopucre
ycao6u Koncmanimne dpaune (enr. velocity inlet) win ctaanot upotora (€Hr. Mass
flow inlet). Ha uznazy, qjoMuHUpa yca06 KonCWaniHoT Gputiucka (€Hr. pressure
outlet), kojum ce 3ajaje pedepeHTHH TpUTUCAK (HIP. ATMOCHEPCKN), WU [T
npuTHcka Kpo3 cucreM. Jla dm ce m3beriia HecTadbuaHOCT yciel pedJieKcrje Ta-

Jlaca, IIPUMEBY]Y CEe YCA08U CA0OOGHOT TPOTLULAIHE, (eHI‘. outﬂow). Y caoxkeHujum

11
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CUCTEMUMA, TIOIYyT OHUX Ca CJIODOJHOM IOBPIIMHOM, KOPHUCTE Ce 0WBOPeHU IPa-
nuury yeaosu (eHr. opening boundary conditions), KOju 103BOJbABAjY JTBOCMEPEHN
npoToK (y/a3 U M3J1a3 Kpo3 MCTY IOBPINUHY) Y 3aBUCHOCTH OJI JIOKAJHUX yCJIOBA.
OBu ycjI0BU Cy KJ/bYYHU 38 HYMEPUUKY CTAOUIHOCT M (PU3UIKY KOPEKTHOCT IIPH
MOJIEJIOBalby MHTEpaKIije DJIynia ca OKOJTUHOM.

Y ormmTeM ciiydajy, 3a CBa II0J/ba IIOCTOje JIBa THUIIA I'PAHUYIHUX ycjioBa: Hoj-
manosu u Jlupuxaeosu. 3a maro nome f, HojManos (puposHn) rpaHuYHA YCIIOB
3ajlaje HOPMAaJIHU W3BOJI TOI' 1I0Jba, Tj. W3BOJ y MPABIy HOpMAaJe N, OJHOCHO

BPEJ/THOCT HEeroBOT' (pJIyKCca Ha T'PAHUINA, TAKO JIa BaXKU:

oy, (220)
rJie je N jeJIMHUYIHU BeKTOP HOpMaJie Ha MOBPIIUHY TpaHuIle, a g(X) 3a1ara pyHK-
mja. Y ciaydajy Kaza je g(x) = 0 (xomorenn HojmanoB ycioB), niosbe f He Bapupa
y TpaBity HOpMaJie Ha rpanuily. Crora ce ycaoe des worka (enr. no-flux condition)
MOK€ CMaTpPaTU CIIeUjaJIHIM ciy4dajeM xoMmorenor HojmanoBor ycioBa.

Ca gnpyre crpane, /lupuxJieoB rpaHUYHH YCJIOB 3aJiaje JUPEKTHO BPEIHOCT
caMor moJba f Ha IPaHUIM ODJACTH Y KOjO] ce BpIIM npopadyH (y HAIeM CIydajy

Ha, MTOBPIIVHU 3W/1A):

/= g(x). (2.21)
Ykosmko je g(x) = 0 u oBaj ycJOB BaxkKu 3a BEKTOPCKO IT0Jbe Op3MHE U, Taja
Ha rpanunu uMamo u = 0. OBo mpejcras/ba MaTeMaTHIKy (GOpMyIanujy yCaoBa

[PUJICIJbUBAbA Y BUCKO3HUM (DJIyHIMMA, KOjU OIHUCYje YUILEHUILY Jia ce DIy

,3ayCTaB/ba’ HA YBPCTOj TMOBPIITUHU.
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I'maBa 3

Hymepuuke meToae 3a pelliaBambe

jeaJHaunHa KpeTama PIynaa

3.1 Jlarpan>koB u OjiiepoB NPUCTYII peHiaBamby
jeaHauymHa KpeTtama dirynga

VY aHaM3M KOHTHHYYMA, Kao 1To ¢y (Guayuau (TETHOCTU U TACOBH ) UM YBPCTA
JedopMaduIHa Tejda y KpeTamby, II0CTOje JIBa OCHOBHA IpUCTyHa: JlarpaHkoB u
Ojnepos (2, 5]. JlarpaHKoB IPUCTYI TPETHpPa KOHTUHYYM KAaO CHCTEM YeCTHUIIA:
CBaKa YECTUIAa MMa CBOj TPEHYTHHU IOJIOXKa] X W OpP3WHY U, a npaheme mBUXo-
BOI' KpeTama oMoryhasa omnuc eBosyiuje nesor cucrema. Hacympor Tome, Ojite-
POB IIPUCTYII, KOju je yoOmuajenuju y ananusu diayuia, pokycupa ce Ha purcHe
TavyKe y MPOCTOPY U TPATU Kako ce dpusnyke BeguduHe (HIp. OP3MHA, IPUTHCAK,
[YCTHHA) Memajy y THM TadkaMa TOKOM BpeMena. OBaj OPHUCTYIT IPYKa [IPUPO-
JIaH OKBUD 3a MO/IEJIOBAIbE TPOTOKA Y (DJIynmMa, HApOIUTO KaJa Cy KUHEMATUKA
IIPOTOKa U JIOKAJIHE ITPOMEHE MCTOBPEMEHO BarKHE.

Hymepuuku, JlarpamkoB TpPHCTYII OJroBapa CHUCTEMY YECTHUIA, €A WU Oe3
MpexKe Koja ux 1oBe3dyje, MoK (jepoB MPUCTYIl OAroBapa KOpPUIIhemwy (ukcHe
pereTke (Mpexke) KOja 0CTaje HEIIPOMEHEHA Y MIPOCTOPY, 0e3 003Mpa Ha KpeTambe
dbaynma. Kibyd 3a noBesuBame oBa J[Ba MPUCTYIIA j€ MATEPHUjaIHU U3BOJ, |2]:

Dq dq 0q  0Oq dq

Dg _0q 0¢ . Oq O 1
Dt ot "or Vay T Vaz (3:1)

IJle je ¢ HEKa OJ] BeJIMYMHA KOje aHAJU3UPaMo, JOK U, U U W IMPEJICTaB/bhajy KOM-

nonenrte opsune u. Ilpsu wman, dq/0t, npecraBiba OP3UHY KOjOM Ce BEJUINHA
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q Mema y (PUKCHO] TAIKHU MIPOCTOPA, MITO oAroBapa uncto OjaepoBoM MPUCTYILY.

Hpyru wian, Vq - u, Kopuryje BpeJHOCT ¢ 300T KpeTarma (JIynaa Kpo3 Ty (pUKCHY
TavKy, IITO je OCHOBa JlarpaHKOBOT MIPUCTYIIA.

[Ipenoc dusmuke Besmunne y GJIyuay o JIejCTBOM BEKTOPCKOT 0Jba OP3WHE
u HaswBa ce ageexyuja (eHr. advection). JemHaumHA AJBEKIMje Ce 3aCHUBA Ha

MaTepHUjaJTHOM W3BOJY, & Y HajjeJHOCTaBHUjEM CJIydajy Taj W3BOJL je jeJITHAK HYJIU:

Dgq
— =0 3.2
Dt ’ ( )
OJIHOCHO
dq
. =0 3.3
5 +u- Vg , (3.3)

ITO 3HAYU Jia je, y JlarpaH:KoBOM HPUCTYIy, BPEJHOCT BEJUYUHE 33 CBAKy de-
CTHILy KOHCTAHTHA TOKOM BpPEMEHA.

JlarpaHkoB pUCTyT je (PU3UUKH UHTYUTUBAH jEP TPUPOJIHO OIHUCYje KPEeTAHhe
U €BOJIYIIN]Y TOjeIMHAYHAX YeCTHUIla, MTO oMoryhaBa mnpenusno mnpaheme mbuxoBe
UCTOpHje U OJIAKIIaBa BU3YEJU3AIM]y Iporeca. AJIBEKIja je ayTOMaTCKU 00y-
xBaheHa KpeTameM YeCTHIla, IITO II0jeHOCTaB/byje jeqnadanae. OBaj mpUCTyI je
rmocedHo epuKacaH 3a CUMyJalUje Ca JUCKOHTHHYUTETHMA, CJIOOOIHUM TOBPIIH-
HaMa, Cy/lapuMa U pPa3/BajarbeM MaTepujaJia.

Henocramu JlarpamkoBor npucTyna cy BUCOKH PAIyHAPCKHU 3aXTEBU IIPU CUMY-
JIAIIAjU CUCTEMA Ca BEJUKHUM OPOjeM YECTHIIA, IIITO OTPAHUYABA HHETOBY IPUMEHY.
VKOJNKO ce KOPUCTH Y OKBUPY MeTOJle KOHAYHUX eJieMeHaTa, Besuke Jiehopma-
II1je JI0BOJIE JI0 JUCTOP3Uje MPeXKe, IITO 3aXTeBa HeHO ITOHOBHO I'eHepUcarhe, NN
IIOHOBO TIOKpeTambe cuMmysanuje. Takohe, oBaj mpucTyIl HUje edpruKacaH 3a CTAIO-
HapHe IpodJIeMe, a 33/IaBarhe TPAHUIHUX YCJI0BA je OTeKaHO, TOCEOHO Ha YJIa3UMa,
M3JIa3UMa U YBPCTUM 3UJIOBUMA, jep UECTHIE MOTY HAILyCTUTHU MTOCMATPAHU JIOMEH.

OjnepoB mpucTyn KapakTepwuilne Kopuiiheme (pUKCHE padyHCKe MpexKe, IITO
omMoryhasa cTadujHy u edpuKacHy HyMepwdky umiuiemeHntarujy. lIpumemyje ce
y guHamMunu QIynga 3a aHajau3y 1oJba Op3WHE, TPUTHCKA U TeMIleparype, y3
MPEIU3HO 33/[aBalbe TPAHUYIHUX yCJIOBa Ha 3UJ0BUMA, yaas3nma u u3iazuma. OBaj
MIPUCTYT, TaKohe, pecTaB/ha OCHOBY 3a MOJIEJIOBAaIbe TYPOYJIEHTHUX CTPYjaba.

MebyTuwm, jemaa o rinaBuux mana jepoBOr MPUCTYIIA je MITO He IIPATH I0je-
JMHaYHe JecTulle, Beh mosba y dpukcupannM Tadkama. OBo orexkaBa ompehuBambe
TPajeKToOpHuje WK UCTOPHje KpeTama ojipeheHnx decTuria y ciaydajeBUMa KaJjia je
TO ToTpedno. HenmneapHu aJIBEKTUBHU YjlaH KOJU Ce IOjaBJbyje Y JIMHAMUYIKUM

jerHaumHAMAa KpeTama GJIyHIa 9eCTO y3POKyje HyMepUIKe IpodJieMe, Kao IITO Cy
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KPETABA OJIVUITA

HECTAOMJIHOCT W OCITUJIAIMje, ITO 3aXTeBa KOPHUIINEHe CI0KEHUjUX JIMCKPEeTU3a-

nuoHux mema. [Ipaheme ciaobomaux roppimmHa u Mmehymnospiuna Jrynjia 3axTeBa
[IPUMEHY JOAATHUX HyMEPUUIKUX MEeTOa. 1adHOCT pellemha 3aBUCH O] KBAJIUTETA,
I'YCTHHE U CTPYKTYpPe padyHCKe MpeKe, jep HeaJleKBaTHA MPeXKa Y3POKYyje HeTauHe
WM HeCTaOUJIHE Pe3yJTarTe.
Y oBoMm pajy yriaBHoM npumersyjemo QjiepoB nmpuctym u3 ciaejehux passora:
o Anasutiuura jegroctia8hoctli: TPUPOTHUjE je U JIAKIIEe PAIUTH Ca ITPOCTOP-
HUM U3BOJINMA, KAO IITO CYy I'PAJMJEHT MPUTUCKA WU BUCKO3HU UJIAH;
e JegnoctasHocTi HYymepuwke aUpoKcuMayuje: 3HAYAJHO je JIAKIIe AlpOKCHU-
MHUpATH Te€ U3BOJE Ha (PUKCHOj MPEXKU HEro Ha ,,00JIaKy" MPOU3BOJHHO IIO-

KpEeTHUX YeCTUulla.

3.2 JIunckpetusamnuja payngHUX IMIoJba

Kiaacudukaimja meToaa

Juckperuzaiyja mnpeicTaB/ba KJbydaH KOPAK y HYMEPUYKOM DeIlaBaiby Iap-
ujaJTHIX ardepeHnujasHux jeanaqansa, kao mro cy Hasuje-CTokcoBe jenHaunte
y auHamuinm duaynga. Hub auckperusaiuje je Tpancdopmaliija KOHTHHYAJIHOD
MaTeMaTUIKOT MOJIeJIa Yy CUCTeM ajredapCcKuX jeHavInHa KOju ce MOXKe e(DUKACHO
perutu iomohy padynapa. OBaj mporiec mojgpasyMeBa MoJIeIy JIOMEHa CHMYJIa-
je Ha KOHAYaH OPOj MOJ00IacTH, y KOjUMa ce Helmo3HaTe BeJnduHe (Kao IITo Cy
Op3uHa, MPUTUCAK U TEMIIEPATYPA) AllPOKCUMUpajy Kopurihemem oaroapajyhux
HyMepudkKux 1mema. Hajdernrhe Kopuiithene MeToje JUCKpeTU3aIje Cy: Meloga
Konawnux pasasuka (eHr. finite difference method - FDM), metwoga konaurnuz 3a-
apemuna (enr. finite volume method - FVM) u metwioga xonaunux esemenatua
(eur. finite element method - FEM) [5|. W3dop oxrosapajyhe merome 3aBucu
0J1 IpUpoJie (PU3UYIKOr MPodIEMa, TeOMETPHUje JOMEHa, 3aXTeBa 3a TaYHOIINY U
JOCTYIIHAX PAYyHCKHUX pecypca.

FDM je jenna on HajcTapujux W HajjeJHOCTABHUjUX TEXHHUKA 3a HYMEPHUYIKO
pelraBame TudepeHnujaJnnxX jeJHadnHa, 3aCHOBaHa Ha JUCKPETU3AIU]U JIOMEHA
nmoMohy CTpyKTypupaHe IpopadyHCKe Mpexke. Jlaka mMmmeMmenTaruja u epuka-
CHOCT 3a OasudHe IpodJieMe YrHe je MOTOJIHOM 3a odpas3oBHe cBpxe. Hemocraru
YKJbYUyjy OrpaHHYerba [IPH pelllaBarby podieMa ca CJI0XKEHOM reoMeTpujoM (3a-

KPUBJbEHE MOBPIIKHE), KA0 U CJIOKEHOCT y HYyMEPUIKO] MMILJIEMEHTAIIN]U HeJInHe-
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KPETABA OJIVUITA

Tabena 3.1: Pemasaun 3a cumysnanujy duayujia y padyHapCKoj rpadurim.

Ha3zus perraBaya

Tun auieHIe

IIpumapHa
HyMepudYKa Me-
TOoA

IIpumapHa HameHa y pady-
HapCKoj rpadpuiim

Mantaflow [18]

Fluid Engine Dev [19]

SPlisHSPlasH [20]

Taichi [21]

SideFX Houdini [22]

Next Limit RealFlow [23]

Chaos Phoenix [24]

Autodesk Bifrost [25]

JangaFX EmberGen [26]

Obi Fluid [27]

Open Source

Open Source

Open Source

Open Source

Kowmeprmjamamn

Kowmeprujamnu

Komepnnjaman

Komepninjaman

Komeprmjamunu

Kowmeprmjamamn

Ojnepos mero,
METOJI HUBO
ckyma, FLIP

Jlarpan:xoB
METOJ, METOJ,
HUBO CKYII&,

FLIP, SPH

JlarpamxoB

meron, SPH

Jlarpan:xoB
metos, MPM|
FLIP, SPH (GPU
yop3ame)
OjiepoB MeToT,
FLIP

Jlarpam:xoB
meron, FLIP

Ojnepos merTon,

Jlarpan:xoB
meron, FLIP

Ojnepos meton,
(GPU ybpzame)

JlarpamxoB

meron, SPH

Cranmaps 3a akaJeMCKa HUCTpa-
KUBama © HUCKOOyunetrHy 3D
IPOJLYKIH]y.

C++ okeup (framework); u-
PEKTHa HUMILIEMEHTAIA]A AJIrO-
puTama padyHapcke rpaduke n3
JINTEPATYPE.

Cumysanmja JHA-
MUKe, IOBPIIMHCKOI HAIOHA U
HHTEPAKIUje YeCTUIA y JOMEHY
padyHapcke rpaduke.

BHUCKO3HE

Paspoj BucokonepdopMaHCHIX
peraBata 3a CaBpPeMeHa HCTpa-
JKUBambA.

Wupycrpujcku cTangapy, 3a BH-
syeste edekre (VFX) u anuma-
1jy.

BucokokBasuTeTHa CHMYyJIAIja
dutyna 1 uHTEpaKiije ca uBp-
CTUM TesnMa 3a huim.

Bpsa wu crabusina cumynamnmja
JIUMa, BaTpe U TEIHOCTH.
Cumynamuja diynmga u aepoiu-
HaMuKe aupeKTHo y Autodesk
Maya okpyzKemy.

Cumynanuja jauMa W BaTpe 3a
Ur'pe U BUPTYEJIHY MPOJIYKIIH]Y.
Cumynanuja diyuma y peajgnom
BpPEMEHY.

apHUX TPAHUYHUX yCJaoBa. Takohe, y TPOIUMEH3NOHAJTHUM CUMYJIAINjaMa, jaB/ba

ce ,IPOKJIETCTBO JuMeH3noHaHOCTH (KyOHEM pacT Opoja YBOpOBa MpexkKe JIyiK

jenHe auMeH3mje), IITO JIPAMaTHIHO ToBeliaBa padyHCKe M MEMODPHjCKe 3aXTeBe,

JIOK HyMepwdka audy3uja U OCIUJIAINje OrPAaHUIABajy TaIHOCT. YIIPKOC TOME,

FDM ocraje momrystapHa TeXHUKa y padyHapPCKOj rpaduiy 3a cuMyJsiamujy QJynia

U BU3YEJIHUX e(beKaTa IIoIyT AuMa, IJlaMeHa, U TaJlaCaiba BOJEC.

FVM je kpyuna HymMepwdka MeTO/Ia Yy PadyHAPCKO] JAUHAMHUIN (QIyHIa, 3a-

CHOBaHa Ha 3aKOHMMAa OYyBaiha Mace, KOJIUInHe KpeTama u eHepruje. Ode3dehyje
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CTPOTYy KOH3€PBATHBHOCT, TaPaHTYjyh1 BayKeme HaBe/IeHNX 3aKOHA HA HIBOY CBaKe

KOHTPOJIHE 3allpeMuHe, He3aBUCHO OJ ryctune mpexe. FVM je mocebno morogna
3a HECTPYKTypUpaHE MPEXKe U CJIOKEHEe IeOMEeTpHje, IITO je UUHU POOYCHOM U
dIeKCUONIHOM Y MH/IYCTPUjCKUM IpuUMeHaMa. VIMIiiemMeHTupaHa je y Hajmo3Ha-
TUjIM CODTBEPCKUM ITAKETHMa, 38 00J1acT AuHaMuKke duynaa, Kao mro cy ANSYS
Fluent u OpenFOAM. Nako je umiuiemenTamuja meroge FVM ciioxkennja y 1mo-
pebemy ca FDM, a ocHoBHe 1eMe MOTy MMATH HUXKHA PeJi TAYHOCTH, Moryhe je
ITODOJBITIATA TAYHOCT KOPUIITNEeM aIlTPOKCUMAIINja BUIIET PeJIa.

FEM mnpejncraspa HalpeIHy TEXHUKY KOja Ce OC/Iamha Ha MapTUIIHMOHUCAHHE
JIOMEHa, Ha Marbe eJleMeHTe, YHyTap KOjUX Ce pellleibe allPOKCUMIPa KOpUIThemeM
JIOKam30BaHuX OasHnx ¢dyuknuja. Omoryhasa edbukacHy aHaM3y CI0KEHUX Ie€0-
MEeTpHja U HECTPYKTYPUPAHUX MPeKa, & MOCEOHO Ce UCTUYE CBOJUM BUCOKUM DPEJIOM
TAYHOCTH, IITO Ce MOXKEe JIOJATHO MODOJBINATUA IPUMEHOM H30IIapAMETAPCKUX eJie-
meHata. [IIupoko ce mpumemyje y MHKEHHEPCTBY, YKIBYIyjyhu cuMmyJianuje CTH-
NIJBUBUX U HeCcTUNLbUBUX cTpyjama. Mehyrum, FEM ce omnukyje ciaoxenujom
MaTEeMaTUIKOM U IIPOrPAMCKOM UMIIJIEMEHTAII]OM, & OUyBaibe (PU3NIKUX KOH3Ep-
BATUBHUX CBOjCTaBa, KAO IITO CYy Maca U MMILYJIC, 3aXTeBa J0J/IaTHe MO/InMUKAIje
MOJIeJIa, TIITO MOXKe 3aKOMILIMKOBATH IIPOIEC aHAJIN3e.

Y Tabenmu 3.1 mar je upervien Hajuenthe KOPUITNEHUX PEIIABAYA 38 CUMYJIAIIH]Y
dayuia y paayrapckoj rpaduiu. Mebhy codprBepuma orBopeHor koja, Mantaflow
[18] ce ncTmue kao pedepentru cranmap 3a OjIepoB IPUCTYIT U METOJ] HUBO CKYIIa
opu MojienoBamy cjiodoaanx noppimua. C apyre crpane, Fluid Engine Dev [19]
uyaun C++ oksup 3a ummiementanujy FLIP (enr. Fluid Implicit Particle), kao u
Ojneposor npucryna u meroja HuBo ckyma. SPlisHSPlasH [20] je Bogehn anar 3a
SPH (enr. Smoothed Particle Hydrodynamics) metomy, nok Taichi [21] omoryhasa
passoj Hampeaaunx MPM (enr. Material Point Method) m FLIP pemasaua y3
GPU (enr. Graphics Processing Unit) ydpsame. KomepuumjagHu ajaT momyT

SideFX Houdini [22| u RealFlow [23| u name nomunupajy y Bucokodynernoj VEX
IIPOTYKIIHjU.

BpcTe nmpopadyHcKnX MpeXka 3a MeTOay KOHAaYHUX pa3JjinKa

CrpykTypupane Mpexke y JAUHAMUIN (JIyHIa [PEICTABIbAjy PeryaapHe JTucC-
KpeTHEe CTPYKType TJie CBaKU IBOP Mpexke uMa (puKcupaH Opoj cycesia U mo3HaTe
koopaunaare. Hajuerthe ce kopucre npasoyraoue (/lekaproBe) Mpezke KOJ KOjuUX

Cy KOHTPOJIHE 3aIllpeMIHe OPTaHW30BaHe y PerylapHy hemjcKy pemieTky ca KOH-
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CcTaHTHUM KopamuMma jguckpern3aruje Az, Ay u Az. OBo omoryhaBa aupekTHy

IPpUMEHY KJIACUIHUX IIeMa KOHATHUX Pa3JInKa Kao IITO Cy IMeHTpaJHe Pa3/nKe 3a
JudepeHIjaiHe onepaTope u wema Yy360gHur passuka (€Hr. upwind) 3a KOHBEK-
TuBHe 4jaHoBe. HepaBHOMepHe CTpYKTypHUpaHe MpexKe, ca 3ryCHYTHM hejnrjama
npema 3uay, oMoryhaBajy Mperu3Ho pa3peliaBabe IPAHNIHUX CJIOjeBa Y3 MUHU-
MaJiHo noBehamse ykymHor Opoja hesmja. Biiok-cTpykTypupane Mpexke KOMOUHY]Y
BHIIIE CTPYKTYPUPAHUX OJIOKOBa 3a AlIPOKCUMAIIA]y CJIOXKEeHUjuX reomerpuja. OBe
Mpexke omoryhaBajy edukacHy HMILIEMEHTAIU]y aJaredapCKuxX oleparuja U OIl-
TUMU30BaHE HyMepHUYKe IeMe 3000 peryjapHe CTPYKType Koja oMoryhaBa KOpu-
mheme ONTUMU30BAHUX AJITOPUTAMA M BEKTOPCKUAX OIEPAIIN]ja.

Mpexke Ha KOjuMa ce peau3yjy TPOIUMEH3UOHAJHU ITPOPAIyHU METOJIOM KO-
HAYHUX Pa3/iKa MOry ce KjacudukroBaTu Ha pazimante HadnHe [28]. Omne Ha-
Mem€eHe 3a JUCKPEeTH3allijy CKaJapHUX BeJIUUNHA Jiejie ce IIpeMa IOJI0XKajy MMojia-
raka y henuju Ha: 3saupemuncku uewwpupare (eHr. cell centered), w6opHo uen-
wpupane (eHr. vertex centered) m cpanuvwno yenwpupare (eHr. face centered).
Mpezxke HaMembeHe TPOpadyHNMa BEKTOPCKUX BEJIUYUHA MOTY OUTH KOAOUUPAHE
(enr. collocated) n oBa rpyna ce JieJin Ha 3allDEMUHCKU IIEHTPUPAHE U YBOPHO TI€H-
TpupaHe. 3a HECTUNL/BUBUA MPOTOK (DJIyHIa KOPHUCTE Ce CIIEIHjaIu30BaHe MPerKe

Kao IITO je Tuomepena mpeotca (eHr. staggered), npukazana wa Comnum 3.1.

Ciuka 3.1: Tenuja momepene mpezxke |[2].

[Tomepena mpezka mopasymMeBa crerudutian paciope IPOMEH/bUBUX Y OKBUDY

pPadyHCKUX hesnja ca IU/beM IT0D0JbIIarha HyMepUYKe CTAOMIHOCTH U IIPEIU3HO-
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CTH TIPUJINKOM JIUCKpPETHU3allije jeJHadnHa cTpyjama. [Iputucak je gedpunucan y

IEHTPY cBake heJmje, JTOK ce KOMIIOHEHTE OP3WHE CMEIITajy y IEHTPE O/IroBapa-
jyhux crpana: z-kommoneHTa (u) Ha CTpaHe HOPMAaJHE Ha T-OCY, Y-KOMIIOHEHTA
(v) Ha cTpaHe HOpMAaJIHE Ha Y-OCYy, & z-KOMIIOHeHTa (w) Ha CTpaHe HOpMAJIHe Ha
z-ocy. OBaj pacrope]; Ha3WBa ce MOMEPEHa MPeXKa jep Cy KOMIIOHEHTe Op3WHE U
MPUTUCAK CMEIITEHN Y PA3JIUIUTUM TadKaMa y OKBUPY UcTe padyHcke hemuje. Ta-
KaB IIPUCTYI oMoryhaBa 00/by HyMEPUYKY CTAdUIHOCT U e(DUKACHUje 38J0BOJHEHE
ycaosa HectunubrBocT (V-u=0), mTO ra 90HU TOCEOHO MOTOJHUM 32 CHMYJIa-
nujy Toka duynga. Ilomepena Mpeska je mpBu myT npuMerbena y okBupy MAC
(enr. Marker-and-Cell) meroje, Koja ce cMaTpa MOYETKOM CaBPEMEHE HyMepHUYKe
nuaamuke dbuyuna (enr. Computational Fluid Dynamics - CFD) [29].

[Ipumenom 1eHTpaTHUX PA3/INKaA HA 3aITPEMUHCKH TIEHTPUPAHUM KOJOITUPAHUM

MpezKaMa, J00uja ce:

pitlik _ pi-ljk  pijtlk _ pij-lk o pigkdl  pigk-l
V- F(X) ~ % T + Y Y + z z
2Ax 2Ay 2Az

Ha ocnoBy ummenuntie ja IeHTpagHa pa3jinka 3aXTeBa caMo I0JIaTKe CYyCeTHUX Ta-

(3.4)

JaKa, a HE CaMy HEHTPaJIHY Ta4dKy, IPETXOAHY jeﬂHa‘{HHy MOZKEMO MO;[I/I(l)I/IKOBaTI/I
TaKO Ia 6y;:e IIOroJaHa 3a KOpI/IH_IheH)e Ha IIOMEPpEHUM MpezKaMa.:
L1 A L1 .1 .. 1 .. 1
i+5.5,k i—5.0,k 6,j+5.k 1,j— 5.k i.J,k+3 ,5,k—5
Fx 2 - F;(j 2 Fy 2 - Fy 2 Fz 2 - FZ 2

V- -F(x)=~ N + Ay + N . (3.5)

rJe ce Kao KOpakK KOPUCTHU IOJIOBUHA pa3Maka u3Mehy Tagaka Mpexe.

Cruka 3.2: l3padynasaibe AUBepreHIfje Ha a) KOJIOIHPAHUM K O) HOMEPEHHUM
Mpexkama [28].

Ha Ciwunum 3.2 miycTpoBaHO je n3padyHaBame JUBEPreHIlnje Ha a) KOJIOIUPa-

HUM U O) TIOMEPEHNM Mperkama. Pajy je[HOCTaBHOCTH MIPUKA3aH je JIBOJINMEH3U-
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oHaJHU ciiydaj. Koj moMepeHnxX Mperka, CBU IO/ TOTPEOHU 3a U3padyHaBarbe

IpUNaIajy jeaHoj hemmju u HeMa moTpede 3a MOCEOHOM 00pPaJIOM I'PAHUYHUX CJTY-
gajeBa. OBo pesyinrupa nopehameMm edeKTHUBHE PE30JIyIUje, OJIHOCHO CMAEHheM
edeKTUBHE BEJIUMYNHE MpeXKe, IITO MOXKe IOOO0JBINATH TAIHOCT IpopadyHa. 300r
TOra Cy TIOMepeHe MpeXKe ONTUMAJIaH n300p 3a JIUCKPETU3AIN]Y BEKTOPCKUX M0Jba
y MPOpadYyHUMa Ca yYeCTaJOM IPUMEHOM oreparopa auBeprennuje. Ha mome-
peHuM MpexkaMa, Jlamiaacos omepaTop ce JUCKpeTu3yje MPUMEHOM IEeHTPAJTHUX
pasuKa:

_ FrLG_g pidky filik  piptlk_g pigky pii-lk  pijhl_g pidky ikl
- Ax? + Ay? + Az? '

OBaj 0dbsimk he OUTH O] KOPUCTH IIPU U3PAUyHABALY PUTUCKA.

Af(x)

(3.6)

3.3 Metona pazaBajama oreparopa

Mewoga pasgsajarea otepatmiopa (enr. operator splitting) npeacraB/ba OCHOBHU
ajaT y HyMEPpUIKOM MO/JIEJIOBaFY KOJUM Ce CJIOYKEHH IIPOOJIEMU pa3iiaxKy Ha HU3
jemHocTaBHUjuX notopodiaeMa |2, 5. Muoru dusndkn mporecu, Kao ITo ¢y aBeK-
nuja u audysuja, odyxBaTajy BUIIE MeXaHH3aMa OINUCAHUX PA3JIUYIUTUM MaTe-
MaTUYKUM oreparopuma. llomro cy jegHadwne ca IMojeMHAYHUM OIEPATOPUMA
3HATHO JIAKIEe 3a pellaBame, 33 BUX YeCTO I0CTOje BUCOKO ONTHMHU30BAHH, IIa
u xapjBepcku ydpsanm ajropurmu. OBaj mpucTyn omoryhaBa IPUMEHY CIIEIH-
janm3oBaHe HyMepHUYKe MeToJle 3& CBAKH OIlepaTop MOCeOHO, YnMe ce yHanpehyjy
IPENU3HOCT U e(PUKACHOCT IPOPATIyHa CJIOKEHUX CHCTEMA.

Paszmorpumo KormujeB mpodiiem odsuka:

ou

i L(u) = (A+B)u= Au+ Bu, (3.7)
rie je u menosnara dyHknuja, L je smHeapru omeparop, 10K cy A u B me-
rose kKoMmronenre. HajjemnocraBauju oOMUK paszisajama je Jluje- Tpotieposo ce-
KBEHUUJANHO Pa3geajarbe, KOje ce 3aCHUBA Ha CEKBEHITUjAJTHOM PEIaBarby IMOTIPO-
oaema [30]. V mpBoM Kopaky peraBa ce IIpodJIeM:

ou

Ha BPEMEHCKOM WHTepBasy [t, t + At], ca mouerHuM ycioBom u(t) = u”, umme ce
noonja Mehyperieme u*. 3aTuM ce perraBa jeIHaAUNHA:
ou
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Ha MICTOM WHTEPBAJIY, aJli ca MOYeTHUM ycjoBoM u(t) = u* u 1oduja ce KOHAYHO
+1

perrerbe U™, AsropuTan, KOjuM ce U3 CTapor crama u” 100uja HOBO cTame u”

IPEKO HU3a je[HOCTABHUJUX KOPAKa, CUMOOJIMUKY je JaT (POPMYJIOM:
u"t! = exp(At B) o exp(At A)(u"). (3.10)

VYkonuko omneparopu A u B mucy koMmyTaTuBHE, HaBeJ/leHa peJaluja BayKUd Kao
AIPOKCUMAIINja 32 JIOBOJHHO MaJjie BPEIHOCTH BpeMeHcKor Kopaka At. Osaj mpu-
CTYII je jeJIHOCTaBaH 3a MMILIEMEHTAIUjy W J0OPO ce yKJjalla y mocrojehe Hyme-
pHUUKe IieMe, aji UMa TPeIiKy mpsBor peia 1o Bpemeny O(At) (rpemka je cpa-
smepra A t). 350r Tora ce 4ecTo KOPHCTHU y CATyalljama rjie je Op3uHa BarXKHUja
0/, BUCOKE TAIHOCTH.

3a dosby TaunocT Kopuctu ce CUWpenyuoso paidgseajarbe Koje Crajia y IPYIy CH-
MerpusoBaHux mema [31]. YV oBom mpucryiy, npso ce pemasa jegHaunHa (3.8) Ha
unTepBaty [t,t + At/2], ca nodernum yciaosom u(t) = u” u gobuja ce perierme
u*. BaruMm ce pemasa jegHadnHa (3.9) Ha KOMILUIETHOM HHTEpBasdy [t,t + At] u
Joouja pertere u**. Kao mocsiemu KoOpak pelasa ce MoHOBO jejnadnna (3.8) Ha
unTepBaty [t + At/2,t + At], ca nogernum yciaosom u(t + At/2) = u*™ mro naje
KOHa4daH pesyaTrar u" .

Merona pa3aBajarma orepaTropa JIOHOCH OpPOjHE MPEJHOCTH Y HyMEePUIKOM MO-
nenoBamby. IIpBo, oBa MeTosa 1OjeTHOCTaB/bYje UMILIEMEHTAInjy jep omoryhasa
Kopuiiheme mocrojehux, 100po TecTUpaHUX KOJI0Ba 3a pellaBarbe IP0o0JIeMa, O~
CaHUX TOjeIMHAYHUM onepaTopuMa. /Ipyro, mosehasa edukacunoct, dyayhu ma cy
aJTOPUTMU 3a TOjeIMHAaYHe OllepaTope, Kao mTo cy MeTojsa Pynre-Kyra 3a daucrty
aIBEKIIN]y W UMIJIUIIATHE IIIeMe 3a JHCTy AUQY3Ujy, 9eCTO OPKU M CTAOMITHU)U
y nopehemy ¢ komOmHOBaHUM orneparopuma. 1Tpehe, oBa merosa omoryhasa ja
ce 3a CBAaKM OIlepaTOpP MOXKe M3adPaTh ONTHUMAJIHA HyMePUYKa IeMa - €KCILIU-
[IUTHA 38 Op3e Ipoliece U UMILIUIINTHA 3a CIIope Min cTadbuiHe mporece. KonadHo,
MOJLyJIAPHOCT METO/Ie YUHHU JI0JaBahe€ HOBOT' OIIEPATOPa PEJIATUBHO jeTHOCTABHUM.

[Ipunukom mymepudakor pernaama Hasuje-CrokcoBux mimm OjiaepoBux jesiHa-
qrHA 3a HeCTUIbUBe JIynjie, jelaH o Haj3HAYAJHUJUX N3a30Ba je pas3jiBajarbe
CIIPErHYTOCTH U3Mel)y mosba Op3uHe U MPUTHUCKA, KOja MPOU3UJIa3U U3 YCJIOBA He-
crunubuBocT V - u = 0. OBaj yC/jI0B, KOjU 3aXTEBa Jia BEKTOPCKO T0JHe OP3UHE
Oy/le HeIMBEPreHTHO (JIMBepreHIyja jeTHAKA HYJIM), YBOAU HEJOKAJHY 3aBUCHOCT
IPUTHCKA OJT Op3WHE W YUHU JAupeKTHY uMmiuiemenTtanujy Hasuje-CrokcoBux jesi-
HaYMHA HyMepUYKU 3axTeBHOM. MeTroa pas/iBajama oliepaTopa OBJIe IpyKa eJjie-

FaHTHO U e(pUKACHO pelieme. YMECTO Jia ce CBU (PU3UYIKHU IIPOIECU PeIiaBajy
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MCTOBPEMEHO Y CIIPETHYTOM CHCTEMY, OHH Ce pa3/iBajajy Ha HHU3 JeITHOCTABHU)UX,

GUBMIKN UHTYUTHUBHUX KOPaKa KOJjU Ce pelraBajy cekpeHimjano. OBaj mpuctym
HE caMoO IIITO II0jeTHOCTaB/byje aJrOpuTaMCcKy UMILIeMeHTalujy, Beh omoryhasa n
Kopuiiheme CrenujaJm30BaHuX HyMEPUIKUX IIeMa 3a CBaKU T0jeIMHAYHE IIPOIIEC.
Y oBoM pajty HEheMo y3uMaTu y 003up yTHUIlaj BUCKO3HUX CHUJIa, I1a cTtora Hehemo
HM HABOJIWTHU pejaluje Koje To omoryhasajy. akie, y ciayuajy OjrepoBux je-
Ha4YMHA, pa3/Bajarbe NeMO U3BPIIUTU HA TPHU KOMIIOHEHTE: aJIBEKIIN]jy, JIET0BaIbe
CIIOJBAIITIBUX CHJIA M KOPEKINjy IpUTUCKa [2].

o ABEKINjCKU KOPaK:

Dq :@—f—qu:O. (3.11)
Dt ot
Y oBOM KOpaky ce m3padyHaBa WHTEPME/IMjapHO MI0Jbe OP3UHE IIPU YeMY Ce
3aHeMapyjy YiaH IPUTHUCKA U YCJI0B HecTuIbuBocTu. OBJIE je yroTped/beHa
O3HAKa ¢ y jeIHAYMHU aJBEKIMje jep Hac MOKe MHTEPECOBATH AJBEKINja U
JPYyTUX 10Jba, a HE caMO Op3WHE U.
e JlenoBambe CIIOJBAIIIEBUX CHJIA:

%—1; =g. (3.12)
bBpzune nodujene y ajaBeKInjcKOM KOPaKy ce KOPHUT'Yjy y3 MPETIOCTaBKY J1a
je rpaBHUTAIja jeUHA CIOJballliba CUIa ¥ cucTeMy. Kao pesysarar mpBa JiBa
KOpaka JI00MjaMo MHTEpPMeIujapHo MoJ/be Op3uHa u*.

o Kopeknuja npurnucka: NnrepmeujapHo nojbe Op3uHa ce MpOjeKTyje Ha MOT-
[IPOCTOP HEJIUBEPTeHTHUX TI0/hba YBODEHmEM KOPEKIHMje IMPUTHUCKA, UUMEe Ce
3a/10BOJ/baBa yCJIOB HECTUI/BUBOCTH. KOHAYHO IT0Jbe U ce JI00Uja U3 JIUCKpe-
TU30BaHE peJalje:

du = —EVp, (3.13)
ot p
rJie je p KOpUTOBAaHU IIPUTHUCAK dnMe je 00e30eheno ma Baxku V - u = 0.
ObdjeumaBameM OBUX KOPaKa, I00Uja ce OCHOBHU aJrOPUTAM 33 CUMYJIAI]y CTPY-
jama dayunaa:

e Ilosasu ce oJ] HOYETHOT, HeIUBepreHTHOr HoJba opauHe u’;

e 3a cBaku npesnasax t,, — t,,1 Oupa ce BpeMeHCKH Kopak At KOju 3a10BO/baBa

yCJIOBe HyMepuIKe CTaOMIHOCTH Ha IeJIOM HHTepBay (to,ty).

3a cBaku BPEMEHCKHM KODAK N U3BPIIaBa Ce:
e aspekimja: ut = advect (u”, At,u"),

e ypauyHaBaIbe JleJoBaba 3alpeMIHCKIX cuaa: ub = u® + At g,
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e npojexknuja nputucka: u"t!t = project(At, u®).

Y HapemHUM Iacycuma hemo jeTa/bHUje OIICATH KOpaKe aJIBEKIje U ITPOjeKIje

IIPUTHUCKA.

3.4 Cemu-Jlarpan>koBa ajaBeKIrja

Y pauyHapckoj rpaduiim ce roToBO UCKJBYYHBO KOopucTu ceMwu-Jlarpam:kosa
METO/Ia ¥ aJIBEKIINjCKOM KOPaKy IpopadyHa, a he cTora oHa OBJe OUTH JIeTA/bHO
omucana [2|. Hanomenumo ma ce y 0jiepoBcKuM (JIyuTHUM OPOPAYyHUMA, KO-
pucre u japyre merozne (upwind, WENO, QUICK, urx.). lerasbHu omuc OBUX
MeToa MoyKe ce Hahu y OpojHUM yIOeHuImMa 1 MOHOrpadujama rmocsehennm my-
MEpPUYKUM [IpopadyHuMa y obiactu aunamuke duynaa [5]. Pazinosu 3a npumeny
cemu-JlarpaHKoBOr IOCTYIIKA 33 pelllaBambe a/IBEKITNOHE jeTHAUNHE Ha]jjeTHOCTaB-

HHje ce MOT'Yy WJIYCTPOBATH Ha IPUMEPY Y je/THOj JIMMEH3Uju:

Oq dq
5 T Ug, = 0. (3.14)

Hajupe hemo n3Bojie 3aMeHUTH KOHAYHUM pasjimkama. AKO ce 32 BpEMEHCKH U3BOJ
kopuctu ekciummiuTHa OjepoBa 1eMa, a 3a IMPOCTOPHU U3BOJL, IIEHTPAJIHA, PA3IUKA

JIPYTOT pejia TAYHOCTH, U3 TOPIHE jeTHAYNHE JIOOUjaMo:

n+1 n n n

q; —q; niv1 — 41

A T nitl Tl ). 3.15
At YT oA (3.15)

Jemauakocr (3.15) MOXKeMO IIpeypeiuTh Y eKCIUAIUTHY (OPMYJIY 38 U3padyHABAE
HOBUX BPEJTHOCTU BEJINYMHE ¢, HA OCHOBY IIPETXOJIHUX:

mH_gn - A3 9 3.16
4G =g U oA (3.16)

OBa 1mema je jeHOCTaBHA 3a MMILJIEMEHTAIIN]Y, aJd UMa 3HadYajHE IIPOOJIEeMe ca
HymepuakoMm cradbmirHomhy. Hamme, OjrepoBa merona je mHectabmiHa Kaja ce
KOMOWHYje ca IeHTPAJTHOM Pa3JInKOM 3a JIMCKPETU3AIN]y ITPOCTOPHOr U3BOA, €3
003Wpa Ha TO KOJMKO MaJii BpeMEHCKH Kopak At ce KOPUCTH U HYMEPUIKO pPe-
Imeme HEMUHOBHO JuBeprupa. Moxke ce MoKasaTu ja ce y pelieby 10jaBIbY]y
HEIpUPOIHE BUCOKOMPEKBEHTHE OCIIIJIAIIAje KOje Ce TOKOM BpeMeHa aKyMyJInupajy,
unHehin mocTynak peraBama JIUBEPreHTHIM.

Cemu-JlarpanzkoB MeToJ1, Kojer je y padyHapcky rpaduky yseo Crem [32], je

jeHOCTAaBaH M (PU3WYKHM 3aCHOBAH MPUCTYI AJBEKINjU, YTEeMe/beH Ha peJlaluju
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Dq/Dt = 0, npema K0joj ce OCOOMHA YeCTHIe ¢ HE Mema JIyK beHe TPajeKTOpHje.

Jla ducmo ofpeanin BPeIHOCT ¢ Y HEKOj TauKu X y TPeHyTKy t + At, 10BOJ/BHO je
Jia mpoHaheMo YecTHIly Koja y TOM TPEHYTKY CTUXKE Y X. ¥YMeCTO Ja IPATUMO de-
CTHIIE yHAIpeJ Y BpeMeHy (Tj. y CMepy NpOTHUIarha BPEMEHA), IIPATUMO TI0JI0¥KA]
duKTHBHE YecTHIle KOja ce Yy TPeHyTKY t, 1 = t, + At Hajga3m y IBOpPy Mpexke
(03HAYEHOM Ca X)) yHA3aJ KPO3 BpEMe - OJJHOCHO, TParaMo 3a HEeHUM I0JI0KAjeM
y IPETXOJHOM TpPeHyTKY t,. C 0o03upoM Ha TO Ja HHEH CTapH I0JIOXKaj He MOopa
OJroOBapaT HEKOM O MPE>KHUX YBOPOBa, BPEJHOCT BE€/JIMYIUNHE g Yy TOM HOHO)Kajy
os3HaunheMo ca ¢, U oHa ce oApelyje MHTepHOJIAIIMjOM HA OCHOBY HEHHUX BPEJ-
HOCTH y CyCeJJHUM 4uBopoBuMa. HoBa BpeHOCT q y X je OHJA q?;“l = qp. OBaj
IIPUCTYT je CTaduIaH, UMa (PU3MIKU CMUCAO U 9€CTO Ce KOPUCTH y CHUMYyJIaIljaMa

daynga u arMocdepCcKux MoJiesa.

Ciuxka 3.3: Kperamwe dbukrusne gecrure [28|.

Hajupe je morpedHo ofpeinTu MoveTHY MO3UIH]y (PUKTUBHE YECTHUIIE, OZHATCHY
ca xp. Kperame decrurie onucyje ce nudepeHnujannom jeaaadanaom dx/dt = u(x),
TaKO J[a OHA HAKOH BPEMEHCKOr mHTepBaja At cTUKe y TadKy Xg, Kao IITO je
npukazano Ha Cyunnm 3.3. AKO IPOMEHNMO CMep IIPOTOKA BpeMeHa, MOKeMO uhu y
CYIIPOTHOM CMePY OJI Ta9Ke X JI0 TOYETHE TO3UITNje YECTHIIE Tj. MOKEMO TpoHahu
TJIe OM YeCTHIA 3aBPINIIa y UHBEP3HOM MOJby Op3uue -u. HajjemnocraBuuju Haunu
Jla ce MIPOIEHN X p jecTe MPUMeHa jeJIHOT Kopaka eKcImiuTHor OjiepoBor MeTo1a,
aJIu yHa3aJl Y BPEMEHY:
xp = xg — At - u(xg), (3.17)

rJe KOPUCTUMO BPEIHOCT OpP3UHE U y YUBOPY MpeXKe Jga OMCMO HAIPABUIA KO-

pak jayxkune At yHasaj Kpo3 moJbe crpyjama. Excmmmmuraa OjrepoBa MeToma
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ITIOHEKa,/T MOYKe OUTHU JIOBOJbHA, &JTU Ce 3HATHO OOJbU PE3YJITATA MOTY MOCTHNU KO-

pumthiersem merone Pyure-Kyra (PK) Bumer pema. Merona Pynre-Kyra npyror
pena (PK2) nedunucana je ca:

1
Xmid = XG — §At ~u(xg), (3.18)

Xp = Xg — At - u(Xpiq)- (3.19)

Hakon momykopaxka (3.18) mobuja ce mehykoudurypanuja X4, Koja alrpoKcuMupa
[I0JI02Kaj decTurle Ha cpeuau Tpajekropuje. [losbe Op3una ce 3aTuM mHTEPIIOIUPA
ca MpexKe y OBOj MmeDymnos3unuju, a J0o0ujeHa BPEIHOCT Op3UHE KOPHUCTH Ce 34
KOHAYHO OJipehuBarbe IMoJIo¥kKaja Xp. JOIT OO/bH pe3y/TaTH, MOoCcedOHO 3a BPTJIOTe,
nocTuKy ce kopuihemem meroje Pynre-Kyra yerspror pema (PK4).

Kako ce xp perko mok/iama ca YBOPOM MpeXKe, BPEIHOCT ¢ Ce MOpa OJipe-
JIUTH WHTEPIIOJIAINjOM HA OCHOBY BPEIHOCTU ¢" HA CyCEIHUM YBOPOBUMA MPE¥KE
(dbuwiuneapuo y 2D, omrocuo tpuiauaeapuo y 3D). Uako je cemu-Jlarpamzxkosa
MeToJIa, 3axBasbyjyhu mpahemy yHaza, podycTHa 3a BeJIMKE BPEMEHCKe KOPakKe,
OHA je Mpenu3Ha CaMO IPHU BUCOKO] PE3OJIyIHjU. Y CYIPOTHOM HAacTaje T'DeNrKa
almpokcuManmje, candHa oHoj kox OjiepoBe BpeMeHCKe MHTerpaimje. Y KOJIIKO
IpeIKa BPEMEHCKEe WHTerpalluje JI0Be/e JI0 OJICTYIamha HYMEPUYKOD PEIerha O]l
TadyHe TpajeKTopHhje CTPyjamba, I'PelrKa MPOCTOPHE WHTEPTOJIAIAje YHOCH JIOJTaTHY
HYMEpPWYKY JUCUTIAI]Y, TO3HATY Ka0o Hymepuyka gupysuja. 1lpm agsexruju ry-
cTuHe, oBaj (beHOMEH 3aMaribyje JIOKaJHe JieTabe U JOBOJIM JI0 I'yOUTKA Mace,
JIOK KOJI TI0Jba Op3WHE YHOCH BEIITAYKy BUCKO3HOCT KOja IPUTYIILyje BPTJOre U
yMalbyje BU3YEJHY PEAJTUCTUIHOCT CUMYJIAIIH]e.

[TocToje TexHuKe KOje 3aMembyjy JIMHEAPHY WHTEPIIOJIAIN]Y METOJaMa BUIIIET
pejla, Kao IITO Cy MHTepIoJaImja KyoOHuM HojuHoMuMa (ciuiajuosn), uip. Ka-
tmya-Pomosa merosna [28]. Mehyrum, uHTEpHIONaUje BUIEr pella HAPYIIABA]Y
jeJIHY OJl K/byIHUX KapaKTepPUCTUKa OpUTHHAJIHE ceMu-Jlarpan:koe meroje. Ha-
rMe, JIMHeapHa MHTEPIIoJIalnja KOPUCTU JIMHEApHY (DYHKIINA]Y 38 alPOKCUMAIIH]Y,
KOja je MOHOTOHA. 300r TOra WMHTEPIIOJAIja rapaHTyje Jda he pe3yaraTr OCTaTh
Y OKBHDY MHHUHMAaJIHE 1 MaKCHMaJIHEC BPEIHOCTU OPUTIMHAJIHOI' IIOJba. KySHa, nH-
TeproJialyja He TapaHTyje MOHOTOHOCT, IIITO 3HAYHU JIa WHTEPIOJIUPaHa BPEIHOCT

Mozke m3alim BaH OBOI olicera U Moxe JIohu 70 apekopasersa (eHr. overshoots).
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3.5 IlIpojekiimja npuTucka

Nurepmenujapho mosbe Op3uHa U*, Koje ce 100uja moc/ie aIBEKIIMOHOT KOPaKa 1
ypadyHaBamba edeKkaTa CIOJballlIbUX CUJIa, HE 33JJ0BOJ/haBa YCJIOB HECTUI/BUBOCTU
V -u* = 0. OBaj mpodjieM ce MOKe PElnTH U3PAdyHABAEM T0Jba MMPUTHUCKA KOje
he nesioBaTy Ha 1MOJbe Op3MHA TAKO Jla I'd YYMHU HEJIMBEPIEeHTHUM. Y CTBAPHOM
drynmy, IpUTUCAK Ce TPEHYTHO Meha KaKO OU CIIPevYno OMJIO KAKBY JIOKAJIHY IIPO-
MeHY JIUBepreHIje. JeJan o HaUNHA Ja ce TI0Jbe OP3UHA YINHU HeJINBEPTEeHTHIM,
UCTOBPEMEHO ca ojpehuBameM ojropapajyher mojba MpUTHUCKA, jecTe KOPUIIheme
Mmetioge peaarcayuje. Y OBOM IPUCTYILY, UTEPATUBHO Ce€ KOPUTY]Y M0Jba IIPUTUCKA
7 Op3UHE CBe JIOK ce He TOCTUTHE IMoJhe OP3MHA Ca 3aHEMapPUBOM JIUBEPTEHITNjOM.
Ha kpajy ce no/be Op3uHa u* axKypupa y CKJIaJy C IIPpOMeHaMa IIPUTHUCKA.

U3 pemnamnuje (3.13) 3a dp3uny u* noduja ce jepHadnHa:

ut =ut — At@, (3.20)

p
Yy KOjO] TPEeTIIOCTaB/haMO JIa je TYCTHHA p KOHCTAHTHA, & MPUTHUCAK P HEMO3HAT.
Bpemencku kopak At mma Takohe KOHCTAHTHY BPEIHOCT y CBUM hesrjama MpeKe.

VcI10B HECTHIIJBUBOCTU CE€ MOXKE HAIIMCATHU y O6J'II/IKyZ
V.-u"tt =0 (3.21)

Kako cmo Beh pexsn, V - u* He mopa dutnu jennako uyau. Mehyrum, —Vp je cuta
Koja he eTMMUHHCATH OHAj JieO OP3UHE KOjU CTBapa JTUBEPIrEHIIN]Yy, TAKO Ja BayKN
(3.21), omHOCHO Jla KOHAYHO MOJbe Op3uHa Oyjie HejuBepreHTHO. Ha ocHOBY oBe
[PETIIOCTABKE, IPUMEHUMO OIIepaTop JuBeprennuje Ha jennaquuny (3.20). Tama ce
jenHadnHa TpaHcOPMUIIe y:
At
V-u''=V.u" -~ —V.Vp (3.22)
P
Ha ocuoBy (3.21), sieBa cTpana nocraje jeanaka nyau. Kopucrehu nedbununumjy

Jlammacosor oneparopa, V-V = A| jeanaunna (3.22) ce MOXKe HAIUCATH Y OOJIUKY:

gAp =V-.u". (3.23)
p
Ha osaj mauun noduja ce IlyaconoBa jemHadmHa YHjUM Cce pelllaBarmeM J00Huja
HEIO3HATA BpeIHOCT mpuTucka p. OHA ce MOXKe JUCKPETU30BaTH METOIOM KOHAY-
HUX Pa3/iiKa Ha MOMEPEHOj MPOPAIyHCKO] MPEXKU ONUCAHOj y oJiesbKy 3.2. wu-

bepennujcky memy Koja ofarosapa jeaHaunuu (3.23) HajjeJHOCTABHUjE je JOOUTH
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nosazehu o1 meme KojoM ce quckperusyje jeanadnsa (3.20):

1 pic — Piy
un+1 _p +1,5,k b g5k (324)

*
. = 0 — At
Z+1/27]7k l+1/27‘7’k p Ax ’

n+1 ok i,i+1,k i,k

Vij+1/26 = Yig+1/2k — At;—Ay ; (3.25)
n+1 o ap¥ 1,7, k+1 i,7,k

Wiggt1/z = Wigh1j2 — Bt —=2— =, (3.26)

a 3aTUM OBe M3pa3e yBPCTUTHU y JUCKPETU30BaHy (hOPMY YCJIOBA HECTUILBUBOCTH
(3.23), xopumthemem (3.5):

n+1 _,ntl n+1 _ ,ntl n+1 o+l
i+1/2,5.k ui—1/2,j,k+vi,j+l/2,k Ui,j—1/2,k+wi,j,k+1/2 Wi ik—1/2

Ax Ay Az

U

=0. (3.27)

Ha rtaj nauun ce jjo1a3u j10 puHATHOT 00MKa qudepeHIjaane jeJHadnHe KOjoM

ce nmuckperusyje jeaHadnna (3.23):

(pz'+1,j,k—2pz‘,j,k+pz'—1,j,k)+(Pz',j+1,k—2pi,j,k+29¢,j—1,k)+(pi,j,k+1—2pi,j,k+pi,j,k—1) _

Ax? Ay? Az?

P (“;1/2,j,k _uf—1/2,j,k) + (Uzj—l—l/Q,k _U:,j—l/Q,k) + (w;'k,j,k+1/2 _wf,j,k—1/2)

T At Ax Ay Az (329

Axko ce hesmja mpopadyHcke MpexKe HaJIa3W Ha TPAHUIM JIOMEHA, HOBe Op3uHe
Ha TPAHUYHUM IOBPITUHAMA 3aBUCE O] IIPUTHUCKA W3BaH JOMEHa, KOjU ce 3aJiaje
rpaHngHAM ycjaoBuMa. Jeganadnnom (3.28) geduHucan je cucreM JMHEAPHUX jeJi-
Ha4YMHA YUjUM ce pelllaBarbeM J00ujajy BpeJJHOCTU IIPUTHCKA P; j i Y CBUM heujama
Mpexke. OBaj cucTeM MOXKEMO TPEJICTABUTU Y OOJIMKY MaTpUYHE jeJHAYNHE: Ha
JIEBOj CTPAHU jeJIHaYNHe HAJIA3U ce MaTpuIla Koeduimjenata A moMHOXKEHa BEKTO-
POM KOjU CaJIPYKM CBe HETIO3HATE BPETHOCTU IMIPUTHUCKA P, 0K je Ha JIECHOj CTPaH!
BEKTOD JIMBEpPreHIinja UHTepMeanjapaux op3una b (ca oxrosapajyhinm msmenama

Ha I'PaHUIDaMa 9YBPCTUX 31/1;1013&):
Ap=h. (3.29)

Craka Bpcra marTpuiie A ojrosapa jeaHO] jegHAYUHU, Tj. jeaHo] henmju pa-
gyHcke mpexke. Ha mpumep, ako je hemmja mpexe (i, j, k) uciyrmena diyumom,
nocrojahe BpcTa MaTpHIle KOjy MOYKEMO O3HAYUTH WHeKcuMa (i, 7, k). Emxementn
Te BPCTe Cy KOeMUIMjeHTH CBUX HEIO3HATUX MPUTUCAKA Y TO] jeJHAYUHU: TOTOBO

CBU OHHU Cy HyJa, OCUM MOXKJa CeJaM ejieMeHaTa KOjU OAroBapajy IPUTHUCIIIMA
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Dij .k A IETOBUX MECT CYCEAQA, Di+1,j ks Pij+1,k U Di jk+1- HeHy.T[TI/I CJIEMEHTU HOCTOje

camo 3a (1, j, k) u merose cycefie Koju cy takohe henmje baynna. Taxie, y nurammy
je peTka MaTpHIa KOja je MOpeJl TOra U CHMETPHUYHA, IITO OJIAKIIABA PEIIABAHE
jemmaqanne (3.29).

Metosie 3a pelnraBambe CHCTEMa JUHEAPDHUX jeJHaYNHA, I[TOCEOHO OHUX KOjU
HACTajy TPUWINKOM JINCKPEeTU3allije MapliujaJHuX JudepeHIujaannx jeHatunHa,
MOTI'Yy Ce IIOJIeJIUTH Ha WTepaTuBHe U JupekTHe Merone. I3bop omrosapajyhe
MeTOJIe 3aBHUCH O] KapaKTEePUCTUKA IPOdJeMa, Kao IITO Cy BeJIMYNHA CHUCTEMA,
CTPYKTYpPa MaTPUIle, CHMETPUIHOCT, YCJIOB/HEHOCT U JIOCTYITHU PAIYHCKHU PECYPCH.
Mewoga xonjyiosanot tpagujenitia (eur. Conjugate Gradient — CG) je jemna o
HajIIOyJIADHU)UX UTEPATUBHUX METOJa, IOTOTOBO 34 PEIlaBame CIUCTEMa, Ca CUMe-
TPUYHOM MO3UTHUBHO JedbuHuTHOM MaTpuioM [33]. OBa MeTona ce mcTude MajIuM
MEMOPHjCKUM 3aXTeBUMa U e(UKACHOIINY, IITO je YMHU ITOTOJIHOM 33 BEJIUKE ITPO-
OJieMe KOju HaCTajy y HaydHUM IpopadyHuMa. Kako dm ce modosbinasia Op3mHa
KOHBEPIEHIINje, MEeTO/[a Ceé IeCTO KOMOUWHY]je ca IMPEKOHIUIINOHEPUMa, Kao IITO CY
JakodujeB mpekoHIUIMOnep Wn HenoTnyHa JoseckujeBa jaekommosuruja. Mya-
WuTpug Metlioge MPeJICTaB/bajy jOII jeTHy BUCOKO e(dUKACHY KJIacy aJiropuTama,
nocebHo 3a peraBarbe [loacoHOBe jeHAYNHE U IPYTUX eJUNTHIKIX mpodiema [33].
MysTurpu i TpUCTYII ce MOYKe KOPUCTUTHU KA0 CAMOCTAJIHU PelliaBad Win Kao Be-
oma eduKacaH TPEKOHIUIMOHED Y OKBUPY JIPYTUX UTEPATUBHUX METOJA, IMOIYT
CG wmetogie, mTo 3HaYajHO ToBehaBa YyKyITHY Op3uHy pelraBamba.

Kama marpuna cucrema Huje cuMeTpudvHa, IITO je YeCT CJIy4aj Y HeCTalluo-
HapHUM WM HEJUHEAPHUM MPOOJIEMUMa, METOJa KOHjyrOBAHOI I'DAJIMjeHTa HUje
OpUMeH/bUBaA. Y TaKBUM cuTyanmjama, decto ce Kopuctu BiCGSTAB (eur. Bi-
Conjugate Gradient Stabilized) meTona, Koju je cTraduHUja U MOY3/aHa BAPUjaHTA
BiCG wmeroze [33]. 3Baxsasbyjyhu modospmiaHOj HyMEpUYKO] CTAOUJIHOCTH U OO-
7b0j xkouBepreuruju, BICGSTAB je mocrao cranmaps y periaBamby HECUMETPUY-
HIX CHCTeMa, MOCEDHO Y KOHTEKCTY JNHAMUKe (DIIyn/1a 1 KOMIJIEKCHIX (PU3MIKIX
MO/JIeJIa.

3a orrre HeCUMETPpUYIHE CUCTEME, je/IHa OJT HajepUKACHUJUX UTEPATHBHUX Me-
tona je GMRES (eur. Generalized Minimal Residual), mo3HaTa 1o BUCOKO] Ipe-
[U3HOCTH U CUT'YPHOj KoHBepreunuju [33]. Mehyrum, men riaBHn HegocTaTax je
nosehiana MoOTPOIIHba MEMOPHUje M PAYyHCKUX PECypca, jep ce ca CBAKOM UTepa-
[AjOM MOPAjy UyBATU CBU MPETXOIHU BEKTOPHU. 300T TOra €€ YeCTO KOPUCTU Yy

MoauduKkoBaHOM 00Ky ca pecraproBambeM (GMRES(m)), kako du ce orpamu-
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910 3ay3ehe meMopuje.

Konauno, mupexkTHe MerTome 00e30el)yjy TadHO peleme CUCTEeMa W KOPHUCTe
ce y caTyaljaMa KaJa je KJbydHa BHCOKa Iperu3HocT. Mehyrtum, 3a Besuke
TPOJIUMEH3UOHAHE TTPOOJIEME, OBE METOJIE IIOCTAjy PAUyHCKHU ITPEBUIIE 3aXTEBHE
300r KBaJIpaTHE MM YaK KyOHE CJIOKEHOCTH 10 Beamumam cuctema. (Crora ce
JUPEKTHE MEeTOJie OOMYHO OIPAHUYABAjy Ha Maibe IIPodJieMe, CIElNjan30BaHe
IIpUMEHe WM CUTYyallfje y KOjuMa ce MATpHIla CUCTEeMa He Memha TOKOM BpeMeHa
(HOp. craruoHApHU TPODIeMu ca (DUKCHOM MpPeKOM). Y TpPaKCH, 3a BeJHKe
CUCTeMe, UTEPATUBHE METOJe Ca OJroBapajyhuM MpeKOHIUIIMOHEPUMA ce dUernhe
KOPHUCTE OJT IUPEKTHUX.

Y padynapckoj rpadunu, rje je Op3uHaA YECTO BaXKHUja OJI AIICOJIyTHE Tad-
HOCTH, Hajuelhe ce KOpUCTe UTEPATUBHE METOJIE, TOCEOHO MEeTOJIa KOHjyTrOBAHOT
rpajiijenTa y KOMOMHAIKjU ca JAaKOOMjeBUM WJIM MYJITUTPUL TPEKOHIUITHOHEPUMA.
OBe komOmuammje omoryhasajy omimdaH Oajanc mamely Opaumme m3BpIIaBarba,
CTAOMJTHOCTHU ¥ jeJIHOCTABHOCTU UMILIEMEHTAIje, IITO je KJ/bYYUHO 3a allIMKaIlje

y peaJtTHOM BpeMeHY Kao IITO Cy CUMYJIallfje TeYHOCTH U aHUMAallfje.

3.6 CradmiaHoCT mpopadyHa

Jenan on majBehux mpodiiema cBake HyMepHUYKe METOJIEe je HheHa CTadUJIHOCT:
Ja ju he rpenike HaKyIJb€He TOKOM IPOpavdyHa €KCIOHEHIIUjAJTHO PAaCTHU, IIITO
Ou J0BeJIO 70 HEeCTAOMJIHOT U HeynoTpedspuBor pemiema. CFL ycaos, Ha3BaH 10
maremarnaapuma P. Kypanry (R. Courant), K. ®pumpuxcy (K. Friedrichs) u
X. Jleujy (H. Lewy), je jesmnocraBan, HHTYUTUBAH U IIOTPedaH yCJIOB 38 KOHBED-
TeHINjy HYMEPUIKOr TOCTynKa. [lo7] KOHBEPreHIjoM ce TMojpa3yMeBa jia, akKo
MMOHAB/HAMO CHMYJIAIHjYy KOpUcCTehu cBe Mame W Marbe BpeMeHcke Kopake At u
IPpOCTOpHE KOpake Ax, KOjU y TPAHUTHOM CJIydajy TexKe HyJId, TaJa Ce PeIemna
JI00MjeHa HyMEPUIKOM METO/IOM MOPAjy CB€ BUIIIE IPUOJINKABATA TATHOM PeIlley.
CFL ycioB tBpau Jia BpeMeHckn kKopak At mMopa OUTH JOBOJHHO MAJIU Y OJHOCY
Ha TPOCTOPHY pe3osyimjy Az, Tako Ja MpoMeHa OWJI0 Koje (hbu3ndke BeUInHE
(Hmp. Op3uHe, NPUTHUCKA) HE MpeJia3d BUIIE OJf jejHe hesnje 1m0 BPEMEHCKOM KO-
paky. Ha Taj mauwmn ce ocurypasa ma melycoOHa MOBE3aHOCT CyCeIHUX Tadaka y
MPEXKHU OyJie aJICKBATHO 3aCTYI/beHA Y JIUCKPETHO] allpOKCUMAIIUjH, TIITO je HEeOll-
XOJTHO 33 CTAOUJIHOCT U TAYHOCT METO/IE.

Cemu-JlarpamkoB IpuCTyn je 0e3ycJIOBHO cTadWiaH, jep peliere He JUBep-
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rupa 0e3 003Wpa Ha BEeJUYNHY BPEMEHCKOr Kopaka Atf, ITO ra 9MHU TTOCEDHO

TIOTOJTHUM 3a PadyHapCKy rpaduKy U MHTepaKTuBHE cuMysaruje. HoBa BpeanocT
dusmyke BesMUnHE ¢ Y CBAKO] TAYKW J1I00Uja ce npahemeM TpajeKTopuje yHasa.l
U WHTEPIIOJIANIjOM U3 BPETHOCTH Y OKOJTHUM TadKaMa y IIPETXOJHOM BPEMEHCKOM
KOpaky. 300r JuHeapHe WHTEPIOJaIlije, Pe3yJITaT yBEK OCTaje y OICEery BPeJi-
HOCTU U3 MPETXOJHOI KOpaka, clpedaBajyln HacTaHak HOBUX ekcTpemyma. OBo
omoryhaBa s1a ce BpeMeHcku Kopak At dupa MCK/BYINBO HA OCHOBY YKEJHEHOT KOM-
npomuca n3Mmely TtagHocTu u 6p3mHe npopadyna. Ha mpumep, 3a cumysianuje y
peajHoM BpeMeHy, At MOXKe OUTH jeJHAKO Tpajamby jeaHor (pejMma.

Y mpakcu, oBa MeTOJla MOYKe JIOBECTHU JI0 HEYKEJbEHUX Pe3ysiTaTa aKO Ce BeJn-
YMHA BPEMEHCKOTr Kopaka mpesuie moBeha. VckycrBo mokasyje jga Bpeanoct At
Tpeda OrpaHUIUTH TAKO JIa C€ TPAjEKTOPHja UeCTUIle IPATU HAJBUIIIE HA PACTOjATbY

071 HEKOJTMKO, Ha TIPUMEp IeT, MpexkHux hesmja [2]:

5A
At < 228 (3.30)

umax

TJE je Upax HPOIeHa MakcuMmajHe Op3uHe y duayumay. OBa BpeaHOCT MOXKeE, Ha
puMep, OUTH HajBeha Op3WHA TPEHYTHO u3padyHaTa Ha Mpexu. PodycTHuja
IIpOIleHa y3uMa y 003Up U Op3MHE KOje MOr'y HacTaTu 300r yOp3ama g M3a3BaHOT
IPaBUTAIINjOM (MJIH JPYTUX 3AIPEMUHCKUAX CHJIA) TOKOM BPEMEHCKOD KOPaKa.

Nnak, u npu OBaKBOM BPEMEHCKOM KOPAaKy MOTY HACTaTH HEXKEJbeHH apTe-
daxTu. la Ou ce m3deryio padyHCKH 3aXTEBHO MOHOBHO TOKPETAaIbe CUMYJIAIH]e
ca MamHUM KOPaKOM, TPajeKTopuje y cemMu-JlarpankoBoj ajIBEeKIIUju ce MOTY Ipa-
TUTU KPO3 BUIIIE MABUX MOTKOpakKa. OrpaHndaBameM CBaKOT OTKOPAKa YCIOBOM
lu(x)|At < Az (momepaj mo jemme hesnuje mperke), BepoBarHOoha HACTAHKA Tpe-
maka rocraje 3aHeMapsbuBa. (BO OrpaHUYeE Ce NMPUMEbYje JIOKAJHO: OpKU
pernoHun GJIyuga 3aXTeBajy BUIIE MOTKOPAaKa, YMME Ce OJprKaBa CTAOWIHOCT y3
MaKCHUMAJIHY PadyHCKY e(DUKACHOCT.

Hexke metoie, momyT komOuHaruje Hanpeaaor OjiepoBor MeTOa U IMEHTPATHIX
pa3nuka, cy HectabuiHe 0e3 003Wpa Ha BeJMYUHY BpeMeHCKor Kopaka. C jpyre
CTpaHe, MOCTOje eKCIUIUIIUTHE MEeTOJIe CTAadUJIHE 33 IIPOU3BOJHHO BEJIMKE BPEMEH-
CKe KOpake, ajli OHe He KOHBEPrupajy Ka TadHoM peremy oe3 wuciymenor CFL
ycaoBa. lakmie, CFL yciioB je HeomxomaH 3a KOHBEPIeHI]Y, JOK CTAOMIHOCT CAMO

CIIpedaBa HEOI'PaAHUYICH pacCT I'peliaKa.
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I'maBa 4

JIBoda3zuu TokK dirynaa

JBodaznu Tok dayunsa je mojaBa Koja HacTaje KaJjia Ce Y UCTOM CHCTEMY KC-
TOBPEMEHO HaJla3e jBe (ra3e HCTe CYICTaHIlEe, Hajuenihe TeYHa W TacOBUTA, WU
JIBE PA3JIMYATE TEIHOCTU KOje ce He Merajy. TakBu TOKOBU ce jaBjbajy Y IPUPOIN
(Tasiacu Ha MOBPIIMHA BOJIE, AKTUBHOCTHU I'ej3UPa U IIUPEHE JINMA), ajli U Y UHJLY-
CTPHjCKUM IIPOIECUMA, IITO 3aXTEeBa PA3BOj IMPEIU3HUX MATEMATUYKIX MOJIENIa 34
IbUXOBO OIMCHBAe. 3a HAC Cy OJ] IOCEOHOT MHTepeca IMPUMeHe IBO(MA3HIX TOKOBA
y padyHapckoj rpaduim, koje omoryhasajy peaaucTudHe cumysaiuje hIyuIHux
nojasa y (pUJIMCKAM aHUMAIIAjaMa, BIIEO-UTDAMA U BUPTYEJTHUM OKDYKEHHUMA.

JIBodbazuu ToK dpiiynia je 3HATHO CJIOKEHHjU O jeHOMa3HOT 300T JTUHAMUY-
KHUX 1 TEPMUYKUX HHTEepaKIja uamehy daza. Y 3aBucHocTH 0J1 GUNIKUX YCJIOBA,
MOry ce (bOPMHUPATU PA3IUUUTU OOJIMIU TOKA, MOIYT MEXYpPacTOr, KAIJbUIaCTOT,
IpcTeHacTor u crparudukoBaHor. ['panura namehy daza, mo3HaTa Kao paruyma
TWOBPULUHA WU MehyTospuiuna, eBOJIYUpa MO/l yTUullajeM JuHaMuke duaynga. Je-
JIaH 0T IINJbeBa OBOT' PA/Ia je MOJIeJIOBaIbe U aHAIN3a BPEMEHCKe eBoTyInje Melhymo-
BPIIIUHE TOKOM JIBO(rA3HOT TOKa, KOPUIITNemheM BEKTOPCKOT 110/ba Op3UHAa J100M]je-
HOI' HyMepudKkuM pernraBambeM Hapuje—CTOKCOBUX jeHAYUNHA, JETA/HHO OIMUCAHUIM

y HIPETXOJIHO] TVIaBU.

4.1 Hedununuja n Kjaacudukainnja rpaHIIHIX

noBpmHa n3mMebhy daza

[TocToje pazmmunTy TPUCTYIU CUMYJIAIN)U MOKPETHUX I'PAHUYHUX HOBPIIITHA

u3mehy daza, KiacuUKOBaHU IIpeMa HAUUHY HUXOBOT IIpE/ICTaB/hatba U pahema
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y Bpemeny [34]. Heka je Q npocropuu someH, a ' rpanuiia y mwemy, 1uMeH3uje 3a
jeman mambe o ) (Tj. Ko-JAMMeH3Hje jeaH), Koja JIeIu JOMEH Ha 0/IBOjeHe 0DJIACTH.
['panwura je omrpa ako je 30Ha npesaza udmehy dhaza DeCKOHATHO TaHKA, OJTHOCHO
Judy3Ha ako UMa KOHAYHY JIeO/bUHY U TJIaJlak mpesa3. Mertoje ca omrpom rpa-
HUATIOM e(pUKACHO mpaTe (pOPMY, aJIF Ce TEMKO UMILIEMEHTHPA]Y TPU TOIIOJIOITKIM
npomenama. Hacympor Tome, Metojie ca qudy3HOM rpaHUIioM 00/be 00pahyjy KoM-
IJIEKCHE TOTIOJIOIIKE IIPOMEHE, aJld 3aXTEBajy BUCOKY PE30JIyIN]y Y 30HU I'DAHUILE,
IIITO jeé PAdIyHCKN 3aXTEBHO Y OJICYCTBY aIalITHBHE MPEZKe.

[IpencraBbaibe rpaHUHE TOBPINUHE je K/BYTHO Y HyMEPUIKUM CUMYJIAIIjAMA.
V Jlarpan:koBUM MeToO/IaMa decTUlle Ha MehynoBpmuHu ce Kpehy 3ajeHo ¢ mboM,
11a je el I0JI0Ka] eKCITUIUTHO mo3HaT. CTora ce OBM MPUCTYIIN HA3UBAJY Melio-
gama apahierva mehyuospwune (eHr. interface tracking) |2, 28|. Knacuaan nmpumep
JlarpamxkoBor npucryma, metwoga maprep-vectiuya (eur. Particle Method), 350r
OpojHUX HemocTaTaKa JIAHAC je y BeJmMkoj Mepu HamyrireHa [2, 28|. Ca apyre
crpaue, Qj1epoB IPUCTYT KOPUCTH (PUKCHY MPEXKY, & ME)YIOBPIIUHA Ce TTPEe/ICTa-
BJba KAO HUBO (KOHTYypa) UMILIAIUTHO Jedbunucane dpyHkiuje. Taksu mpuctymnm
HA3UBAjy ce MEeWogama Teatuara mehytospwune (eHr. interface capturing) (2, 28|.
[Toctoje u xubdbpujiHe MeTO/e KOje KOMOMHY]Y JI00pe CTpaHe 00a HaBeJeHA IPH-

cTyma.

4.2 TI'paanvyHa MOBpUIMHA y ABOMA3ZHUM

TOKOBMIMa

YV mBodasHoM TOKy, rpanuiia u3Mehy daza ce Moxke ommcaTH Ha Pa3IHINTE
HaYWHE, Y 3aBUCHOCTHU OJ TOra Jia JIM Ce CUCTEM IIOCMAaTpa Ha MUKPOCKOIICKOM
WM MAKPOCKOIICKOM HHBOY. Ha MHUKDPOCKOIICKOM (MOJIEKYJICKOM) HUBOY, MDaHUIA
u3smelhy dasza Huje omrpa, Beh mocToju mpesazHa 30Ha KOHAYHE JieO/buHE. Y TOj
30HU ce (PU3UYIKE OCOOMHE CHCTEMa Mehajy OJ BPEIHOCTH KapaKTEPUCTUIHUX 33
jenHy a3y J10 OHHX KapaKTepUCTUIHHX 3a Japyry. OBO yka3dyje Ha IIaJlak, a He
omrap mnpesa3 u3Mmehy dasza.

Ha makpockorickoM HUBOY, IpaHuiia mamelhy ¢dasa ce onmcyje Kao IpaHuIHA
IIOBPINIHA KOja pas3jBaja ¢ase ca pas3aunduTuM ocoomHama. Ha mb0j ce jaBibajy
crenupuyne cujie U ePEeKTH, MOMYT MOBPIIMHCKOT HAIIOHA, KAa0 W IIPEHOC Mace
u eHepruje msmehy dasza. Y 0BOM paiy cCjaeguheMO HCKJ/bYUINBO MaKpPOCKOIICKN

MIPUCTYTI Y KOMe Ce TPAHUTA TpeTupa Kao IPaHUYHa MOBPIIUHA, & HeHa ITPOMEHA
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TOKOM BpeMeHa ce MOojesyje MoMohy onropapajynux HyMepUIKAX MeTO/Ia 3aCHO-
BAHUX HA MEXAHUIM KOHTUHYYMa.

Kao miro je Beh namomenyTo, qBoda3un TOK MoJpa3yMeBa UCTOBPEMEHO IIPU-
CYCTBO JIB€ pa3/IMYUTE TEYHOCTH KOje ce He MeIlajy, WIH ce BPJIO caado MeIajy.
Tunraan npuMepn TaKBUX KOMOWHAIMja Cy y/be U BOJIa, OJHOCHO BOJIa U HEKA BU-
CKO3HHUja TEYHOCT Kao 1To je ryuiepun. [locebno nac mHTepecyje nBoda3Hu TOK
y KoMe cy dase Ba3ayx U TedHOCT (Hajduernhe BOJA), KOjU KapaKTEPUIIe U3y3€THO
KOMILJIEKCHA JIMHAMUKa Trpanurie uaMmehy dasa, ykbpydyjyhu meHo (opmuparbe,
cuajame u pacrnas. (OBe TOIOJONIKE MPOMEHE 3aXTEBajy MPEIM3HO MOCTIOBAHE
€BOJIyIIje TPAHUYHE MOBPIIUHE, IITO IPEJCTaB/ba jeJaH OJ IVIABHUX HU3a30Ba Y
cuMysIanujama JIBoasHIX TOKOBA.

[ToBprmHCKN HAIIOH ce MOXKe 3aHEeMAPUTH KaJla Cy WHEPIIUjaJTHe CHUJIe 3HATHO
jade oOJ1 MOBPIIMHCKUX, IITO je TUIIUYIHO 32 CHCTeMe BehuX JIMMEH3Uja U BUCOKUX
Op3uHa crpyjama. MehyTtuMm, Ko KanuiapHux edekara u mporeca hopMuparmba
KAITH, YTUTA] TOBPIMHCKOT HAIIOHA CE€ HE CMe 3aHeMapPUTH. Y aHAJIU3U JBO(DAZHUX
tokoBa Kopucrte ce Hasuje-CrokcoBe je/Haduube y KOjuMa HapaMeTpH, Kao IITO
Cy TYCTHHA W BUCKO3HOCT, MMajy PAa3JITYUTE BPEIHOCTH y CBaKoj o daza. 3a
npaheme mpomena rpanudHe noBpinuHe n3Mehy daza TOKOM BpeMeHa, pa3BHUjeH je
HI3 HyMEpUIKUX MeTo/a, Mely Kojuma cy Haj3HadajHuje:

e Meiwioga saupemuncrux @paryuja (eur. Volume of Fluid Method - VOF) xo-
PUCTH JUCKPETHY (DYHKITN]Y 3allpeMUHCKe ppaKimje o, Koja yKa3yje Ha yIeo
onpehene daze y mpexxnoj henuju: o = 0 o3HagaBa 1pBy dasy, o = 1 apyry,
nok Bpeanoctu uamehy 0 u 1 omucyjy hesnuje kKoje cajip:ke TpaHUYIHY MTOBP-
muHy. OBa MeTo1a 00e30ehyje 100py 0UyBaHOCT Mace u 1moy3/1aHo mpaheme
CPaHUIlE, AJTU Ca OTPAHUYIEHOM TAYHOIINY P M3padyHABAY N€OMETPUjCKUX
KapaKTEePUCTUKA KAo IITO Cy KPUBUHA U HOpMasie [35].

e Metwoga ¢pasnuzr tona (enr. Phase Field Method — PFM) xopucru riarky
dyHKIMjy 3a onuc TaHKe mpesjasHe 3oHe u3Mehy dasza, dumja ce eBosynmja
oapebhyje mumHEMEu3alujom oarosapajyher I'mandypr-JlanmgayoBor dyHKIH-
onana. OBaj mpuctyn omoryhaBa epUKACHO MOJIETIOBAIGE CIIOKEHUX I10-
jaBa 0e3 ekcruUIUTHOT Ipahema rpaHuYHe MOBPIIUHE, AU 3aXTeBa CTPOTre
yCJIOBE PABHOTEXKE U BUCOKY PE3OJIYIINjy MPeXKe y MpPea3HOj 30HU, IITO Ta
YMHU PAYYHCKHU 3aXTeBHUM [35].

e Mewoga nuso cxkyua (enr. Level Set Method - LSM) je jenna oz meroma

KOje KOPHUCTE perpe3eHTalnjy MehyIoBpIInHe UMILIAIUTHO JeduHrCaHOM
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dbyukmmjom ¢(x,t) [13, 36]. Opa dbyHkrnuja Hajuyenthe npeacTaBba 03Ha-
weno pactwojarve (eHr. signed distance) ox mehynoBpiuHE, JOK OHA cama
ofroBapa HyJsToj u3onospuinan: ¢(x,t) = 0. Ummmnurau onmc omoryhasa
MIPUPOJTHO MOJIEJIOBAHE TOIOJIONIKNX MPOMEHa, Kao IIITO Cy CIajarbe U Pas3-
nBajambe daza. Mehyrum, meTona je CKJIOHA HYMepHYKOj Iudy3uju, IITO
MOK€ M3a3BaTH I'yOUTAaK OYyBambha Mace YKOJIUKO Ce He KOPHUCTE J0JIaTHe
TexHUKe Kopeknuje [37].
Csaxka 0J1 HABEJIEHUX METO/Ia NMa CBOje MPEeIHOCTH U OrPAHUIeha, a N300D 3aBUCH
oJ1 ipupozie podsiema u 3axrteBa npumene. Meroga VOF morojua je 3a mpodieme
ca CTPOrMM 3aXTEBHMAa 3a OUyBarbe Mace U jacHo pa3jasojenum dhazama. LSM ce ko-
pUCTH 3a podJIeMe ca KOMIIJIEKCHIM TOTIOJIONIKAM ITpOMeHaMa U KaJl Cy IMoTpedHe
Iperu3ne reoMeTpujcke nudopmaruje o rpanndioj mospruan. PFM ce najuernthe
npuMersyje y GyHIaMeHTaJIHUM UCTPaKUBABbUMa Ca JIOMUHAHTHUM TEPMOJIMHA-
MUYKUM U ME30CKOIICKMM epeKTHMa. 300T TOTa Ce y HAIPEIHUM CHMYJIAIjaMa
YeCTO KOPHUCTe XUOPUJHU MPUCTYIH, KOjU KOMOWHY]Y HPEJJHOCTU TOjeIMHUX Me-
TOJIA PaJI TTOCTU3arba Behe TaYHOCTU, CTAOMTHOCTH M padyHCKe e(DUKACHOCTU.

Y pauynapckoj rpadurm, VOF u LSM wurpajy K/bydHy yjiory y Kpeupamby
peamuctuaHux cumynanuja daynaa. VOF ce mumpoko kopuctu y (puimMckoj uH-
JIYCTPUjU U BUJEO-UTPaMa 300T TAUHOT OUyBalba 3allPEeMUHE U jJaCHO JeduHuCcaHe
rpanure udMehy duynna n Bazmyxa, omoryhasajyhu yoeybuBe Busyesne edexre
YaK 1 Ipu Kopuiihemy yrporrhennx dpusnaknx mojena. LSM, ca cBojom nMruim-
IIUTHOM PEIPE3eHTAIINjOM TI'DAHUYHE IOBPIIUHE, MOTOJIAH je 33 CUMYJIAIUjy CJIO-
JKEHUX TOTIOJIOMIKUX IIPOMEHa, Kao IITO Cy CHajarhe U Pa3/Bajarbe TeIYHUX MAaca,
npckame u dopmupama nere. OBaj mpuctyn omoryhaBa MPENU3HO H3pAdyHA-
Bamb€ KPUBHHE U HOpMAJe Ha MOBPIIUHUA, YUME Ce€ OMOTyhaBa Ta9HO MOJEIOBAIHE
[IOBPIIUHCKOT HAIIOHA U KAIMJIAPHOCTH, IITO MOOOJHINABA BU3YEJHY BEPOIOCTOj-
voct. PFM ce peTko Kopuctu y KOMEpPIHjaJHUM ajiaTUMa 3a BHU3YyeJTHE edeKTe
300r BUCOKE padyHCKEe 3aXTEeBHOCTU M (poKyca Ha (pusmiky mnperumsnoct. Umak,
BEH TEOPHU)CKU OKBUP 3HAYAJHO YyTUYe Ha Pa3BO] HAIIPEIHUX MoOJesa y HAyIHUM
cuMysanujamMa JIBo(MasHNX TOKOBA.

Y oBoMm pajy kKopuctu ce LSM merosa, npu gemy ce KpeTarbe I'DAHUIEe OBUja
[OJT YTUIAjeM CIIOJBAIIELET BEKTOPCKOT 110/ba Op3uHa U(X,t), 100UjeHOr HyMepHH-
kuM perraBaibeM Hasuje-CTokcoBux jeHaunna. 3a eHy HyMEPUUKY UMILJIEMEH-
TaIujy KOPHUCTU ce jeJlHa J0JaTHA MeTO/a, Takohe 3aCHOBaHA HA MMILTHITUTHUM

dyukiumjama. Jleta/pbHUjU onc 00e MeTOoJe JIaT je y HapeaIHOM OJIeJbKY.
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4.3 Merone 3acHOBaHe Ha MMILJIUITUTHUM
dbyHKOIMjama

OBa rpyma MeTosa 3aCHUBa ce Ha IpeJcTaB/baiby rpanune ' momena 2 C R?
PEKO HEKe MMILIUIUTHO 3a1are hyHKImje ¢(x). AKo KopueruMo pyHKIH]y O3HA-

YeHOr pacTojama, GyHKIuja ¢ ce nedunurre kao [13]:

$(x) <0, ako x € €,
d(x) =< d(x) =0, ako x €T :=9Q, (4.1)
$(x) >0, ako x € Q.

DyHKIja ¢ Ipe/icTaB/ba pacTojame 10 Tpannre [, Tako na je ¢ > 0 Ha jemHO]
crpau, a ¢ < 0 Ha Jpyroj crpanm rpanure. KaJia ce rpaHnYHa IMOBPIITAHA
kpehe, mocraje 3aBucHa OJ1 BpeMeHa t, 1a je Yy CBAaKOM TPEHYTKY JdedUHUCAHA
kao m3onospimmHa ¢(x,t) = 0. Tanma Baxu |V¢| = 1, oguocHo ma je mHopma
rpajimjenta (GyHKIMje ¢ jelHaKa jeJIMHUIM. Y KOJUKO je I’ 3aTBOpeHa MOBPIIUHA,
¢ je mo3uTuBHA BaH, a HeratuBHa yayTap . Ha Curu 4.1 npukaszana je dyHKIuja

O3HAYEHOI pacTojama y caydajy Kajga je ' kpyr.

Ciuka 4.1: @yuknuja o3HadeHOr pacrojama 3a Kpyr [13]. Tlosurushe BpemHoCTH
dyHKIMje npuKazane cy npBeHOM O0joM, a HeraTuBHe IaBoM. OdsracTuma jauer
MHTeH3uTeTa Ooja o/iroBapajy Behe arcosyTHe BpeTHOCTH (PYHKIIAje PACTOjarba.

OyHKIMja ¢ He Mopa Ja Oyze PyHKIHja pacTojarma, aJld HyMEePUUIKe allPOKCH-

Mallfje ryoe Ha Ta4HOCTH aKO IpaJinjeHT (PyHKIHje 3HATajHO OJCTYIA O/ jeIMHUIIE
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— oxHOCHO ako |V ¢| 3HarHO Bapupa. ['eoMeTpujcke KapaKTepucTrKe TPAHUIHE 110-
BPIIIUHE Ce€ MOTY U3padyHaTH JUPEKTHO U3 ¢. JeJIUHUIHU BEKTOpP HOpMAaJe N U
cpeliiba, KPUBUHA K Cy JAaTU U3PA3UMA:
Y Vo
[Vl Vol

la du ce momepua rpaHUYHA MTOBPIIUHA, HEOIIXOIHO je JIe(DUHUCATU jeTHAUUHY

u k=V"- (4.2)

eBoJyTnje 3a 1eaokynuy ¢pyukiujy ¢. Heka je x € I' Tauka Ha rpaHUYIHOj TOBP-
muHU. Y C/Iydajy NOKpeTHe I'PaHWYHe IOBPIINHE, CBAKO] TAYKM X Ha HOj IpH-
JIpy2KeHa je Op3WHa KpeTama OINCAaHa BEKTOPOM U, KOjU 3aBHUCH O KOHKDETHE
IpuMeHe. ¥ HaIlleM CJIy4ajy, OH je ojpebhen crpyjameM diynia, a y JIpyruM IpH-
MeHaMa MOKe 3aBUCUTH OJI JIOKAJIHE TeOMeTpHUje I'PAHINYHE ITOBPIIIHE UJIA JIPYTUX
daxTopa.

BekTop Op3uHe u ce MoxKe Pa3/JI0KUTH HA CBOjYy HOPMAJHY U TAHT'€HTHY KOM-

1 = 0 3a cBaky Tauky x € I', Taga he rpa-

nomenty: u = u’ + ul. Axo je u
HUYHA [OBPIIMHA OCTATH HEINOMWYHA, jep je IEJOKyIlaH TOK TAHIE€HTAH Ha IbY.
JesmHO HOpMAasTHA KOMIIOHEHTa Op3UHE Ul JIONPUHOCH KpeTamy IDaHuYHe TOBD-
mune. Hexa 3a ut Baxu ut(x,t) = F(x,t)n. Taja ce Kperame Tauke X MOKe

omnmucaTtu nomohy jeHavunme:

dx
= Flxn. (4.3)

OBo je ocHOBHa jegHadMHA KpeTama Tadke Koja MPUIAJa TPAHUYIHO] MOBPIITUHMA.
Y mpakcu, uspadyHaBambe QyHKIHje F 3aBuUCH 01 KOHKpeTHOr mpoodsema. Ilo-
CTOje JIBe OCHOBHE MeTOJIe KOje ce MOTYy KOPUCTHTHU 3a Ipahere eBOJIyIHje OBAKO

JeduHICcaHe TpaHUYHE TOBPIIUHE. Y HACTaBKY heMO UX JieTa/bHUje ONUCATH.

Metona dp3or mapiummpama

Y wmewmogu bpsot mapwuparsa (enr. Fast Marching Method - FMM) kperame
rpaHUYHE IOBPIIUHE ce OIHcyje moMohy (yHKIMje Mo3HATEe KAao Malta 8pemeHa
apesacka (eHr. time of crossing map), T/ie BPEIHOCT ¢(X) IPEJICTAB/bA TPEHY-
TaK KaJia paHUYHA TOBPIINWHA MPBU IIyT MPOJa3d Kpo3 Tadky X. lIpema Tome,

IpaHNYHA TOBPIIUHA Y TPEHYTKY ¢ ce meduHmIe Kao u3omospiinHa [12]:

Hx(t) = . (4.4)
Hudepennuparmem jennaunne (4.4) moduja ce:

do(x(t)) ox o

) gy 2 _Ghounn (45)
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Koja y3 (4.3) naje jeqHadnHY:
F(x)[Ve¢| =1, (4.6)

MIO3HATY Ka0 JegHAYUHG €JKOHaAG KOja OIHCYje IPOdJIeM ca IPAHUYHUM YCIIOBUMA.

Ha Comrm 4.2 npukasaHo je KpeTtawme KOHTYpe JeduHucane jeaHaduaoM (4.4).

Ciuka 4.2: Eposynuja koHType y pasHH, nedunucane jeganadunoMm (4.4), 3a pa-
3JIM9UTE BPEMEHCKe TpenyTke [12].

Metona Sp3or mapiiupama UMa U 3HAYAjHA OrpaHUYErba, jep He JI03BOJbaBa
Jia MeDhynoBpInnHa Ipesiasu IPeKo CBOJUX MPETXOTHUX HMO3UIMja TOKOM BPEMEHA.
Kperame mMopa OuTH CTPOro MOHOTOHO Y OJIHOCY Ha IIOYETHU IIOJIOXKAj, MJIM Ka
YHYTPAIIHOCTU WM BaH the. Jlerasbu 0 HyMEepHUYKOM IIOCTYIKY KOjUM Ce jeJ[Ha-
quna (4.6) moxe permru Mory ce Hahu y [12]. OBa merona ce 00M4IHO KOpUCTH Y

OKBUPY j€THOT KOpaKa HyMepuiKe MMIIJIEMEHTAIIje MeTO/le HUBO CKyTIa.

MeTtona HUBO cKymna

Y MeTo[M HUBO CKyNa I'PAaHUYHA MOBPIIMHA C€ CJIOOOIHO Pa3BUja TOKOM Bpe-
MeHa, 0e3 OI'paHrYerhba Ha TOIMOJIONIKe TpoMene. OBaj IPUCTYIT MOXKe MOJIEJIOBATH
KpeTama Koja ce OJIBHjajy y 00a cMmepa, Kao U Ipesa3e npeko Beh odyxsahenmx
obstactu, 1mto Huje no3Bosbeno y FMM. Kperame rpanndre MOBpINUHE ce MOJIE-
JIyje Tako IITO ce YKyImHH u3Boj dyHKIuje ¢(x(t),t) mo BpemMeHy uzjejHaqdn ca

HysoM [13]: ; o d
X
—o(x(t),t) =0 = E—FE

- Ve =0, (4.7)
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OJTHOCHO
9¢
— = 0. 4.8
5 +uVeo (4.8)
Yaumajyhu y 0b3up jennaunue (4.2) u (4.3), jenmaunna (4.8) ce Moxke 3anucaru y
OOJIAKY:
0
8_f + F|V¢| = 0. (4.9)

OBo je OCHOBHa je/THAYUMHA €BOJIYIMje TPAHUYIHE TOBPIIMUHE U IPUITAJIA, IO OJpe-
hennm ycioBuma, Kiacu XaMmMuiITOH-JakoOujeBux jennaunHa. JegHaduue (4.8) u
(4.9) ce KopucTe paBHOIPABHO Yy CJIy4ajy CIIOJba 33JIATHX I0Jba OP3UHE, KAO IIITO
cy mpodsieMu y KojuMa je Op3uHa ojipehena kperamem dayuga. Mehyrum, kama cy
1oJba OP3UHE YHYTPAIllha U cCaMoreHeprucaHa (Ha IpuMep, KaJla 3aBIce 0/ JIOKATHE
KPUBHHE TPAHUYIHE TOBPIIKMHE), MOPa C€ MPUMEHUTH MOJAUMDUKOBAHU TIPUCTYII 3a-
cHOBaH Ha jemHaunuu (4.9), KaKO OM ce TAYHO MOJEJIOBAJA JUHAMUKA TDAHUTHE

THOBPIIAHE.

Ciuka 4.3: IIpomena romnosioruje kourype y pasau [13]. Ilpsenom dojom cy mpe-
cTaB/be€HE BPEIHOCTU (PYHKIIHjE ¢, JTOK IJIaBe IpecedHe PaBHU OJI'0OBApajy pas3Jiv-
YIUTUM BPEMEHCKUM TPEHYIIMA.

Pernpezenranuja npeko ¢pyHKIMja HUBO CKyIla UMa OpOjHE TEOPHUjCKE U IIPaK-
TU4YHe 1peaHocTu. VMiummnurHa JeduHUInja MOBPIIMHE KAO HYJITOTI HUBO CKYTIa
omoryhaBa BesukKu OpOj cTeneHu CJI0DOE, TOIOJIOMKY (PJIEKCUOUTHOCT U TIPEIn-
3HO MOJIEJIOBab€e CJI0XKEeHNX, HenmpaBuianux oonnka. Ha Coumu 4.3 mirycrpoBana je
IIPOMEHA TOIIOJIOTUje KOHTYpe Y PaBHU. Y TMPAKCHU, jeJIMHO OTPAHUYEHHE MPEICTa-
BJbarba ME)YIOBPIITNHE TIPEKO HIBO CKYTIa ITOCTAB/ba PE30JIYIIHja PATYHCKE MPEKE,

KOja JUPEKTHO yTUYe Ha TAYHOCT U IJaTkohy mpodujene rpanndne nospmune. OBa
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KOMOUMHaIuja (GpJIeKCUOUTHOCTU, €(PUKACHOCTH U MaTeMaTHYKe eJIeTaHIlfje YUHU

MEeTO/Ie 3aCHOBaHEe Ha HUBO CKYIIOBHMMAa MONHUM aJlaTOM y padyHapCKOj rpadulln.

Hymepudyko peniaBame jegHadMHEe KpeTamka I'PDaHUYHE

MOBPIIINHE

EBosynuja rpanndHe TOBpPIIIHE, IpecTaBbeHe hyHKImIjoM ¢(X,t), moduja ce
HYMEPHUYKUM periaBameM jeauadnna (4.8) win (4.9). @yukiuja ¢ je nedurmncana
Ha HEKOM JIOMEeHY Ha KOMe je JedUHICAH MOYETHH IT0JI0XKa] TPAHINYHE TTOBPIINHE.
Ha du ce mogesioBasia (GyHKIHja ¢, HEOIXOJHO je MO3HABATH OJroBapajyhe Io-
JeTHe ycjaoBe. Y JIUHAMHUYKO] (POPMyJIalUju, 38 Pa3/IUKy OJf CTATHIKUX METO/Ia,
dyuknuja F Mopa Outu jeduHMICcaHa HE CaMO Ha CaMOj I'PAHWYHO] TOBPIIWHU,
Beh Ha 1esioMm joMmeny T7e je medwunmcana um dyHkmumja ¢. Crora je HEOIXOITHO
IIPOIIIUPUTH T10Jbe OP3UHE Ha I1€0 Taj JOMEH.

Jlakje, IpBU KOpakK y MOJEJIOBaIbY KpeTarba I'DAHUYHE IOBPIIUHE je WHUIIN-
jammzanmja dyHKIOHje ¢. YKOJHUKO je TIOYeTHA MOBPIINHA 3aJaTa eKCIJIUIIUTHO,
WIN TIapaMeTapCKu, TO MOXKe OUTHU HeTpHuBHjaJaH 1mpodseM. MehyTum, rpanudna
[IOBPINUHA ce Hajderihe 3a/aje y BUy KOMOUHAIUjEe CTAHIAP/IHIX M€OMETPHjCKUX
O0JIMKa WJIM Kao IMOBPIIMHA IPEJICTAB/bEHA MPEKOM TPOYIJIOBA y HEKOM O] yO-
omuajenunx ¢opmara. OBO 3HAYAJHO MOjeTHOCTAB/BYje TOCTYIAK, C OO3UPOM Ha
JIOCTYITHOCT BEJIMKOT Opoja coPTBEPCKHUX ajiaTa MOMONY KOjUX ce MOYeTHa I'pa-
HUYHA TMOBPIINHA MOXKE JIOOUTH Y OOJIUKY HYJITE U30IOBPIIIIHE.

Canenehn xopak je muckperusaruja jeanaqdune (4.9), ognocHo jeanaqunne (4.8),
KOja ce OOMYHO KOPUCTHU y aHAJIM3U KpeTama (Iyuiaa. 3a MPOCTOPHY JIUCKPETH-
3aIjy OBe jeJIHaYnHEe y IPAKCH ce Hajuenihe KOPUCTH METOJ, KOHATHUX PA3JINKAa,
MTO oMoryhaBa jeJTHOCTABHO CIajarhe ca MPOpadyHUMa (DIIYUJTHUX TOKOBA KOPH-
mhemeM ucte padyncke mpezxke. [locToje nmpuctymnm koju kopucre nocedny, puHujy
MpexKy 3a MeDyHOoBpIIUHY PaJii TOO0JbINAA PE3OJIYIHje, HADOUUTO Ha CJI0O0/IHO]
nospimuan buaynaa [38]. Wnak, cranmapjHa mpakca HojApasyMeBa KOPUIINEHme
3ajeTHUYIKe Mpexke Kako 3a peraBame Hasuje-CTOKCOBUX jeqHadnHa, Tako U 3a
pelaBarbe jeJHavdMHa KpeTarba IpaHuvHe mnospiiuHe. Byayhu na je jegnaduna
(4.8) 1o €BOjOj TPUPOAU AJBEKIMOHA, 3& FHEHO DelllaBarbe MOXKE Ce MPUMEHUTH
ncTa MeTO0JIoTHja Koja ce Kopuctu 3a Hasuje-CTokcoBe jennadnme.

V koHTekcTy ABOMA3HUX TOKOBA, PEIIABAHE jeTHAUYNHA €BOJIYIMjE€ HUBO CKY-

roBa Hajuenrhe ce peajusyje ceMu-JlarpaH:kKoBOM MeTOIOM, C OO3UPOM Ha TO Ja
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ce ona Beh KopucTu y OKBuUpy pemaBama Hasuje-CTokcoBux jegHadmua. ¥ O/
Hocy Ha ekcrumiuTHy OjiepoBy Meromy KomomuoBany ca upwind (namn WENO)
JpepPEeHIIjCKOM IIIEMOM 3a IIPOCTOPHY JUCKPETH3AIIN]y, 0Baj IpucTyn ode3dehyje
Belly HyMepuUKy CTaDMTHOCT M TAYHOCT, YaK ¥ TP BehUM BPpEMEHCKHM KOPaIliMa.
ITo jennocTaBHOCTM UMILIEMEHTAIlMje OH HaJMaIllyje UMILIAIUTHE MeToje, jep He
3aXTeBa pellaBame JUHEAPHUX cucrema jeanadumHa. Mehyrtum, 3a crnpedaBarbe
HyMepHYKuX apredakara, HEOIXOIHA je KBAJIUTETHA NHTEPIIOIAIMOHA IIIeMa, Haj-
venthe KyOHa WM CIJIAjH HHTEpIHOJamja. 300r 100por dajtanca u3mely cTaduiIHO-
ctr, e(UKACHOCTHA U KBAJUTETA pe3ysTara, ceMu-JlarpamkoBa MeTojia je mocedHo
orojiHa 3a cumyJsarnuje duyujaa y padyHapcKoj rpaduim, rjie je 1mmb nocTuhu
BHU3YEJIHO YOeJ[JbUBe, aJIl U PAIYHCKN e(DUKACHE CHUMYJIAIMje.

[Tpu permaBamy jennaqnne (4.9) mpernocrabiba ce na je dpsuna F(xX) mo3Hara
y mesom jioMeny. OBO je 3aJ10BOJbEHO KaJia cy 00e (pa3e T€UHOCTHU, aJi CUTYaAIHja
je BHaTHO KOMILJIMKOBAaHMja KaJia je jesiHa o1 (pha3a Ba3yx, OJJHOCHO KaJla ce aHa-
Jm3upa TOK TedHocTu y Basayxy. Ca F o3madmhemo mnpormupeme pyakimje F
Ha I1e0 JIOMEH. JeJIHaunHa U3 Koje ce Moxke ojpeantu dyHkiuja Fi. moduja ce us

jemuaqanne (4.9) u yciosa |Ve| = 1:
VF’exthbtren =0, (410)

TJI€ j€ (iren BPEIHOCT (DYHKIHjE ¢ JIOOWMjeHa y TOCEIHEM HYMEPUIKOM KOPAKY.
lopwy jennaduny je morpedHo pemutu 3a Fioy camo y 0dacTH UCHYHHEHO] Ba-
zayxoM. [locroju meko/IMKO HadYWHA 3a pernraBaibe oBe jeaunadmue. [IpBu o mux
nojipazyMena periasambe jeaaaqanne (4.10) seh momernyrom FMM meromom, ¢ 063u-
pom sa uma ucry dopmy kao (4.6). Iokazamo ce, mehyrum, na je jemHocraBHUje

KOHBEPTOBATHU j€é Y BPEMEHCKH 3aBHCAH IIPOOJIEM:

aFext 1 V¢tre11
ren) T— 7 vFex = 0 411
8t + Slgn(th ) |v¢tren| t ( )

lopmwa jegnaumna je XunepOOUYKa jeJIHAUYNHA YHhje KapaKTepUCTHIHE KPUBE CY

yCMepeHe OJi TPaHUYHEe IOBPIIUHE, y MPAaBIy HOpMaJe Ha iy. Y COPTBEPCKUM
nakeruma HamemeHnM LSM, odudHO cy mMILIeMeHTHpaHe 00e MeTOJIe.

Hakon ajBekiuoHor kopaka, pyHKIIHja ¢ I'yOu CBOjCTBO (DYHKIIHje O3HAYEHOT
pacrojama (|V¢| # 1), mro IupeKTHO yrpozkaBa TavHOCT IpOpadyHa HOpMAaJse U
kpuBuHe. Kako 3HaK GyHKIHje U 1ajbe OCTaje UCIpaBaH, HEOIXOIHO je U3BPIIUTH

beHY [epUonyIHy penHunujanunsanyujy (ceakux 5 10 10 BpeMeHCKHUX KOpaka) pe-
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ITaBameM jeTHaAINHE:

% = sign(dyen) (1 — |V@|), y3 nmogernu ycioB ¢(0) = ¢yen, (4.12)

rJIe je T IICEeYI0-BPEMEHCKH IapamMerap KOju HeMa (pU3MYKO 3Haderme, Beh ciyxkn
HUCKJbYYUBO 3a UTEPATHBHO ITPUOJIMKABAIHLE CTAIMOHAPHOM PEIIEIby jeIHaYNHE
IVo| = 1. ¥ cioxennjum cumysarnujama, (QyHKIUja ¢ ce M3padyHABa Yy YCKOM
nojacy oko rpanure (T3B. narrow band), Kako OM ce MUHUMH3UPAJIU PAIYHCKU
zaxTeBu. [Ipu Tome, oprKaBa ce BUCOKA TATHOCT y Mpahermy cJI000/IHe TTOBPIIUHE,
YaK U Yy KOMIIJIEKCHUM TOKOBHMa Ca BEJIMKHUM ,zLe(bopMam/IjaMa 1 TOIIOJJIOIIIKUM
mpoMeHama. V pemHunmjaamsamnuja ce, HapaBHO, BPIIA UCKJ/BYYHUBO y TOM yCKOM

rmojacy.

4.4 Dayuam ca cJI0O0THOM ITOBPIMTMHOM

Dayugu ca crobogrhom Gospuurom (enr. free-surface flow) npeacraBibajy mo-
cedHy KJiacy JBoda3Hux crpyjama duaynga. HbuxoBo MojieoBame YK/bydyje Ipo-
padyH kKperama Quiynga ca jacHo jgedunucanom rpanuriom usdmehy nse daze, na
IIpuMep BOJIe U Bazjyxa, e je apyra ¢aza 3aaTno peha. Ta rpanuma ce cjo0d01HO
Kpehe u gedopmuiiie o1 yTUIAjeM CTPYjarba, IPaBUTAIIN]€e, TTOBPITHHCKOT HAIIOHA
u criojpanimux cmwia. Ocum y padyHapckoj rpaduiid, 0Baj MPUCTYII UMA IMHPOKY
NIpUMEHY Y WHKEIbePCKUM aHajim3aMa. KopucTu ce 3a cuMysialujy Tajgaca, mIpesim-
Bamba MPEKO OpaHa, KpeTama TEIYHOCTH y JCJIMMUTHO HAIYHEHUM pPe3epBOapUMa,
roTarama WA UCIJINBaBambha 00jeKara, Kao n (hopMUpaba MEXYPOBa.

['maBuu n3a30B y Mojie/0Barby OBOT Tuia (JIyUIa JIEXKH Y Ta4HOM Hpahermy u
OTMCHUBAIbY IIPOMEHJbUBE JTMHAMUKE cj10001He roBpiuie. Crpyjame dirynma y ode
daze oapebhyje ce oarosapajyhum Hasuje-CrokcoBuM jeaHadnHaMa 1 TPAHAIHIM
yCJIOBUMa KOjU BazKe Ha MOBPIINHU KOja nX pasisaja. Hasuje-CTokcose jennaunne

nanucahemo y crannapaHom obauky [36]:

D 1
U ——Vp, + &Auz +g, V-u =0, x €& reunocru (4.13)
Dt P pe
Du, 1 W
=——Vp,+“2Au,+g, V-u,=0, x€racy 4.14
Dt p, Do, Bl g (4.14)

rJie je u Op3uWHA, p NPUTHUCAK, p TYCTUHA, a [ (JIHHAMUYIKA) BUCKO3HOCT (DJIyna.
Unnekcu ¢ u g o3HauaBajy TeuHy u racosuty dasdy pegom, D /Dt je marepujaanu

U3BOJI, & g yOp3aibe ycJjes I'PaBUTAINje.
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Ha mospmunau usmel)y nBe aze Baxke KUHEMAUYKY U UHAMUMKY TPAHUNHU
ycaosu. Kunemarwuku ycyioB nHamehe na wecturie prynja mHe MOTY TPOJIA3UTH
KPO3 I'paHuILly, OJHOCHO Jia ce rpaHuna Kpehe 3ajeano ca durymmom. OBaj yciios

ce MaTeMaTuIKu (GOPMYJIUIIE KAO:
w-n=u,-n, (4.15)

Tj. HOpPMaJIHE KOMIIOHEeHTe Op3uHe 00e (paze Mopajy outu jemgHaxe. JIuHamumakn
yCJIOB n3pazKaBa KOHTUHYUTET Ta.HFeHHI/Ij AJTHUX KOMIIOHEHTHU HAIIOHA Ha I‘paHI/IqHOj
IIOBPIIIUHY, OJHOCHO 00e30ehyje ma pasiauka y Hamonuma u3mely nBe cdasze Oyze

ypPaBHOTEeKeHa MOBpIIUHCKUM HaroHoMm. OBaj yciios je gar pesanujom [36]:

[—pi + wn(Vu + (Vw)")n] — [—p, + pyn(Vu, + (Vu,)")n] =4k, x €T,

(4.16)
r7e je N jeIMHIYHA HOpMaJja Ha TPAHUYHY MOBPIIUHY YCMepeHa U3 raca Ka TedHO-
CTH, 7 TOBPIIUHCKN HAIIOH, & Kk CPeJiba KPUBUHA I'DAHUYHE MOBPIIUHE TOBE3aHe
ca dyurmujom ¢ pesmarmjom (4.2). Mozke ce younru ja 300r JIejCTBA MOBPIIHH-
CKOT' HAITOHA 7Y, JIOJIA3W JI0 CKOKA MPUTHCKA P, HOPMAJIHO HA T'PAHUYHY ITOBPIITHHY,
KOjH je TIPOIOPIIMOHAJIaH CPEJIb0] KPUBUHU TOBPIIUHE K. ¥ HAIIUM IIPOPAIyHUMA
hemo 3anemapuTu noBpiinacKu Harmon. C 003upoM Ha TO Ja aHAJIU3UPAMO CAMO
HeBuckosue duynze, yciaos (4.16) ce coqu na: p; = p, = 0.

Jennaunne Hasuje-Crokca 3a qBodasno crpyjame duyuma (4.13) u (4.14) cy
crperayre ca jegnadnHoM (4.8) Koja ommcyje eBosynujy muxose rpanuie. Jla-
KJle, aJTOPUTMY OIMCAHOM Ha Kpajy oe/bKa 3.3 HEOIXOTHO je JOJAaTH KOpaK 3a
U3padyHaBamhe HOBE BPEHOCTU (DYHKIIHjE ¢, 9UMe Cce JI00Uja IMPOITUPEHU OOJIUK
ajropuTMa. 3a CBAKU BPEMEHCKHU KOPAaK, M3BPINaBajy ce ciaeaehn koparm:

o Anpekiuja u™: u® = advect(u”, At,u");

e Vpauynapame JeJIoBama 3alpeMIHCKuX ciia: uP = u® + At g;

e IIpojexmuja mputucka: u"* = project(At, uB);

Anpexnpja ¢": ¢" ! = advect(¢", At,u”).
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I'maBa 5

KoBekTOopcKu nNpucTyn aHaJIU3U

KpeTama PIynaa

5.1 HcrTopmjcku KOpeHu MeTo1e

ToxomMm romaa, dhopmysaryje 3acCHOBaHe Ha KOBEKTOPUMA BHIIIE IIyTa CY IIOHOBO
yBobhene y nunamuky duynga. Kosekropu u audepenrujaane dopme KopurheHu
cy jom y XVIII Beky y panuM mpoydaBamuMa HECTUNIBUBUX (DJIyHIa 3aCHOBA-
aux Ha Ojreposum jemmaunmuama [39]. Osaj dopmanmsam joBeo je mo orkpuha
BasKHUX 3aKOHA OJIp2Karba y OKBUPY JlarpamkoBor mpucryna, yKJ/bydyjyhu oip-
JKarbe BPTJIOra, KOBEKTOPCKHUX I0/ha OP3WHE U IbUXOBUX JIMHUJCKUX WHTETrPaJIa
JIy2K 3aTBOPEHUX U OTBOPEHUX KPUBUX.

Cpenunom XIX Beka mHTEpecoBame 3a (hopMasin3aM 3aCHOBaH Ha KOBEKTOPUMa
je oraJio, IITO je JOBEJO JI0 MPUBPEMEHOr 3aCToja Y IeroBoj npumenu. MehyTuwm,
Taj MPUCTYI C€ TOHOBO TOjaBUO Yy APHOJIJIOBOj T€OMETPHjCKOj XUIPOINHAMUIIH,
[Jie je yBeJIeH PEBOJIYIIMOHAPHU TNeOMETPHjCKHU Iores] Ha Kperame dhuyuma [40].
Ymecto 1a ce duryn s TpeTupa Kao CKyIl 9eCTHUIA 0T JIejCTBOM CUJIA, OH CEe TTOCMa-
Tpa Kao DeCKOHAYHO JTMMEH3NOHAHN JUHAMUYKHA CACTEM, YUjH KOH(MUTYPAITMOHN
IIPOCTOP YWHU Tpyla gudeomMopduzama Koju odyBaBajy 3ampemuny. Kperame
daynga Taga mocraje reoe3njCKO Y OJHOCY HA METPUKY JeUHUCAHY KUHETU-
KoM eHeprujoM, a OjepoBe jeHadMHe 33 HECTUNLBUB (DIIYUJ JI00Mjajy ce Kao
reojie3ujcke jeanadune Ha Toj rpynu. Kacuuje cy Mapcaen n Bajumraju mporm-
pUJIM OBY BHU3HUjy KOpuIIhemeM MeToj[a caBpeMeHe IeOMeTpujcKe MexaHuke [41].
KosekTopcku dhopmasimzam je yBejieH y XaMHUITOHOBY (hOpMyJianujy JIMHAMUKE

dbaynna, a y caBpeMeHO] TeOpHjU HAIAo je MPUMEHY yV Pa3BOjy TaKO3BAHUX M-
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mysicaux Metofa [42]. O omHOCY MMIYJICHEX MEeTOJ[a U KOBEKTOPCKOD IPUCTYIIA
IIpeJICTaB/LEHOT Y OBOM paJjiy Omhe pedm HemTo KacHuje y OBOj IJIaBH.

Kosekropcku dopmanusam (gerasbHo npeiacrasbed y [11, 43]) koju umbm
MJIejJHy OCHOBY OBOI' MAacCTep pPaJia, He HarJlallaBa eKCIJIUIIUTHO ITOBE3aHOCT Ca
TEOPUjOM CHUMETPHUja U TeoMeTpujckoM MexanukoM. MehyTtum, yBoheme 1-dpopmu
Ka0 OCHOBHUX IPOMEHJ/bUBUX 3a OIMC Op3uHe (DJIynia JUPEKTHO TPOU3UIA3H U3
ApnosioBor reomerpujckor npuctymna. Tume ce ode3dehyje ma cumysarnuja mo-
mITyje K/by4uHe (pu3uvKe MPUHITAIIE, TTOMYT OYyBaiba BPTIOXKHOCTH, YUME CE OBaj
MPUCTYTI TTOCTaB/ha Kao JIMCKPETHA pean3allija 'eoOMeTPHUjcKe Teopuje JTUHAMUKE
dynna.

Yupkoc mmopacty Opoja paJioBa 0 MOJIEJIOBabY (PJIyn1a KOBEKTOPCKUM IIPHUCTY-
IIOM, UMIIJIEMEHTAI]a KOBEKTOPCKUX CTPYKTYpa y HyMepHYKe MOJIeJie JTUHAMUKE
dayuna u gajbe ocraje HeJIOBO/bHO ucTpazkena. OBUM ce oTBapa MPOCTOP 3a pa-
3B0Oj T€OMETPUjCKN 3aCHOBAHMX HYMEPUYKHUX IIEMa C IMJ/beM TOCTU3Aha BUIIIET
pe/la TAYHOCTU U IMOOOJbINIAHE CTAOMJIHOCTU. TaKBU MPUCTYIUA UMA]y MOTEHITU]aJT

Ja 3Ha‘IajHO YHalIpeae e(ii)I/IKaCHOCT u IIpenu3HOoCT CI/IMy.TIaIJ;I/Ija JNHaAMUKE (bJIYI/I,ILa.

5.2 OcHOBHE TTOjMOBU Teopuje audepeHInjasi-
HuX dhopmu

Y nameMm TekcTy Ouhe M3JI0XKEHW OCHOBHU €JIEMEHTU Teopuje audepeHIiujali-
HUX (DOPMU HEOIXOIHU 33 Pa3yMeBarbe KOBEKTOPCKOT MPUCTYIIa JAHAMUAIN (JIy-
una [44, 45]. Ha upsu morses, oBaj MPHCTYI Ce MOXKE UMHUTH 3HAYAJHO pa-
3JIMYUTUM y OJIHOCY Ha TPAJAUIIMOHAJHY METOO0JIOTUjYy 3aCHOBAHY HA BEKTOPCKO]
aHAJIN37, KOja je OlmcaHa y MpeTxXomqHuM moriasbuma. C 003MpoM Ha allimKa-
TUBHY NPUPOJLy OBOI' pajia, W3jarame he OUTH y BEJUKO] MEpPU WHTYUTUBHO, Ca
[UJBEM JIa OMOTYhU MPUCTYIIAYHO U jACHO pa3yMeBarbe K/byYHUX KOHIIEIIATa.

[TocToje nBa ocHOBHaA pasjora 3a yBoherme JudepeHnnjaTnnx GOpMU y OITUC
duznukux nospa. llpBu moTmye w3 ummenwie jga PpU3NUKA MEpeha YBEK J1ajy
[JI00AJTHE BEJIMYUHE, Tj. BPEIHOCTH MPUJIPYKEHE OPUjeHTUCAHUM T'€OMETPUjCKUM
eJIeMEeHTUMAa Kao IITO Cy KpUBe, MOBpIMHE n 3amnpemune. OBe riiodasiHe BeJin-
YMHE 3aIPaBO IPEJICTaB/hajy MHTErpaJje JIOKAJTHUX BPEIHOCTH I0Jha IO TTOMEHY-
THUM N€OMETPHjCKUM eJIeMEHTHMA. YOIIIITEeHO roBopehn, cMaTpa ce jia ¢y pu3nIKu

pejieBaHTHE BeJIMYUHE UCKJ/bYIMUBO OHE JOCTYIIHE €KCIIEpUMEHTaJIHOM O,H‘pebI/IBaH:)y.
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Jpyru pazjor mpoucTuve U3 UUIbEHUIE J1a WHTerpaHe hopMyalnje 3aKOHa
OvyBamba, U3parkeHe je3nKoM JudepeHiujasanx popmu, omoryhasajy pa3soj edu-
KAaCHUJUX W POOYCTHHjUX HYMEPUUIKUX METOJa Y OJHOCY Ha MPUCTYIIE 3aCHOBAHE
Ha jgudepeHnujaanuM jeaHadanHama. Takse dopmystaluje 00e30elhyjy ayToMaTcKo
Baykeme 3aKOHA OUyBamba M y JUCKPETHUM pelpe3eHTallnjaMa, MTO Hje YBEeK Ta-
PaHTOBAaHO TIpU JAUCKpeTu3anuju gudepeHiujajsnnx jeanadanta. [locebna maxiba
he dutnu nocsehena JIujesom uzBoy audepentmjaannx GopMu, KOju YNHA OCHOBY
3a UMILJIEMEHTAIIN]Y HOBOT' aJIBEKITMOHOT KOpPaKa Yy OKBUPY PaHUje OIMMCAHOT aJiro-
puTMa 3a HyMepudko pernaBaibe OjmepoBux jeanaduna. JIujeB m3Boa 0de3dehyje
OJIp2Karbe BPTJIOKHOCTH TOKOM cuMyJiaruje bIynia, d9uMe ce MOCTUXKE BUIIUA CTe-

IeH (pu3mIKe BEPHOCTU U HYMEPUIKE CTAOUITHOCTH.

MHOI‘OCprKOCTI/I, TaHT'€HTHHMN M KOTAHI'€HTHMU IIPpOCTOpHA

[IpakTuyuno Kopuiiheme KOHIEITa MHOIOCTPYKOCTH 3aII09€TO jeé MHOT'O IIpe Hhe-
rose ¢opmajne maremarndke Jiecpununuje. Ha npumep, y cpeiibeM BeKy Mope-
IUIOBIM CYy KpeTarbe OPOJI0Ba MPUKA3UBAJIM HA TeorpadCcKuM KapraMa, Koje Mmpe/i-
CTaB/hajy JBOJMMEH3MOHAJIHE IIPOjeKIrje JIeJI0Ba 3eM/bUHE IOBPIIUHE, a He Kao
HoMeparbe y TPOINMEH3HOHAIHOM IpocTopy R3. Jomr mspasuTujn nmpuMep je Kpe-
Tarbe BO30Ba W BO3MJIA II0 KEJE3HUYKHNM Ipyrama u mnyresuma. C 003upoM Ha TO
Jla ce IeJIOKYIHa 3eMJbUHA TOBPIINHA HE MOYKE JOBOJHHO JIeTA/bHO MPUKA3ATH HA
jeJIHOj KapTu, KopwuIllieHe Cy KOJIEKIHje KapTH, OAHOCHO ariacu. OBU IIOjMOBH,
KapTe W aT/Iach, 3aJIp2KaHu Cy U 'y AudepeHIinjajiHoj TeOMETPHjU.

NuTynTrBHO, MHOTOCTPYKOCT j€ TOMIOJIONIKU MIPOCTOP KOjU Ce JIOKAJIHO MTOCMa-
TPaAHO JIOHAIA” KAao eyKJuJACKu npocrop (amp. R™), amu raobajiHo Moxke dutn
CJIOJKeH U 3aKpuBjbeH. llperumsnuje, Tomosomkn mpoctop M je MHONOCTPYKOCT
JuMensuje n ako je XaycaopdoB pocTop, ako Ioceryje mpedpojuBy a3y (CcexyH-
JIApHO je mpedpojuB) W akKO 3a CBaKy Tadyky p € M TOCTOju OTBOpEHA OKOJIMHA
U C M u xomeomopduzanm ¢ : U — U, re je U orsopen ckyn y R”.

Ypebhenn nap (U, ¢) nazusa ce sokaana xapwa (eHr. chart), a MpecanKaBame
¢ koopmunaTHa dbyHknuja (Hnp. ¢(p) = (zt, 2%,...,z")). CKyn JoKaJIHUX KapaTa
{(Uas #a) }aca Taxas na je |J,cq Us = M mazsusa ce atinac. ATiac ce Ha3uBa
[JIATKUM ako 3a ouio koje npe Kapre (U, ¢) u (V 1) duju je upecek HempasaH
ckyn (UNV # (), npeciukasame o ¢~ L : ¢(UNV) — (U NV) upeiacrasiba

sudeomopdusam (TJIATKO MPECTUKABAE Ca JIATKUM UHBEP3OM ).
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MHOrocTpyKOCT Ha K0joj je jeduHucan riaTKu aTjaac Ha3uBa ce tAalKka MHOTO0-
ctipyrocti. Muoroctpykoctu omoryhasajy Jia ce Gpu3nIKu 3aKOHU (POPMYJIUIITY HA
HaYMH KOjU je He3aBUCAH OJ] N300pa KOOPUHATHOI CHCTEMa M UMa NeOMETPHjCKU
CMHCA0 YaK U KaJ1a ce PaJu Ha 3aKPUBJ/HEHUM U JTUCKPETU30BAHUM ITOBPIITHHAMA.

Ha cBakoj Tauknu p € M moxkemo nedunucarn wanientiny apoctwop 1, M, Koju
[IPEJICTaB/ba BEKTOPCKU IIPOCTOD JUMEH3HUje 1 KOjU CaJIPKU CBe Moryhe cmepose
KpeTama Kpo3 Ty Tauky. Popmasno, exemenTtn npocropa 1, M mory outn nedu-
HICAHU Kao KJjlace eKBUBAJIEHIINje TIaTKiX KpuBux 7 (t) y M Koje mposasze Kpo3 p
(rakBux sa je v(0) = p), rae BeKTOp npejcrasiba Op3uny mpomene (0).

V JjiokaauM KoopjauHaTama (x!) ..., ™) OKO Tauke p, CBAKU TAHTEHTHU BEKTOD

v € T,M ce MoxKe 3aIMCaTH Kao JIMHeapHa KOMOMHAI]ja:

.0
V=0"— 5.1
ox’ p’ ( )
[Jle MHJEKCH KOjU Cce MOHABJbajy Topa3yMeBajy cymupambe (AjHIITajHOBa KOHBEH-

muja). Cumbos aii je, y OBOM KOHTEKCTY, CTaH/Iap/JHa O3HaKa 3a KOOP/IMHATHU

Da3HU BEKTOp TAHTEHTHOI IIPOCTOPA Y TAYKK P (OJHOCHO 33 KOOPJAMHATHO BEKTOD-
0

? Ox™

KaBambe Koje CBaKkoj Tadku p € M npunapyxKyje jeman BekTop us 1,N nHazusa ce

cko nosbe). Crym {%, . } quHN 0a3y TanreHTHOr mpoctopa 1,M. Ilpecan-
BEKTOPCKO ToJbe jJedunucano va M.

Hyanan oBom mpoctopy je kotantentinu upocwop Ty M, xoju ce cacroju of
CBUX JINHEApHUX INpeciukaBama o : 1,NM — R. Ejementn oBor mpocropa Ha-
3uBajy ce kogexwopu (wnu jguHeapHe 1-cdbopme). Y HCTUM JIOKATHUM KOOD/IUHA-
TaMa, JyaJiHa 0a3a KOTAHT€HTHOT IIPOCTOpa je JaTa JudepeHInjaJnMa KOOp/ -

nara {dx!,... dz"}, Tako Ja BaxKu pejanuja JiyaaHOCTH:

Ay A

rze je 0; Kponekepos sienra cumbos. Crora, cBaku KOBEKTOD Ceé MOXKE 3allMCaTH
Kao:

a = a;dx’, (5.3)

rje cy «; mweroe KomnoHenTe. OBaj 3ammc jacHO pas3iuKyje J0mbe HHIeKce (KOM-
[IOHEHTE KOBEKTOpA) OJi ropmux (KOoMIoHeHTe BeKTopa). I[Ipupogho cuapusarse

KOBEKTOPa (x 1 BEKTOPa V JaTo je ca:

a(v) =o' €R (5.4)
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U He 3axTeBa JleUHUCAH€ METPUKe. YHHja CBUX KOTAHIE€HTHUX IIPOCTOPA 34
CBaKy Ta4YKy MHOTOCTPYKOCTH:
M = | ] T; M, (5.5)
peEM
Ha3WBa ce KoWanlentHo pacaojerve (eHr. cotangent bundle) muorocrpykoctu M.
KosekTopcko mosbe ce gedunmINe Kao riIaTKO MPECITNKABAbE KOjeé CBAKO] TAUKN
p MHOTOCTPYKOCTH M nonespyje KoBeKTop oy, € 17 M u nasusa ce qudepennujasna
1-dpopma. Y omrrrem ciay4dajy, qudepennujana k-popma je TIaTKO MoJbe Koje CBa-

KOj Ta4KU p MHOTOCTpYKOocTH M 10Jie/byje aHTUCUMETPUYIHY JIUHEeapHy k-dopMmy:

w:T,M x---xT,M — R, (5.6)

~
k

[TpakTwano, audepeniujaiae dopMe Cy TPUPOIHU OOJEKTU 38 T€OMETPHU]CKY
WHTETPaInjy:
e (-bopme ojroBapajy JIOKAJHUM CKAJAPHUM TIOJbUMA (HIIP. MPUTUCAK, TEM-
neparypa);
e 1-cdbopme oJiroBapajy BEKTOPCKUM TOJ/BUMA KOja C€ WHTETPUIITY 110 KPUBAMAa
(HOp. paJ cuiie JyXK IyTambe);
e 2-cbopMme o/iroBapajy BEKTOPCKUM IIOJbUMA KOja Ce MHTETI'PHUIY MO ITOBPIIHU-
HaMma (HOp. (IIyKC 1MoJba KPO3 MOBPIIKHY );
e 3-cbopMe ojroBapajy CKaJlapHUM IOJbHMa KOja Ce MHTETPUIIY 10 3aIPeMU-
HaMa (HIIp. TYCTHHA Mace UM HACJIEKTPUCAHA).
Nurerpamm mudepennujaannx GpopMu MO0 OPUjeHTUCAHUM I'€OMETPHjCKUM eJIeEMeH-
THMa CMaTPajy ce alCTPaKIMjoM IIpolieca Mepema, jep oMoryhasajy jedunucarme
IJI00AJTHUX (DUBNYKHUX BEJIMYNHA, JOCTYITHUX €KCIIEPUMEHTATHOM OJpehuBamby.
Kana cy y nuramy npumene y mexaauiu duynaa (u dbusumnm resepaiso), M
OOMYHO ITPEJICTaB/ba IIPOCTOPHO-BPEMEHCKY 00JIACT, Ta Cy OHJIA:
e T,M — wmoryhu npasiu (O0p3uHe) KpeTama 9ecTure y p,
e T2 M — moryhu nmitysicn y Tauku p (uMIIyJIC je IPUPOTHO KOBEKTOD),

o T*M — dazau npoctop (moJioxkaj + UMILYJIC).

CroJspalmy IPOu3BO/1 U CIIOJbAIITEU M3BOJT,

Ba judepeHnujasHu U WHTErPAJHA PadyH HA MHOTOCTPYKOCTHMA, KOPUCTH Ce
TEPMUH CUODAWHY pauyh (eHT. exterior calculus). Y crosballlibeM padyHy 3a JId-

depennujanane dpopme ce peduHUNTy aBa PYHIAMEHTAIHA OIIEpATOPA: CUODHAULIGU
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Upou3eog u cuosauwby u3sog. Ouu omoryhaBajy jeIMHCTBEHY U eJeraHTHY (dOp-
MyIanujy audepeHIinjaJ HIX oreparija u nHTerpajnnx reopema. OBu ajgaTu yorr-
IITaBajy IO3HATE II0JMOBE U3 BEKTOPCKE aHaJIU3€e Ha HAYUH KOJU je T€OMeTPU)jCKU
WHTYATABAH, KOOPJINHATHO HE3aBHUCAH M KOTa je JIAKO YOIIITUTHA Ha IPOU3BOJbHE
JTIMeH31je.

Crospamssu ipoussoj; (eHr.  wedge product, A) je OuwinHeapHa, aHTUCHMeE-
TpPUYHA OIepalyja KojoM ce nBe gudepeniujaane dopme KOMOUHYjy y popmy
BuIer peaa. 3a 1-dpopme aq U (p CIIOJbAIBLN TPOU3BOI i A aip je 2-popma garta
ca:

a1 N 042(V1, V2) = det[o&i(Vj)]ivj:LQ. (57)

N3 aHTHCHMETPUIHOCTH JIETEPMUHAHTE CJIEJTHN J1a je (i /A (ig aHTHCHMETPUIHO TIpe-
ciimkaBame. Takobhe, Baxku: oy Aoy = —as Aoy 1 aAa = 0. ['eomerpujcku, oy A
[IPeJICTaB/ba OPUJEHTHCAHY HMOBPIIKHY (ejeMeHT 2-dopMe) Koja ofroBapa mnapaJie-
JlorpaMmy J1e(pMHICAHOM BEKTOPHMMAa Ha KOjUMa ce Mepe « W «p. Ha mpumep, y
R3, mpoussos dz A dy oarosapa OpHjeHTHCAHOM eJIeMEHTY MOBPIIHHE Y I~y PABHI.
[IpousBos Tpu 1-dopme, Kao 1mto je dr Ady Adz, naje opujeHTHCAHN 3aAITPEMUHCKT
eJIEMEHT, OCHOBHH €JIEMEHT 3a WHTerpalujy 1o 3anpeMuan. Cro/balllibu IPOU3BO/T
je aconmjaTuBaH M 33JI0BOJhaBa JIajOHUIIOBO MPaBMJIO Y KOMOWHAIIMJUA CA CIIOJba-
[TELUM U3BOJIOM.

Crnosparimu u3Boj, (eHr. exterior derivative, d) je JIMHeAPHU ONEPATOP KOju
npecsinkasa k-dopmy y (k+1)-dbopmy. Hberosa nedunnimja je uncro anredbapcka
U 3aBUCH CAMO O] IVIATKOCTHU TI0Jba, & He OJI MEeTPUKe WU KOoopjuHaTta. Hberoso

HajBaXKHUj€e CBOjCTBO je:
d>=0, Tj. d(dw)=0, (5.8)

no3naro kao Iloenkapeosa jiema, Koja ojrosapa (pyHJIAMEHTAJHUM HJIEHTUTETHMA
Yy BEKTOPCKO] aHAJIM3U.

Crospalmby U3BOJL YOIIIITaBa TPU OCHOBHE OII€pAIIn]e:

e 3a 0-dopmy (ckamapuo mosse f):

fd+fd+f

af = ox oy 0z

(5.9)

OBo je mudepenrujan dyuknuje tj. 1-dpopma Koja oiaroBapa rpajujerty. ¥
BEKTOPCKO] aHAJINU3M, OBO je BeKTOp V f, ajli y CHOJbAIbEM PAdyHY, I'DaIi-

jeHt je npupogHo KoBeKTop (1-dopma).
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e 3a l-dopmy a = a,dx + o, dy + a.dz:

_ (0Oay  Oay Oa, Oy, Jda, Oa,
da = ( o 3y ) dmAdy+< 3y 5, ) dy/\dz—i—( 5, o ) dzNdzx.
(5.10)

OBo je 2-cpopma Koja oaroBapa poTopy BEKTOPCKOT M0Jba, Tj. ako 1-opma «

OJIrOBapa BEKTOPCKOM TIOJBY V, TaJa je da 2-dpopma Koja 0/IroBapa BEKTOPY

V X v.
e 3a 2-bopmy B = Byydx A dy + By.dy N dz + B..dz A dx:

o 86:61/ aﬁyz aﬂzx
dﬁ_(@z * Ox - Oy

> dx N\dy N dz. (5.11)

OBo je 3-dopma koja oiarosapa jauBepreniuju. Axo 2-dpopma [ mpejscraBba

dutyke BekTOpCcKOr mosba F Kpo3 moBpIUHY, Taja IHEH CIIOJHAIIbA H3BO/T

IIpeJicTaB/ba Mepy JIOKAJHOI HacTajama M HecTajama, Tj. V - F.
Cnospammu u3Bog, u Teopema CTOKcA Cy Yy OCHOBU MHTErPAJHOT padyHa Ha

MHOrocrpykocruma. Ormmrra Teopema CTokca riacu:

/de:/mw, (5.12)

rze je  opujenrucana (k + 1)-auMeH3MOHAHA TOJMHOTOCTPYKOCT Ca TPAHUIIOM
0f), mok w mpejcraBba k-popmy. OBa pesanuja yournTaBa KJIACUIHE TeOpPeMe
aHaJIn3e:

e byru-JlajouuroBy reopemy (k= 1):

b
/ df = £(b) - f(a). (5.13)

e Teopemy I'puna (kmacuana reopema Crokca) (k = 2):

/S(VxF)-dS:j{ F - dr. (5.14)

os

e Teopemy museprennuje (I'aycoa Teopema) (k = 3):

/V-Fdej{ F - dS. (5.15)
\% oV

OBe Teopeme 1OKa3yjy Jia je JOKaJHa IIPOMEHa, OIucaHna ca dw, y Be3u ca I1y1odaJ-

HHM IIOHalIlalbeM Ha I'PaHUIIaMa.
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My3uuyku nzomopdusmu u audepeHiujaa yHKIIje

Mysuurku usomoppusmu (enr. Musical isomorphisms) cy auHeapHa TpPeCU-
KaBarba n3Mely TAaHT€HTHOr W KOTAHTE€HTHOT MPOCTOPA, JedUHNCAHA ¥ CKJIAIy ca
penamujom (5.4). Hamomenumo jia medunmcame cKaJgapHOr IPOU3BOA MOAPA3Y-
MeBa IIPETXO/IHO YBOheme MeTpuKe y MHOrOCTpyKocT. 1lo nedpurummjun muoroctpy-
KOCT je TOTOJIONIKYU ITPOCTOP W HEe MOpPa UMAaTHU jJAedUHUCAHY METPUKy. Mys3wdykn
n30MOPMU3ME ce 3aCHUBAjY Ha CKAJAPHOM ITPOU3BO/LY, TIa IIPEMA TOME IIPETIIOCTa~
BJbAjy Jla je MeTpuKa Jie(DUHUCAHA.

Chusuauya (enr. flat), y o3HaIM b, MpecanKaBa BEKTOP y KOBEKTOD. 3a BEKTOD
v € T,M, ako je MeTpHuKa JjaTa TEH30POM @;;, OATOBapajyhin KOBEKTOD je:

v’ = g0’ dx. (5.16)

IHosucuauya (enr. sharp), y o3Hanu f, npecjukaBa KOBEKTOD y BEKTOp. 3a
kosekTop « € 17 M, onrosapajyhn Bekrop af je nedpunncan ca:
0
oxt’

re je g” umBepsHa Marpuia MeTpudKor Tersopa (9% gy; = 0%). Mysuukm u30Mop-

of = g, (5.17)

duzmu omoryhagajy npesia3 uamel)y BeKTOpa U KOBEKTOPA, IMITO je HEOIIXOHO KaJia
JKEJIMMO 13 ITOBEKEMO TeOMETPHjCKe TOjMOBe (Kao mTo je Op3uHa Kao 1-dopma)
ca (pU3UIKUM MHTEpPIpeTanrjaMa y BEKTOPCKOM OOJIUKY. 3a eYKJEJICKY METPUKY
y R? Baxu g;; = 6}, I1a ce KOMIIOHEHTE BEKTOPa M KOBEKTOpa IOKJAIajy, IITO je
PAa3JIor 3aIMTOo ce y KJIACUIHO] MeXaHun (bJIyn1a oBa pa3jnKa IecTO UMILTHITUTHO
3aHEMAapYje.

Axo je f : M — R riatka dyakimja gedunncana Ha MHOrocTpykoctu M, meH
nudepennujan df (p) je nudepennujanna 1-dopma JeduHncana Tako ja 3a CBaAKH

TaHTeHTHU BeKTop v € T, M, BaxKu:

df (v) = 8, f, (5.18)

rae O, f o3HadaBa u3BoJ (byHkuje f y npasiy BekTopa v. OBo 3Haum ja df Huje

BEKTOp, Beli KOBEKTOP - €JIeMEeHT KOTaHTe€HTHOT mpocTopa 1 » M.

Omneparopu nosJiaveha U Typama

Hexka je marto rnarko mpeciukaBamwe W : M — N usmehy aBe 1iiaTke MHOTO-

CTPYKOCTH:

U(21y e Tn) = (U1, oy 20), U2 (21, ooy @)y ooy, O (1, o, 1)), (5.19)
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rie cy {z;} ngoKamHe KoopauHare Taduke p uz M. ledununty ce ouepatiop 1yparea
(enr. pushforward), y ozuanu V., u ouepatiop tosaaxerva (enr. pullback), y o3uarm
U* koju omoryhasajy TpanchOpMalldjy TaHI€HTHUX M KOTAHIEHTHUX OOjeKaTa
u3mehy npocropa M u N.

['ypame nenyje Ha TaHTEHTHE BEKTOpE: 3a CBaKy Tadky p € M, nedbunwurie
ce juHeapHO npeciukasame ¥, : T,M — Ty, )N, Koje ,rypa Hanpen’ BEKTOD u3
T, M xopurherem marpure Jy (x) wuju cy exementn (Jg)! = 90U/ /92, Marpuna
Jy(x) je JakobujeBa marpuria npeciankaBamwa W u peasm3syje HeroBy JIMHEAPH3a-
ujy:

U(x + Ax) = ¥(x) + Ju(x) - Ax. (5.20)
Ako cy {z;} mokamne koopaumare tauxe p uz M, a {y;} jgokagHE KOOpIHHATE
tauke ¥(p) y N, raga je nenosame ¥, na dbasuu BekTop J/0z; narto ca:
w(i) _y o (5.21)
ox? i Ozt Oy’

rae cy W/ kommonente npecimkasama V. Onma je:

U, (v) =Jg(p)v, Vv eT,M. (5.22)

C napyre crpane, mnoBiaadere Y* 1nenyje Ha mgudepeHnujaaHe dopMme:
v T\I*,(p)N — Ty M. llosnaveme V*w mudepenmmjamne 1-dbopme w ma N ne-
dunnire ce kao dpopma Ha M TaKo 18 BaXKu:

V'w(v) =w(W.(v)), VveT,M, (5.23)

IITO OCUTypaBa OJIpKaBarbe JyaJHocTH um3Mel)y BeKTOpa u KoBekTopa. KibydHO

CBOJCTBO OIlepaToOpa IMOBJAYEHA je Jla KOMYTHPa Ca CIIOJHAITEIM U3BOIOM:

U*(dw) = d(¥*w), (5.24)
JIOK 3a WHTETPAIlN]y BayKu:
/\Il*w = /w, (5.25)
c T(C)

y cay4dajy Kaja je ¥ nudeomopduzaM, IITO je U3y3eTHO BarKHO 32 JUCKPETU3AIIN]Y
3aKOHA OYyBarba.

Y KOOpJMHATHOM 3alucy, ako je w = Za;(y)dy’, nosnademe ce n3padyHasa
J

samenoM 3y’ ca W/ () u mpumenom npasuia qudepeHIpama cIokeHnx byHKIHja:

\Il*w:Z aj(lIl(x))d(\I/j):Z aj(\IJ(x))< ‘ %\ijj daﬂ):Z( ‘ %aj(\lf(x))) dz’.

: | (5.26)

7
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ExBuBa/leHTHE MATPpUYHU 3aIlC OBE peJjiallfje UMa OOJIUK:
(T*w)(x) = (Jo(x)) w(T(x)). (5.27)

OBJie je w KOBEKTOPCKO T0Jbe (HIp. Op3uHA Tpermpana kao l-dopma), a TpaHc-
nonosana Jaxkodujesa marpuna (Jy)? obGesdelyje mery mHeapHy KoMOUHAIHMjY
KOMIIOHEHTH Kao U TOpmha JBocTpyKa cyma. Cbaka kommonenTta (V*w); mobuja ce
MHOKEEEM DeJI0Ba TPAHCIIOHOBaHe Jakodujese marpuiie BekTopoM w(¥(x)). Osa
€KBUBAJIEHTHOCT MOTUYE U3 caMme JieUHUIIje MAaTPUIHOr MHOXKema. Jlakie, Mok
ollepaTop Typama Jesyje 1peko Jakodujese marpuiie Jy Ha BEKTOpE, HOBJIAYEHHE
nesyje npeko Tpancnonosane Matpure (Jy)? Ha KoBekTope. Oba omeparopa cy
dynIamenTasHa 3a T€OMETPUCKA TAYHY CUMYJIAIH]Y TE€IHOCTH y OKBHUDPY CEMU-
Jlarpamxkose meroze. IloBnademe je ,crosparima’ Bep3uja MpPOMEHe TPOMEHJbU-
BUX y MHTEIPAJHOM padyHy. Y KOHTeKCTy (Jjiymjia, oHO 00e30elyje mosesmBarbe
JlarpamxoBux n OjepoBUX KOOPINHATA.
U ce pmedunmMIe €KCIUTMIUTHO KAO WHBEP3HO IPECAUKABAIGE (DIIYHIHOT TOKA
U, (x) : My — My [11]. VY ckaany ca (5.20), ¥; ce moduja Kao pemieme OOMYHE
JudepeHnjaane je THaInHe:
0V, (x)
ot

= —Jy,(x)u(x), Yo(x)=x. (5.28)

Y nuckperuzoBanoj (popmu, oBa jegHAUYNHA Ce MOXKE PellaBaTh EKCIIAITUTHUM
OjmepoBuM MOCTYIIKOM, IITO Hajderhe HUje HOBOJHHO IPEIM3HO, IIa ce 300r Tora,
obuuno kKopucre merojse Pynre-Kyra Tpeher u werspror pena [33].

Kao mro je panmje mpukazano, cemu-JlarpamkoBa MeTO/a 3a aJIBEKITN]Yy BEK-

TOpa Op3WHE U MOXKE Ce HMPEJCTABUTH Y OOJIUKY:
u'?(x) = u(T,(x)), (5.29)
JTIOK KOBEKTOPCKHM TIPUCTYI, Ha OCHOBY (5.27), naje:

" (x) = (Trn)(x) = (Ju, (x)) 0 (T:(x)), (5.30)

3a cBako X € N, 17e je n = u’

KOBEKTOp KOju ojiroBapa BekTopy Op3une. OBaj
n3pa3 MOKe IOCJIYXKUTH Kao IoJa3Ha pesalfja 3a HyMepUUiKy HMILIEMEeHTAIld]y

KOBEKTOPCKE aJIBEKITH]E.
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5.3 JIujeB u3Boa m JIumjeBa aaBekmuja

JInjeB m3BOa BEKTOPCKUX M KOBEKTOPCKUX ITOJbA

Jlujes useog (enr. Lie derivative) je dbyHmameHTaJHU omepaTtop y audepeH-
[1jaJTHO] TEOMETPHjU KOjU MepPHU OP3UHY IPOMEHE PA3JIUIUTUX I0/ha JIy?K HEKOT
JPYTror BEKTOPCKOT ToJba. Heka je v BEKTOPCKO ToJhbe Ha MHOTOCTPYKocTH M, n
HeKa je P, jeqHomapamMeTapcKu TOK, OJTHOCHO JgudeomMopdu3amM KOju MOMepa reo-
MeTpujcku odjekar T (cKaJapHO, BEKTOPCKO WU TOJbe JiudepeHiinjagsnux hpopmn)
JIy2K MHTErpaJIHUX KPUBA [0Jba V, Y 3aBUCHOCTU OJ1 mapamerpa t. JIujeB msBo

objekrta T’ ce pedununiire Kao:

d o
LT = dat [T, (5.31)

rae je ;1T nosnademe o0jekta 1" myxK ;.

VY caydajy cKaJapHUX 10Jba, OJHOCHO jqudepennujaanux 0-dpopmu, JlujeB ns-
BO/I TIOCTaje YCMePEH M3BO/JI, OJITHOCHO M3BOJI y NpaBIily V. Kajia cy y nmuramy BeK-
TOpCKa I10Jba CUTYyallhja je MaJio CJIOXKEHWja jep ce 3a IbUX OIlepaTop IMOBJIaveHa
He moxke jeduaucaru. Heka je M nudepeniinjadburHa MHOTOCTPYKOCT U HEKA CY
V U W JIBa IJIaTKa BeKTopcka nosba Ha M. Tama ce JIujeB m3BO BEKTOPCKOT TOJHA

W y cMepy Vv y Tauku p € M, o3nauen ca L,w, neduHuUIe Kao:

e (P) Wa ) — W, d
(Lyw), = lim : = E[(

rae je (P_y). wypare nudeomopdusma Py, Koje mpecarKkaBa TAHTEHTHH BEKTOD Y

D)W, o, (5.32)

tauku D,(p), y TanrenTHu BekTop y p. OBa jedununimja kaxke Jia ce BEKTOp W
y OJIM3UHU TadyKe p ,Byde Ha3aJ[ IMPEKO Toka P;, Tako J1a ce MOKe yIOPEJTUTH Ca
BpenHOmhy W, y camoj Tadku p. Pasnmka y rpaHmYHO] BPEIHOCTH Jaje OP3HUHY
IIPOMEHE 0Jhba W JIY2K TOKa 110Jba, V.
3a mudepentujanny k-dpopmy w, JlujeB u3Bos y cMepy BEKTOPCKOL IMOJba V
nobuja ce Ha ocHOBY (5.31), Kopuimhemem HoBIaYeHA:
(I):; Wo(p) — Wp
t
Ospe ce dopma w, y Taukn P;(p) moBiaunm Ha TAUKy p ONEPATOPOM IOBJIAYEHHA

d. ., .
(Luw), = S ®fwplico = lim (5.33)

@7, Tako J1a ce MOKe YIOPEIUTH Ca Wp.
JIujeB n3BOJI je MHBapHUjaHTaH TPU KOOPJIAUMHATHUM TpaHchOopMaIujama 1 3a/10-

BoJbaBa J1ajOHUIIOBO TPABUJIO 3a TPOU3BO/IE:

Ly(aNB)=LyaANB+aNL,s. (5.34)
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On je, Takobhe, KOMIIATHOM/IAH ca MPOTOKOM: ako je Lyw = 0, onma je dopma w
WHBapUjaHTHA JTyK TOKa 1oJba v. ako je JIujes u3Bo 110 Ipupoim reoMeTpujcKu
U KOODJIMHATHO HE3aBUCAH I0jaM, Y TPOJMMEH3UOHAJIHOM €YKJIUJICKOM IIPOCTOPY
R3 ca craHzapIHOM METPHUKOM, IHErOBO JIeJI0BAIbe Ha KOBEKTOPCKO IIOJ/he MOKe
OUTH MPEIU3HO U MHTYUTUBHO OIKMCAHO KOPHINEHmeM Ollepalifja BEKTOPCKE aHa-
7m3e: TpajmjeHTta, poropa u auseprenmmje. Heka je u’ 1-bopma koja ofrosapa
BEKTOPCKOM II0JbY U, U HEKa je V JIpyro BEKTOPCKO I0Jbe, Koje nedunuiie cMep y
KoM padyHamo JIujes mssox. Y R®, oBaj n3Boa MoxKe OUTH HpeBeieH y BeKTOPCKH
06/mK. AKO ca W 03HAYIMO BEKTOPCKO II0Jbe Koje oarosapa Jlujesom uzsomy L,u’

(1j. w = (L,u’)?), Taga Baxku cieseha jeHAKOCT ¥ BEKTOPCKO] AHAIMSH:
w= (L) = (v-VIu+ (Vv)T - u, (5.35)

y Kome mpBu wiaH, (v - V)u, mpejcraB/ba U3BOJ, BEKTOPA U Y CMEPY BEKTOpa V
U OIHCYyje KaKO ce BEKTOPCKO TOJ/be U Mema JyK CMepa Kperarma JepUHUCAHOT
ca v. Mpyru unan, (Vv)? - u, ysuma y od3up gegopmayujy wWoxa, Tj. Kaxo ce
cyceJlHe JIMHUje TOKa pasmiaze, poTupajy mwiu pacrexy. Osge je Vv rpajujeHt
BEKTOPCKOT TI0Jba (JakodujeBa MaTpuIia), a TPAHCIIOHOBAHA Bep3Wja ce MOjaBJbyje
300T TIPUPOJIE TTOBJIAYEHHA KOBEKTOPA.

Kimpyuno je nanomenyTtu ja JIujeB n3Boj KOBEKTOpa HUje UCTO IITO U MaTEPHU-
jaJIHM U3BOJT BEeKTOpa. Y KOHTEKCTy (hJIyhja, ako je u Op3mHa decTura iyna,
KJIacuIH MaTepujaaau u3sox Du/Dt cagpxku camo wian (v - V)u, 10k je Jlujen
u3Box Lyu gar ca (5.35), u pasiukyje ce of mwera ako je v # u. Mebhyrum, kaua
je v.=u taga je Luu = 0. Onna Jlujes usson L£,u° ommcyje Kako ce KOBEKTOD-
CKO TIOJbe U Memba Jy7K CaMOT cede, IITO je TEeHTPAJIHO 33 aHAIN3Y AJBEKIH]Ee y

cAMYyJIaljaMa TeIHOCTH.

JIujeBa anBekImja

Kako cmo Beh namomeny/u, y TpaJuliMOHAJTHUM CUMYJIAIFjaMa, HECTUI/BUBIX
dbayuna, nosmse Sp3uHe v ce ajBeKTYje KopuiiliemeM MaTepujagHor u3soga Du/Dt,
IITO OJIrOBapa MOMepamy BEKTOpa JIyK TOKa, aJli He TapaHTyje OdyBarme BPTJIO-
)KHUX cTpyKTypa. OCHOBHa mjeja je /1a ce Op3mHa TpeTupa Kao JudepeHIinjaHa
1-cbopma u’ (1j. KosekTopcko mosbe) [11]. Pasmmka ce mojapibyje y Haummy Kako
ce OBa BeJIMYMHA Meiba ca BPEMEHOM. Y MECTO J1a ¢ KOPUCTU MAaTEPUjaJTHU U3BOJI,

0 YeMy CMO T'OBODWJIM y TPETXOJHUM IIOIJIaB/bUMA, y Pajly je KopuilheHa T3B.
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Jlujesa ajBexuyja, mpema Kojoj ce u’

Mema y BPEMEHY y CKJaJIy Ca OIIepaTOpPOM
MIOBJIAYEHa 2K TOKA TE€IHOCTH.

Hexka je &, nudeomopduzam koju ornmcyje €BOIYIHUjy UECTUIA TEIHOCTU 3a
BpeMe ¢ y3 TOK BEKTOPCKOr mosba U. Tasa je mpomena spemnoctu 1-chopme u’ y

BpemeHckoM uHTepBasy At, Ha ocuoBy (5.30), nara ca:

W(t+ At) = Ui (1) = & 0’ (2). (5.36)

b

Ha ocuoBy (5.33) u (5.36), JIujeB uzBom 01 1’ MOKEMO HAMMCATU Y OOJIUKY:

d 5w’ —u’
b *_.b T At
Lo = o7 [q)tu L:a = Alir_rgo A (5.37)
OmJ1a je BpeMeHCKa, eBOJIyIHja 110/ba W Y3 TOK V yIIPaBo jara JIujeBuM m3BoIoM:
o’
—— =L, 5.38
5 (5.38)

[Ipemnoct osor mpuctyia je ja JIujeBa agseknuja 1-popme ayTomarckKu 3a-
nososbaBa, KesnsuHOBY Teopemy mupkymanuje. Llupkymamumja 1-dopme 0’ sy

zaTBopene kpue C' meduHUIIE ce Kao:

I = ﬁub. (5.39)

Axo ce kpuBa C kpelie 3ajesiH0 ca TokoM Teunoctu (1j. eBoayupa y ®,(C)), raga

u3 (5.25) u (5.30) aupekTHO cieu:

f = f o = f wo) (5.40)

OBo 3HauM Ja ce NMUPKyJalyja odyBaBa TOKOM BpeMeHa, IITO TBpu KejBuHoBa
TeopeMa 3a ujeasiHy (HEBUCKO3HY) TedHOCT. Hacympor Tome, TpaJuIOHAIHA
aJIBEKINja BEKTOpa He TrapaHTyje odyBarbe Iupkysanuje. [Ipobsem nacraje 3aTo
IITO TPAUITUOHAJIHA TPUCTYII HE y3UMa y 003up JiebopMalinjy Toka, 1epuHucany
JakobujeBom mMaTpuiiom, a Koja ce mojassbyje y Jlujesom uzsomy (5.35). Kao mo-
CJIeIATIA, JTOJIA3K J0 IyOUTKa IUPKYyJIaluje, a KOpeKimja (IpojeKInja) MpUTHCKa,
MOpa Jia KOpUryje JiofaTHe mopemehaje nuBepreHiiuje 300r dera ce BPTJIOXKHOCT

CMambyje U BPTJIO3U IOCTENIEHO HECTA]y.

OjepoBe jenHauymHe y KOBEKTOPCKOj bopmu

OjnepoBe jeanaumue 3a HEBUCKO3HY, HECTUNL/BUBY TEYHOCT Ce€ MOTY Ipedop-

MYJIUCATH Y KOBEKTOPCKY (POpMY, 3a KOjy CMO BHUJIEJIM Jia OMOryhaBa IPUPOJIHO
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odyBame IUPKYJaluje U BPTJIOKHUX CTPyKTypa. llonmasna Tayka je KacudHa

OjnepoBa jegHadmHa 3a m0J/be OP3UHA U:

ou 1
5 (u-Vi)u= —;Vp, (5.41)

y KOjOj CMO Ha JIECHOj CTPaHU 3aHEMAapPUJIH JIeJIOBalb€e CIOJbAIIBIX crita. JlomaBa-

mwem wiana (Vu) - u = (1/2)V|u|? ua ode crpane ose jequaunne joouja ce:

ou 1 P o
E+u~Vu+(Vu)~u— ;V(p §|u|> (5.42)

[IpBu KOpak je ja ce Op3WHA U HE TPeTHpPa Kao BEKTOPCKO, Beh Kao KOBEKTOPCKO

nosbe W’. Y oBoM dopmasmamy ce OjepoBa je[HAuNHA MOKE HAIMCATH Y OOJIHKY:

ow’ b 1

— + Lyu = ——d), 5.43
rre je Ly JIujeB u3Bo y?K BEKTOPCKOT 110Jba U, & JIeCHA CTpaHa je JudepeHIi]jalt
CKaJIapHOT T10/ba KOjU ce HasuBa M JlarpaHKOBUM IPUTHCKOM A = p — plul?/2.

JleBa cTpaHa OBe jeHAYNHE IPEJICTaB/ba TPOMEHY JIMHU]CKOT HHTErPaJja f W’y

o
KpHBe Y Koja ce u caMa Kpehe ca TOKoM (pJiyna, IMTo je JUPEKTHA TeHePaTn3alIliija

Kensunose teopeme.

OBo nmam omoryhasa ma yHecemo ojiroBapajyhe mpoMene y ajroputraMm 3a Hy-
MepudKo perraBambe OjIepoBUX jeHATMHA OMUCAHOT v 01esbKy 3.3. lIpBu Kopak
AJrOPUTMa, KOJUM Ce H3padyHaBajy BPEIHOCTH Ops3uHe U™ y TpeHyTKYy t,.1,
je aJiBekImja, KOJOM ce Ha OCHOBY Op3WHA U3 IPETXO/IHOI BPEMEHCKOI TPEHYTKa
t, onpehyje mpuBpemena BpegHOCT U”. 3ampaBo, jeJMHO je HOTPEOHO M3MEHHUTH
0Baj KOpakK. YMeCTO JIa KOPUCTUMO MaTEPUjaJTHU U3BOJI, KOBEKTOPCKO I0Jbe hemo

aJiBeKTOBaTH NOMOhy jenuaunue (5.38):

ou® b
W Lew =0, 44
5 + Ly’ =0 (5.44)

qnje je pererse jnedunrcano nosaademeM (5.30) momohy nuaBepsnor Toka W, =®_;:
W) = (T) (%) = (o, ()0 (Wo(x), 1), (5.45)

Hakon tora npumemsyje ce craHjap/Ha Ipojekiuja (KOpeKInja) MPUTHUCKA, KO-
jom ce 00e30ehyje ycaoB mectumbnBocTu. (OBa MpPOMEHA Ce MOXKE jeTHOCTABHO
UMILIeMeHTupaTu y nocrojehe komose 3acHoBane Ha (j1€poBOj METOIU 3aMEHOM

cemu-JlarpamkoBe ajJBeKIlje ca IMOBJIadeheM KOoBeKTopa. I[IpakTmyHo TO 3HAYM
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Jla ce KOBEKTOPCKA aJIBEKIMja, Ha OCHOBY pesanuje (5.45) peasusyje y jiBa KO-
paka. llpBu je nma ce, ma mpumep, cemu-JlarpaHKOBUM TOCTYIIKOM HU3padyHa
W’ (¥, (x),t,). 3arum ce kopumthermem OP3UHA U3 HPETXOIHOI BPEMEHCKOT KOPaKa,
t, u3padyHaBa TpascroHoBanu Jakodujan rpancdopmanmje (Jy, (x)) | u mume Ko-
puryje Op3mHa W3 MPETXOAHOT Kopaka. (OBa KOpekInja ce IpuMemyje JIOKAJHO,
IITO 3HAYAJHO I10]JeJIHOCTABIbYj€ HEHY UMILJIEMEHTAITU]Y.

Beoma Baxkan KBaJMTeT KOBEKTOPCKOT IIPUCTYIIA JIEXKU Y UHEH-EHUIIN 1A aJIBEK-
II1ja KOBEKTOPA UMILTAIIUTHO PeIaBa U jeITHAaYNHy KpeTamba (PJIyuaa y BPTIOXKHO]
dbopmynamuju (2.17) (mapaBHO 3a ciaydaj Kaja je (JIyuj HEBHCKO3aH, Tj. KaJa

b zasmoBosbasa jemnaunny (5.44), oHga Bp-

Baxku p = 0). Ilokazano je ma ako u
TaoKHOCT W = V X u 3aj0BosbaBa jennauumny (2.17) [11]. Kipyunun kopax y
JIOKa3y je ummeHuna jga JIujeB M3BOJ KOMYTHDPA Ca CIIOJbAIIBAM U3BOJOM KaJa
je V-v =0: L,(du’) = d(L ). Haxme, axo je d(L,u’) = —9,(du’), onna je:
L, (dw’) = —9,(du’), mro y3 W’ = du’ moBomm j10:

ow’

ot L’ =0, (5.46)

OJIHOCHO JI0 jeJIHAYMHE Koja je eKBuBajieHTHa jennadunu (2.17), rue je w’ au-
depennmjaana 2-popma BpriaoKHOCTU. Jpyrum pedmma, KOBEKTOPCKUA METO/T
UMILIMITATHO PEIIaBa BPTJIOXKHY jeJHAYNHYy HA HUBOY Op3uHe, 0€3 eKCILIUIUTHE
IIpoMeHe MPOMeH/bUBUX Ha W. lIpu Tome HEje TOTPEDHO CIPOBOIUTH HYMEPUIKU
BeOMa, 3aXTeBaH IOCTYIIAK PEKOHCTPYKIMje M0Jba BEKTOPa OP3WHE HA OCHOBY W3-
PadyHaTUX BPTJIO2KHOCTH.

SHavajHa TPEHOCT KOBEKTOPCKOI IMPUCTYIA jé W TO IINTO AJBEKINja KOBEK-
TOpa KOMYTHpPA Ca IPOJjEKIINjOM IPUTHCKA, YUME Ce EJIMMUHUIILY TI'Derrke 300r
paszBajarba olepaTopa Koje ce jaBibajy y TPaJUIHMOHAJIHUM MeTonuMa (BUIEeTH
noryiaB/be 3). OBO je y JAMPEKTHO] CYHPOTHOCTU Ca BEKTOPCKUM IIPUCTYIIOM, Y
KOMe ITPOjeKITja MOKe J1a TPOMEHU IUPKYJIANN]y jep He KOMYTHPA Ca OIePAIIjoM
ajBekIje. Ha Taj HaumH, KOBEKTOPCKA METOJIa OCUTYpaBa JIyKe Tpajare U CTa-

OWJIHMje BPTJIOre, YaK U 0e3 eKCILIUIIUTHOT MOJEIOBaha BPTJIOXKHUX CTPYKTYpA.

Beza KOBEKTOPCKEe 1M MMIIYyJICHE MeTOo/1e

OCHOBHE TeOMETPHUjCKHU PAa3JIor 3a PA3JIMKOBAaIbe OpP3WHE W UMITYJICA JIEXKH Y
IbUXOBOM IIOHAINIAby MPH MPOMEHU KOOpJWHAaTa. Dp3uHa Mpuiajia TaHTeHTHOM

upocTtopy 1, M MHOTOCTPyKOCTH KOH(QUIYpalldja, IITO 3HAYN Ja ce IheHe KOMIIO-
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HEHTe TpPaHCHhOPMUITY KOHTPABAPHjaHTHO. 3aTO je OHAa KOHTPaBapUjaHTHU BEK-
TOp — Yy (PU3MYKOM CMHCJIY, OHA IOKa3yje IpaBall 1 WHTEH3UTET KpeTarba JIy2K
nyratme. C jipyre crpane, TeHEpaMCAHU UMILYJIC (KOHjyrOBaH KOODJMHATH) IIPU-
a/ia KoTaHreHTHOM npocropy 1M u npejcraB/ba KOBEKTOD (1-bopmy). Hberose
KOMITOHEHTE ce TPAHC(hOPMHUIITY KOBAPUjAHTHO, IIITO jé HEOIIXOIHO J1a OM CKaJTapHU
npoussos p;v’' (Koju uMa (PUBHYKHM CMHUCAO0, HIOP. €Hepruja) OMO MHBAPUjaHTaH
y omHoCcy Ha m300p KoopgamuHaTta. OBaj AyajuTeT je K/bydaH 3a XaMUJITOHOB
dopmanuzaM u U3rpaEmy (hasHOr MPOCTOpa KAO KOTAHTEHTHOI PAC/IOjerha, T
jesIHOCTaBHA CHMILIEKTHYKa cTpyKTypa dgiAdp® mocroju ympaso 3axsasbyjyhu cy-
IIPOTHUM 3aKOHUMa TpaHcdOpMaliije KOOpJnHaTa q U UMITyJIca P.

U1 koBekTopcka merona [11] m mmmyscaa merona [42] monase of ucror reome-
TPUjCKOT YBUJa — Ja OpP3UHAa U HUje IIpaBa BeJINYNHA KOjy Tpeda aJIBEKTOBATH aKO
JKEJIIMO J[a, CadyBaMoO BPTJIOre. YMeCTO TOra, OHe yBOJe TIOMONHO T0Jbe (UMITYJIC
m = u+V y IpBoj, KOBeKTOp U’ y JAPYT0j), KOje Ce aIBeKTyje jeTHauMHOM 00 KA,
9(+)/0t+ (u-V)(:) = ((-) - V)u. Ona jeanaunna rapanryje ja ce IUpKyaangja (a
caMUM TUM ¥ BPTJIOXKHOCT) UyBa HA Ha4WH Koju noriryje KesBunoBy Teopemy. VY
oba MmpucTyna, HAaKOH aJIBEKIIje CJIe I PEKOHCTPYKIUja (pusuvuke Op3uHe U perra-
BameM [loacoHOBe jeqHadnHe — MITO je padyHCKH Haj3axTeBHUju jge0. Ode meTote
Cy pa3BUjeHe IPBEHCTBEHO 3a CUMYJIAIN]Y HJIATHOT (HEBUCKO3HOT) (DIIyUIa U 110-
Ka3yjy JlajieKo 00Jbe OUyBarbe BPTJIOTa OJ CTAHIAP/IHUX ., IBEKIINja-IIPOjeKInja’
perraBada.

VmmysicHa MeToj1a TpeTupa m Kao 0OMYHO BEKTOPCKO I10Jbe (Ca KOMIIOHEHTAMa,
y KOODJIMHATHO] 0a3M) M HAKOH &JIBEKIMje YBEK 3aXTeBa IJI00AJHO pernaBame [lo-
acoHose jenHaunne VZp = V- m Ha 4uTaBoM JIOMeHy Ja Ou ce JOOWUIO ¢, a 3aTUM
u=m — Vy. To je pauynapcku BeoMa 3aXTE€BHO, TOCEOHO Ha (DUHUM MpezKaMa.
KoBekTopcka MeTosia, MehyTHM, eKCIUIMIMTHO KOPUCTH YHbEHHUILY /1A je U KOBeK-
top (1-dbopma). Oa reomerpujcka npuposa omoryhasa ja ce ajBeKIja U3BEJIe
Tako 12 W’ OCTaHe ,0iH3y" HEJIMBEPreHTHOT II0Jba, I1a, je TIOTPEOHA CAMO JIOKAJHA
KopekIja ymecTo ryiodasHor [loaconoBor pemraBada. Y Ipakcu, TO 3HAYU JIa
ce KOBEKTOPCKA MEeTOJ[a MOXKe MMILJIEMEHTUPATH Ca CBEra HEKOJIMKO JIMHUja KOJIa
JIOJIATUX Ha IOCTojehu ,a/IBeKIMja-TIpojeKIuja’ perasad, JIOK UMITYJICHA METOJA
3axXTeBa IOTIYHO HOBU, CJIOXKEHWju Hymepudku OKBup. (Crora je KOBEKTOPCKA
MeTOJIa OprKa U jeJIHOCTABHUja 33 UMILJIEMEHTAIIN]Y, Y3 UCTe WIN O0Jbe 1epdop-
MaHCe y O4YyBaiby BPTJIOTA. 3aTO Ce JAHAC CMATPa MPAKTUIHUJUM HACJIETHUKOM

UMITYJICHE METO/IE.
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I'maBa 6

NMmniemenTanuja pJayugHoOr

cuMYyJiaTopa

JenaH of mmsbeBa OBOT MacTep PaJia je pa3Boj TPOJAMMEH3NOHAIHOT KOJA 33 HY-
MEPUYKY CUMYJIAIN]Y CTPYjarba HECTUII/bUBUX M HEBUCKO3HUX (DJIYHIA Ca CJI000/I-
HUM TIOBPIITMHAMA, 32CHOBAHOI' Ha, TEOPUjCKUM OCHOBAMA IPEJICTAB/HEHUM Y IIPET-
XOJIHUM TIorJIaB/buMa. Ko je peasim30BaH Kao MOJIyJIapPHU, 00jeKTHO-OPHjeHTUCAHN
cucTeM y mporpaMckoM jesuky C+-+, Koju ce cTaHIap HO KOPUCTH 38 PATyHAPCKU
zaxTeBHe cumysanuje. OCHOBHU IM/b MPUMEILEHE apXUTEKTYPe je 0/Bajarbe JIo-
IMKe JUCKPeTU3alnje mpocTopa (IpopadyHcke MpexKe) o7 (PU3NIKUX aJropurama
(pemaBada 3a aJBEKIMjy U MPOJEKINjy MPUTHICKA), IITO oMoryhaBa Jiakiie TecTu-
pame, oJIpXKaBalbe U jeJHOCTaBHU]jE IPOITUPEHe KOa. ¥ TOM IHUJbY, IPUMEHCHU
cy HacjehuBame U moJTMMOP@U3aM 32 PYKOBAE PAJIMIUTUM TUIIOBIMA MPeKa.

NmriiemenTariuja JI0CI€IHO TPATHA KOHIIETITE U IIPEIIOPYKE 38 CUMYJIaInjy Jry-
una onucane y kmurama [2| u [28]. Koéx ce remesn uckmyunso zHa OjrepoBoM
npuctyiy ca cemu-JlarpamkoBom ajBekiujom op3una Ha MAC Mpexn, Kao u Ha
KOBEKTOPCKOj Kopeknuju. Mako Huje JUPEeKTHO 3aCHOBAH HA jJaBHO JOCTYITHOj OW-
bimorenu 3a pa3Boj GIynAHUX KOJIOBA 3a aHMMAIUjy u Bu3yesiHe edekre [19],
UMILJIEMEHTUPAHU KOJT 33/IpyKaBa CJNYHY HOMEHKJIATYPY KJIaca U IPUCTYII TPOPa-
gyHuMa Kao y pedepenru [28].

Koén (mocrynman ma https://github.com/domeGIT /CovectorFluidSolver) mma
ykynHO oko 6000 JimHUja 1 OPraHW30BaH je y TPU JIOTUUKE IeJIMHE - MOJyJIa:

1. Momyn 3a renepucarme U ylpaB/baibe IMPOPAYYHCKUM MpexKaMa duje Kjace

JiebUHUIITY CTPYKTYPE MOJAaTaKa 33 IyBambe (DU3NIKUX BEJIUYUNHA HA IHUMA.

2. Mopyn 3a dusuuke pemasade (cosBepe) duje Kjiace UMILIEMEHTUPA]Y aJiro-
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pUTMe 3a aJIBEKIMjy MOoJba OP3MHA U PyHKuuja Hueo ckyta (eHr. level set
function) 3a ommc cj000HE MOBPININHE, KAO U MPOJEKIMjy MPUTHUCKA Dajn
OYyBarba HEJIMBEPreHTHOCTH.

3. Ilomohuu momysr odyxBara DYHKIHje 38 WHTEPIOJIAINN]Y U €KCTPAIIOJIAIT]Y,
Kao u mpagutiencke (eHr. builder) Kiace 3a Kpenparbe MpeyKa U HHUIIN]ATn3a-
11y 110Jba OP3UHE U CKAJIAPHUX (DYHKIIHMja, TUMe Ce JIOTUKA NWHUTIH]ATU3AII]e

oJ/IBaja OJI JIOTUKE CUMYJIallje paau 00/be YUTI/HUBOCTU KOJIA.

6.1 IIpopauyHcke mMpezke

3a quckperusaiujy mpocTopa Kopuiihene cy (hukcHe IeKapToBcKe Mpexke. Vm-
IUIEMEHTAIMja PA3/IBaja CMeIITaj CKaJapHUX U BEKTOPCKUX BeJIUYINHA KAaKO OU ce
u3dersie Hymepuuke Hecraduanocru. Cimka 6.1 nmpukasyje a) aujarpaM MpPexKHUX
KJ1aca (Koje Cy JeTaspbHUje OIUCAHE y OJIeJbKY 3.2) KOpHUIMheHUX y mpopadyHuMa, u

0) omrosapajylie rpasuTe/bCKe Kiace.

Cmuka 6.1: a) Mpexne kirace u 0) IbHXOBH IDaJUTEIbU.

BaseGrid je amcrpakTHa Oa3Ha KJaca Koja JedUHHINE 3ajeHHIKN HHTepdejc

3a cBe TUIIOBE MpexKa. ScalarGrid m VectorGrid cy crerujaun3oBaHe Kjace 3a
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ckajapHa (IpUTHCaK, TYCTHHA) U BEKTOPCKa Nojba (Op3uHa). MACVectorGrid u
CenterScalarGrid cy Kjace Koje MMILJIEMEHTUPAjy clieluduaIHe PACIIOpe/Ie Mo 1a-
Taka HA MPEXKU. 3a CMEITarmke M0/ba Op3uHe 3a/yKeHa je Kiaaca MACVectorGrid,
[ITO 3HAYM Jla Cy KOMIIOHeHTe Op3uHe (u,v,w) jeduHUCAHe Ha CTpaHUIaMa he-
Jaja, JOK Cy CKaJapHe BeJuunHe (MPUTUCAK, I'yCTHHA) AedUHUCAHE Y HUXOBUM
nenrpuMa (CenterScalarGrid). OBakas pacropes omoryhasa IpUpOJIHY JUCKpe-
TU3AIN]y JUBEPreHIije U rpaJinjenTa 0e3 moTpede 3a J0MaTHOM WHTEPIOIAINjOM
Yy OCHOBHUM KOpallMa, IITO CMaibyje I'PEIIKe 3a0KPYyKUBaba.

[Ipuctyn eemenTIMA MpeXKe je ONTUMU30BAH KAKO O ce MUHUMU3UPAJIA TIPO-
maraju xew memopuje (eur. cache miss). Kopucru ce muneapusanuja 3D uniekca
y 1D uu3 (amp. index = x + y * Nx + z * Nx * Ny) yuyrap kiaca. Kiaca
MACVectorGrid ummiemenTupa Metose sample () u cubicSample () Koje Kopucre
TPUJIMHEAPHY, OJIHOCHO KyOHY mHTeprosanujy (mpeko Utils mMomysa) 3a godujarme
BPEJIHOCTU Ha NPOU3BOJBHUM Mo3utimjama y jgomeny. Mertoje fillData() npuxsa-
Tajy std::function Kao aprymeHT, mTo omMoryhaBa (pJIeKCHOUIHO IIOIYHhaBakhe
110Jba IMPOU3BO/bHIUM aHAJIUTUIKUM U3PA3UMa WK ITPOIIE/LY PATHUM I'eHEPATOPUMA.
OBomMm morysty npuriajia u Kjaaca GridManager koja je 0JIrOBOpHA 3a MHUITH]AJII3a-
[1jy, aJOKAIlijy MeMOpHje U KUBOTHHU IIKJIYC 00jeKaTa MpPeKe.

CsumMm hesmmjama Mpezke IpUIpyzKeHn cy Mapkepu (03HaKe) KojuMa je oiapeheno

mra ce y mbuMa Hasazu. Ouu cy jgeduHuCAHN TOCEDHOM enum CTPYKTYPOM:

enum Medium

{
FLUID = 0,
AIR = 1,
COLLIDER = 2
};

Campxkaj henmja ca mapkepuma FLUID u AIR y WHHIIA]AJTHOM CTaiby C€ MOXKE Me-
ATl Yy TOKY BpeMeHa, Ia ce CXOIHO TOMe Memajy u Mapkepu. Mapkepu henuja
Ha T0YeTKYy o3uHadeHux ca COLLIDER cy ¢dbukcHu, ¢ 003upoM Ha TO jia TakBe he-
JIMje ONIHUCYjy UBPCTE Iperpeke Kperamwy diiyuiaa. henuje Koje cazprxke diryur u
IpenpeKy omnucane cy ¢pyakiujama aHuBo ckyia fluidSDF u colliderSDF, pecriek-

THUBHO.
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6.2 PemaBauu

NMmniemeHTHpaHU penraBadyd YWHE aJTOPUTMCKO je3rpo 3a CUMYJAIU]y Kpe-
tamba diynsa Ha ocHoBy HaBuje-CrokcoBux je/HaumHa Ha (DUKCHUM JIEKAPTOB-
ckuM Mpexkama. Kipydynm permaBaunm ykibydyjy: SemilagrangianAdvectSolver
3a aJIBEKIN]y BEKTOPCKUX U CKAJIAPHUX 110Jba, KAO U KOBEKTOPCKY KOPEKIIN]Y paju
odyBarba BPTJIOXKHOCTH, Te PressureSolver 3a MNpojeKIujy Op3uHe y HeIUBEp-
TeHTHO ToJbe perraBameM [loaconoBe jemnaunbe. Pemaaum cy qusajHupanu ca
jacauMm mHTepdejcuma u noapikom 3a OpenMP napasemzanujy, mrro ocurypasa
ckaJIadMTHOCT U (hJIeKCUOMITHOCT KO/1a.

Kimaca GridFluidSolver mma yJory opkecTpaTopa KOju KOOPAWHUPA MOyJIe
3a yIIpaB/baibe MpexKaMa, aJIBEKIIN]y CJIOOOJIHE IOBPIIUHE U OpP3UHA, KAaO U IIPO-
jekmujy nputrucka. OBa Kiaca Hacehyje dasau narepdejc n3 kimace FluidSolver
U creryjaan3oBana je 3a paj ca MACVectorGrid u CenterScalarGrid o0jekTuMa,
y3 yIIpaB/baibhe BPEMEHCKOM MeT/boM cumystanuje. Kouncrpykrop GridFluidSolver
BpIIH cJjiejiehe KJby4dHE ollepaliuje:

1. Hnuyujarusauujy mpeotca: Kpenpame kimace GridManager ca 3a1aToM pe-

30JTyIIIjOM, KOOD/IMTHATHUM TTOYETKOM U KOPAKOM MPEKeE.

2. Pewuctipayujy wona:

e ,FREE_SURFACE’’: CenterScalarGrid 3a ¢dyHKIHUjy HUBO cKyna (cJjio-
Do/THA MTOBPIIINHA);

e ,,VORTICITY’: CenterScalarGrid 3a npalieme BpTiiOsKHOCTH (32 BU3Y-
esmzanujy uau Oyyhe npommperse).

3. Hepunucare tpetpexe:

e Kpeupa ce kiaca colliderSDF Koja IpejCcTaB/ba IPENPEKY Kao WH-
craniy kjace CenterScalarGrid, mHHUIIMjaInM30BaHy Ha BPEIHOCT
std: :numeric_limits<double>::max();

e 3a COLLIDER = true jgedunuie ce GyHKIMja HUBO CKyIa colliderSDF.

['naBuu anropuram je nMmnieMentupan y merogu onAct (double time_step),

KOja ce U3BPIaBa 3a CBAKM BPEMEHCKH Kopak (time_step). Osze hemo npukazarn

KO MeTozie onAct (), ¢ 003upoM Ha HEHY jeTHOCTABHOCT:

void GridFluidSolver::onAct(double time_step)

{
preAct (time_step);

calcExternalForces(time_step);
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calcPressure(time_step);
calcAdvection(time_step);

postAct (time_step) ;

Cruka 6.2: /lujrpam kjaca periaBada 3a cUMyJanujy Oayuia.

Metona preAct(time_step) je mpBU KOpakK M OHa 3a CaJia BPIIU CAMO BaJjIu-
narmjy mpexke. Cremehn Kopak je ypadyHaBame J1e/I0Bamba CUJIe IpaBUTaIlje Ha
dyum, koje peanmsyje merona calcExternalForces(time_step). Tpehu kopak

je pemasambe [lyaconoBe jenHaunHe 3a MPUTUCAK W OAroBapajyha Kopekimja Op-
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3UHA, INTO je MMIJIEMEHTUPAHO y MeTomu calcPressure(time_step). 3arum
cJle/In A IBEKITMOHU KOpaK, peaim3oBaH y Meroju calcAdvection(time_step)
Koja je majrkomiuiekcuuja. IlpBa daza je ekcrparosaruja dayugHor 11068 Op-
3uHa y Bazayxy, a 3aruMm ce Ha ocHoBy CFL ycmoBa mporemyje ma um je mo-
TPedHO BPEMEHCKM KOpaK IIOJIeJUTH Ha BUIlle NMOTKOopaka. Hakon Tora, cemwu-
JlarpaH:KOBOM MeTO/IOM ce BPIIU aJiBeKInja (DYHKINje HUBO CKymla U (PJIyuHOT
110/ba OP3WHA, y MPETXOHO ojipeheHoM Opojy moTkKopaka. ¥ 0BOj das3u ce OIIH-
OHO BPIIU M KOBEKTOPCKA Kopeknuja dpaynaanx op3una. Ha kpajy apyror, Tpeher
U YeTBPTOI KOpaKa, y KOjUMa JI0JIa3U JI0 ITPOMEHa 10Jba OpP3WHA, MO3WBa Ce Me-
Tofa applyBoundaryCondition() Koja ocurypasa BaKeme I'DAHUYHHUX YCJIOBa. Y
rocyeleM Kopaky postAct (time_step) BpIuM ce pemHUNUjan3anuja QyHKIje

HUBO CKYIIA.

A nBekruja

SemilLagrangianAdvectSolver je Hajc/IO)KeHHja Kjaca y CUCTEMY, JIeKJaph-
caHa y 3aryaBiby SemilagrangianAdvectSolver.h m caap:Xu CTaHOAPAHY CEMU-
JlarpamkoBy a/IBEKIIN]y 3a BEKTOPCKa U CKaJIapHA I10Jba, KAO U KOBEKTOPCKY KO-
peknmjy. Merona GridFluidSolver: :calcAdvection KoOpJauHUpPa CTaHAAPIHY U
KOBEKTOPCKY ajiBekInjy. KoBekTopcka KOpeKIifja ce UCKJbydyje y ciiegehum ciry-
gajeBuMa (KaJia ce aaropuram Bpaha Ha craHmgapiaHy ceMmu-JlarpanzKoBy MeTo.y):

e Ysop je y Bazmymuom pernony (fluidSDF > h). Bpeanocr h je nedununcana

y SemilagrangianAdvectSolver: :advect meronu;
e Ysop je dsmsy cnobomue mosprimHe (-2h < fluidSDF < 2h) — cmnpedasa
HeCTadMTHOCT HA T'DAHUIN;
e Jakobujan J je cunrynapan (|det(J)| < le™®) — cnpevasa Hymepuuke Ju-
BEpreHIyje.
AnBeknmja cji00O/IHE MOBPIIUHE IIpe aJBEKIlnje Op3UHE OCHTypaBa KOH3UCTEHT-
HOCT. 3a O0YyBarheé MOHOTOHOCTH peIleba, HAKOH KOBEKTOPCKE KOPEKIINje ITpuMe-
mwyje ce 138. BFECC orpannyasad (Jimmurep) Koju nazkjpuBo obpaljyje uBopose
O3y CJ000/IHEe TOBPINNUHE, ITpoBepaBajyhm ja Jim cy cyceiane henwje y diayumay
[pe Hero INTO UX YKJbYYU Y HPOPAIYHCKHA mpeschu wabaon (enr. stencil). Vako
UMIIJIEMEHTUPAH Y KOy, OrpAHNYaBayd HUje M0O0JbIA0 KBAJIUTET PEIIeha.

Y okBUpY a/IBEKINje NMIIJIEMEeHTHpaHe y Kiach SemilagrangianAdvectSolver

KJBYYHU KOPAK 3a O4YyBaib€ BPTJIOXKHUX CTPYKTYpa IMpeCTaB/ha KOBEKTOPCKA KO-

peknmja. OHa ce 3aCHUBA Ha TPaHCMOPMAIM)U 1T0J/ba OP3UHE JIyK KaPaKTEePUCTHKA,
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Toka Tpema u3pasy (5.45), u"ti(x) = (DY) - u"(¥(x)), rue je ¥ uHBEP3HO TIpe-

"1 yrazas AyrK JMHEjE TOKA

CIIMKAaBaIbe KOje TPeC/IMKaBa MO3UINjy X Y BpEMeHy
qio osunuje W(x) y Bpemeny t", a DV o3nadaBa JakoOujaH OBOT Ipec/inKaBama. Y
MIPAKTUIHOj UMILJIEMEHTAIjH, JAaKOOUjaH ce allPOKCUMUPA METOJIOM IEHTPATHIX
KOHAYHWUX Pa3jifKa: 3& CBaKy Tadyky X = (I, Y, 2) Ha MPEKH, BPIIU C& HYMEPUUKO
wpastcerve ynasag (eHr. backtracing) 3a mect meprypOOBaHUX HO3UNKja X + he;
(rme je h = 0.1 - Az manu Kopak meprypdaliyje, a €; jeJJMHUIHU BEKTOPH KOOI~

HATHIX 0Ca), YiMe ce 100ujajy npeciankane nosunuje ¥(x+he;). Komone marpuie
oV Y(xthe;)—V(x—he;)
ox; 2h

TPAHCIIOHOBAHA MATPHIA 3aMeHOM uHjekca [DW] ) = [DW]j;.

DV ce 3aTtum m3pauyynaBajy Kao , HAKOH dYera ce hopMupa

Nynnementanmja dyHKIMje compute_jacobian_transpose yKibydyje HEKO-
JIMKO HUBOA 3aIlITUTE O] HyMepudke HectaduaHocTu: (1) mpoBepa Jia Jin ce Tadka
HaJa3u y DuIyuay npeko pyHkimje HuBo ckyna (¢ < 0); (2) UCK/byIHBabe KOPEK-
muje o3y caobomme nospuuee (|¢| < 2h) rue du npecauKaBarmbe MOIJIO OUTH CHH-
rysnapHo; (3) Bepudukaimja ga cBe mepTypboBaHe TadKe 0CTajy y JoMeny hiryn/a;
(4) nposepa gerepmunante Jakodujana (| det(D¥)| > 10~?), kako 6u ce usberso
JleJbebe Ca CKOPO CHUHIYJIApHUM MaTpuiiama. ¥ Clydajy Ja OWJIO KOja OJi OBHUX
[IpOBEpa He ycIie, aJIropuTaM ce Bpaha Ha cTaHIap/Hy cemu-JlarpaHKoBy aJIBeK-
nujy kopumhemeM jemummane Tpancdopmamnuje (DW)T ~ I, unme ce ocurypasa
POOyCTHOCT cuMystaliuje 0e3 KOMIPOMUTOBaba ctaduianoctu. OBaj IPUCTYII, NAKO
pPadyHCKH 3aXTEBHUJU O] KJIACHYHE aJiBeKImje (3axTeBa 7 omeparyja HyMepPHIKO
Tpazkemwe yHa3a/Jl [0 YBOPY YMeCTo jejine), omoryhasa 3HauajHO DOJbe OUyBarbe KO-
XePEHTHUX BPTJIO?KHUX CTPYKTYPA, IITO je K/bYIHO 38 CUMYJIAIHj€e MOy T TOPYCHOT

BPTJIOTa WV WHTEPAKIIje MJIa3eBa.

KonTpoJsia BpeMeHCKOTr Kopaka

Y meromu GridFluidSolver: :calcAdvection, UMIIJIEMEHTUPAH je MEXaHU3aM
3a aJIAITHBHO MTOTCTENeHOBame pau 3a0Bosbeiba CFL yemosa. Ilpennoctn oBor
IpUCTyIa Cy:

o Cwabusnocti: cupevdaBa HyMepUIKY HECTAOMITHOCT IIPU IIPOMEHAaMa OP3WHeE;

o Fpukacrocti: KOPUCTH MUHUMAJIAH OPOj TOTKOpaKa KaJja je To moryhe;

o Pobyctinocti: TOpHa I'paHUIA OJ] 8 MOTKOPAKa CIpevaBa HEKOHTPOIUCAHU

pacT BpeMeHa m3padyHaBamba.
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Pennunujammz3amnuja pyHKMje HUBO CKyna

Ha du ce oapkao ycinoB |[Vé| = 1 (Bumern onepak 4.3), GyHKINja HIBO CKyIa
fluidSDF ce mepuwoandHO penmHHUIjaaundyje. OBaj mporec cupoBoan (YHKIIIja
GridFluidSolver: :reinitializeFreeSurface uuje cy KapaKTepUCTUKE:

e cradWIaH IICEYI0-BPEMEHCKN KOpak AT ce u3padyHaBa Ha OCHOBY MUHUMAJI-

HOI' KOpaKa MpeKe,

® KOPHCTE ce CxeMe Y3BOJHUX Pas3/IiKa 3a U3padyHaBambe IaplinijalHuX U3BOJIa

0¢/0x, 0¢/dy, 9¢/0z,

e eposyrmona jeaHadnsa (4.12) ce pemasa kKopurihemeM min/max omeparyja

Ha upwind U3BOJINMA,
e kopucTu ce aBocTpyku dadep (tempGrid u outputMesh) 3a m3deraBarme 3a-

BUCHOCTH O]l P€JIOCJIE/Ia aXKypUpParba.

Excrpamonarimja 6p3uHa y Ba3myxy

Meton GridFluidSolver: :extrapolateVelocityToAir 0de30ehyje na bp3une
y BazJylmHUM hejimjaMa Oy/y KOH3UCTEHTHE ca Op3WHaMa Ha TPAHUYHO)] MOBP-
[ITHA, IITO jeé KJbYYIHO 3a CTADWJIHOCT aJIBeKIMje CKasapa. AJjropuram cajp:Ku
cieniehe Kopake:
1. Kaacugpurayuja: 3a cBaky KOMIIOHEHTy Op3mHe ojpelyje ce ma ju je Tadka
y dayuay (AuidSDF < 0);
2. Hnuyujanrusdayuja: dp3une BaH PJIynja ce MOCTAB/bA]y HA HYJIY;
3. Exctipatorauyuja: nosuBa ce dynknuja Utils::extrapolateToRegion ca
Bpeauorhy mapamerpa cfl = 5.0, yume ce omoryhapa Op3a ekcrparosaimja
KOHCTAHTHE BPEJIHOCTH [IyK HOpMaJie Ha T'PAHUYHY MOBPIIUHY;

4. Aotcypuparee: eKcTparoupaHe BpeJIHOCTH ce yrucyjy Ha3ay MACVectorGrid.

I‘paHI/I‘{HI/I yciioBu

CucreM CeKBEHIHjaJHO IPUMeEIbYje JIBa HUBOA IPAHUYHHUX YCJIOBA:
1. Jlomen (GridFluidSolver: :applyDomainBoundaryConditions):
e VCJIOBHU CJIOOOTHOT KJIM3akha Ha CBUM 3UJIOBHMAa JIO0MEHA;
e Hopmanna KOMIIOHEHTa OP3WHE Ce TOCTaBJba Ha HYJTy Ha MBAIIAMA MPEKE;
e [Ipumemyje ce HE3aBUCHO 3a CBaKy KOMIIOHEHTY (u,v,w) Ha OIroBapa-
jyhum crpanunama.

2. Ilpeupexa (GridFluidSolver: :applyColliderBoundaryConditions):
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e Kopuctu ¢dynkiujy auBo ckyna colliderSDF 3a mpejcTaB/barbe Teo-
MeTpHje TTpernpeKa;
e 3a cBaky TauyKy Mpexke yHyTap npernpeke (colliderSDF < 0):
— W3padyHaBa ce HOpMaJa Ha IOBPIIMHU Kao TI'pajujeHT (PYyHKIIHje
HuBoa luidSDF: n = V¢/|V¢|,
— IIPOjeKTyje ce BEKTOP Op3WHa Ha HOpMAaJIy Ha HOBPIIUHU: v, = U-1,
— axko ce ¢uryn kpehe ka nospmmunu (v, < 0), HOpMaJHA KOMIOHEHTa

ce OIy3UMa: Upey = U — Uy I

IIpojexnuja mpuTtucka

Pemasamem [Toaconose jennauunue (3.24), 3anucane y odJIMKY cHCTeMa JIMHe-
apHuX jeaHadnHa (3.29), obesdebhyje ce ma mosbe dp3uHA JTOOUJEHO Y HMPETXOTHOM
Kopaky Oyse nenuBeprenTHO. OBO peanusyje dpyukmuja PressureSolver: :solve
y detupu dase:

1. @ynkmuja PressureSolver: : setupMarkers nocras/ba MapKepe U I'PAHUYIHE

ycaose. Cucrem KopucTu Tpocrenenu cucreM mapkepa (COLLIDER, FLUID,
AIR) medunucan na ocaoBy dyHkKImja HUBO cKyna luidSDF u colliderSDF.
3a hemmje o3madene xkao COLLIDER mpumemyjy ce HojmamoBu rpanuaHun
YCJIOBH, IITO C€ HUMILJIEMEHTHDa IIOCTaBJ/balbeM JIMjaroOHaJ/IHOI eJleMeHTa Ha
JEIMHUILY U M3jeIHavdaBabeM JeCHe CTPaHe jeTHAaYNHe Ca HYJIOM;

2. @ynknmja PressureSolver::setupSystem kopuctu Eigen::Triplet 3a dop-
Mupame Marpuiie cucreMma (Eigen: :SparseMatrix<double>) u BekTOpa Je-
cue crpane (Eigen::VectorXd);

3. [obujenn cucrem ce perraBa npuMeHoM Eigen: :ConjugateGradient perra-
Baua, Koju Kopuctu cumerpujy marpuie (Eigen::Upper). Oaj meron je
eduKacaH 3a BeJIUKE, PETKE U CUMETPUIHO TMO3UTUBHO Jle(hUHUCAHE CUCTEME
THUOUYHE 33 cuMyanuje diynia;

4. Hakon nobujama BPeJHOCTHU IIPUTHUCKA, OP3UHE ce KOPUTYjy y3 momoh (hyHK-

nuje PressureSolver: :applyPressureGradient.

ITapanenuzamnuja n ynpaB/balkbe MEMOPHjOM

HezaBucna obpajia 9BOpoBa Mpeke NpU WHUIU]AJHN3AIN] U TPUMEHH CIIOJba-
mmux cuia (enr. embarrassingly parallel) omoryhasa edukacHy mapaJsen3aiyjy

nocpeacreom OpenMP nupektupa. Kputuane neribe y moayanma PressureSolver,
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SemilagrangianAdvectSolver u MACVectorGrid (KOBEKTOPCKa KOPEKIIMja, a[BeK-
mja MeronoM forEachU/V/W() u KoHBep3uja IoJaTaka 3a WHTEPIIOIANN]Y) Tapa-
JIeJIN30BaHe Cy JUPEKTHBOM #pragma omp parallel for. Osum ce moctuke
CKOPO JIMHEAPHO yOp3arhe U CMalbehe BpeMeHa N3padyHaBama Ha BUIIEje3rapHIM
CUCTeMHIMa, TTOCEOHO KOJI MpeKa BHCOKE PE30JIyIIHje.

[enTpam3oBaHo ymnpaBjbalbeé MEMOPHjOM IMOCPEJACTBOM Kjace GridManager
MUHUMHU3UPa PU3UK O] Ilypemha MEMOPHU]je U OJaKIIaBa PeasloKaIijy IPpU IPOMEHN
pesoaymmje. Crpareruja npejokanuje (mpeko MACVectorGrid::onResize() u
GridManager) ocurypasa jeJJHOKpaTHY aJIOKAIUjy Ha [MOYETKY, eIUMUHUAIITY U -
HaMUYKY aJIOKAIlAjy y TJIABHO] BPEMEHCKO]j 1eT/bu. Benuku objekTu ce mpociehyjy
myTeM MaMeTHUX NokasuBada (std::shared_ptr) kako du ce u3dersio Konupambe,
KOje ce Bpmm camo 1o notpedu (Hmp. vellnput 3a mpurncak) Kopucrehu KOH-
CTPYKTOPE KOIINPabA.

NvniemenTanmja capKu BUIIIE HUBOA 3aIITUTE OJf HYMEPUYKHUX MTPOOJIEMA:

e safe_val() dyukmuje: cupeuanajy mupeme NaN /Inf Bpegrocru;

e std::clamp: CBU MHJEKCH U MHTEPIIOJAIMOHN [IapaMeTPU Ce eKCIJIUIUTHO

OTpaHWYaBajy Ipe MPUCTYIa MEMOPHU)U;
e assert nposepe: BaJHJAlja KOH3UCTEHTHOCTH TapaMeTapa Mpexke y preAct

METO/IN.

I'maBua dynkmnuja (main.cpp)

OyHKIMja main mpejacTaB/ba yIa3Hy TadKy alIMKaIlije U KOOPAMHUPA TOK CH-
MyJiarje: o WHUIHjaJu3allije JOMeHa U MOYETHUX YCJIOBa, IPEKO BPEMEHCKE
eBOJIyIluje, 710 Bu3yenunsaluje pesynarara. Jluzajumpana je ma omoryhm direkcu-
OMJIHO TecTuparbe (PUNUKUX CIleHApHUja KPO3 jaCHO pasjiBajarbe KOoHpUryparmuje,
cUMyJIalidje U MOCTIIpoIecupama. ToK u3BpIinaBama (pyHKIHje main npuka3aH je
nujarpamoMm Ha Comuru 6.3.

Jnzaju dysknuje main omoryhaBa jegHOCTaBHO HPONIMPEE€ HOBHM CIIEHA-
pujuma u dyHKIuoHaIHOCTUMA. Kao jeo oBe dyHKiuje, madiioHcka (GyHK-
nuja save_to_vtk omoryhaBa m3BO3 pejieBaHTHUX IOJba y crangapmuaom VTK
(enr. Visualization Toolkit) [46] dopmaTy, KOMIATHOMIHOM ca ajJaTHMa 33 BH3Ye-
musaryjy nomyT ParaView [47], Vislt [48] nwaun Mayavi [49]. Cioboana mosprimHa
dbayuna nedunucana je HyaTuMm HUBOOM dyHKIMje HUBO cKyra fluidSDF. 3a ek-
CTPAKIIN]y IMOBPIINHCKE MpexKe puMemheH je KoHTypHu duarep u3 VITK dubdimo-

TeKe KOjU NMILJIEMEHTHPA aJropuTaM mapuupajyhur xouku (€Hr. marching cubes).
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1. ODedHHHCake MHTepdejca

« [exnapaymuje noMoRHKMX dyHKUK]a
» [MoGanHe KOHMUIypaLMoHe npoMeHe

h 4

2. Napcupake KOMaHgHe NUHKWje

« 12 aprymMeHaTa 3a NOTNyHY KoHTpony
. Banuaaumja ynasa + nomoh

h 4

3. UHuumjanusaumja okpyxersa

« Yuwhere/kpeupame OUPEKTOPHyMa
. OTeapatke (hajnosa

¥

4. KoHdurypaumja cumynauuje

. Kpewpare GridFluidSolver
Nonena mpexa (FREE_SURFACE....)

l

5. Mo4YeTHM YCNOBM 3a pa3He cUeHapuje

. switch-like noruka npeko if-else
» AHANMUTHYKE AetUHUUMje SDF/Gp3vHa

l

6. MnaBHa netrea cumynaumuje

solver.update()
W3payyHaeamwe eHeprje
Excnopt (.obj + vik)
Mepete nepdopMaHCH

h i

7. 3aBpweTaKk U YMWwhere pecypca
« 3arteapate (hajnosa, noepatak 0

Cnuka 6.3: /Iujarpam TokKa m3BpIiaBama (QyHKIIAje main.

Pesysiraru koju cajprke MCKJBYYUUBO CJIOOOMHY IOBPIINMHY M3BO3€ C€ IO BPEMEH-
CKOM KOpaKy y .obj dopmary, mok ce KOMILUIETHH Hojanu (IPUTHCAK, OP3UHA,

BPTJIOZKHOCT) OMIIMOHO MOTY eKCIopToBaTu y .vtk dopmary.
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I'maBa 7

Pe3yaratu cumyiaiuja

Y 0BOj IJIaBU IPUKA3aHU Cy PEIYJITATHA CUMYJIAIja U3BPIIEHNX KOJIOM 38 CUMY-
JIaINjy HEBUCKO3HUX U HECTHUIIIJBUBUX (DIIyH I ca CJIOOOTHUM MTOBPIIMHAMA, KOjU je
pa3BUjeH Ha TeMesby KOBEKTOPCKOT (phopMainm3Ma. AHamu3upaHa Cy JBa Perpe3eH-
TaTUBHA MpUMepa BPTJIOKHUX KpeTamba, K/bYIHUX 38 pPa3yMeBalbe TypOYJIeHIn]je
u crabuiHocTn crpyjamwa:  Tejaop-I'punos eptunot (enr. Taylor—Green vorter) u
wopycru eptuaot (enr. torus vortexr). Ilpsu mirycrpyje Kako HeamaeapHocT Ha-
BHUje—CTOKCOBUX jeTHAYMMUHA U3 jEeHOCTABHOT IMOYETHOI CTAha MEHEPHUIIE CJIOXKEHY
JUHAMUKY, JTOK TOPOUIAJTHE U TOJIOUJIAJIHE BapUjaHTe TOPYCHOT BPTJIOTa MTOKA3Yjy
YTHIA] TEOMETPUjCKE U TOIOJIONIKE CTPYKTYPe Ha IMOHAIIAE Y HIEATHOM (DITyUIy.
Konauno, mpejicraB/beHn cy 1 TeCT-IpUMEPHU: TaJl BojieHe cdepe y Da3eH U U3BOpU
daynsa Ha cyceHuM BepTUKAJIHUM 3ujioBuMa. (CBe cuMmyJsiaruje cy U3BPIIEHE HA
paaynapy ca mporecopom AMD RYZEN 7 5700X u 64 GB pajine memopuje, y
[IPOPAYYHCKUM JIOMEHUMa OOJIMKA MPABOYTAOHUX I1APAJICJIONHIIE/Ia PA3TUIUTIX

pe3oJtytiyja.

7.1 Tejaop—I'puHOB BpTJIOT

Tejnop-I'punos BptIOr je cnernududan npuMep MePUOJIMIHOT BPTIOKHOT TOKA
3a KOju HOCTOju aHaJuTH9IKO pemere Hasuje-CrokcoBux jemuaumua (2.1) [50].
[IpopadyHCcKHU JJOMEH je MHUIMjAJIHO 1I0JIeJbeH Ha JIBa PeruoHa momohy dyHkimje
HUBO cKyma: GbuIynn ucmymasa odnact y < 0.8 - L, (rme je L, = N, - Ay Bucuna
JIOMEHa), JIOK je ocTarak JoMeHa jnedunncan Kao Bazayx (¢ = +5). Ilomwe dpsune

ce MHHUIMjaIn3yje aHAJIUTUIKUM U3pa3uMa KOJU OJI'0Bapajy TPOAUMEH3MOHAJIHO]

70



I'VTIABA 7. PE3YJITATU CUMYJIAIIMJA

Tejnop-I'punoBoj KoHdUTrypalnuju ca MmoJeCUBUM UHTEH3UTETOM [

u(z,y,z) =T -sin(z) - cos(y) - cos(z)
v(z,y,2z) =0 (7.1)
w(z,y,z) = —I" - cos(x) - cos(y) - sin(z)

rae cy koopaunare x = i - Ax, y = j - Ay, z = k- Az nedunmncane Ha IBOPO-
BUMa OCHOBHe Mmpeske. (OBaj m300p KOMIIOHEHTH OCHUTypaBa J1a je IM0Jbe Op3uHe
HejmBeprenTHo (V-u = 0) yHyTap (QJIynIHOI PErHOHA, jep ce MapIUjaJHu U3BOJN
MehycobHno monumTaBajy.

NmmnemenTaruja y K61y Kopuctu retsbe forEachU u forEachW 3a nocraB/bambe
U M w KOMIIOHEHTHU Ha ojarosapajyhum crpanumama MAC mpexke, 0K ce v KOM-
[IOHEHTa MMILIAIIUTHO 3a/p2KaBa Ha Hyu. Yciaos if (j *dy<0.8*Domen[1] *dy)
ocurypaBa Jia ce Op3WHA MOCTaB/ha CAMO YHyTap (OJIYUIHOT DErHOHa, CIIpevaBa-
jyhm mymepudke apredakTe HA rpaHuIy cja0doaHe ToBpinuHe. Hymepudko perra-
Bame je HeonxoaHO jep HenumHeapHocT HaBuje-CTOKCOBHX jeHadnHa U3 TJIATKOT
MMOYETHOT CTarba TEHEPUIIE CJIOXKEHY JIMHAMUKY TUIMIHY 33 PAHU CTaJUjyM TYp-

OyJICHTHOCTH.

Cauka 7.1: Tloyerne 6p3une 3a Tejnop-I'punos Bprior: a) mojys dp3une, 5) Bek-
TOpU Op3WHE Y X—2 PABHU U B) BEKTOPH Op3uHE y 7—y paBHU. Pe3osynmja gomena:
80 x 100 x &80.

Ha Cyumm 7.1 npuka3ane cy nHHUITjaHe BpeaHOCTH Op3uHa 3a Tejaop-I'punos
Bprior, gedunucane penarujom (7.1). C ob3upom Ha TO J1a OBa peJalnmja Ipe/-
CTaB/ba €r3aKTHO peIlelbe caMO y CJIydajy KyOHUX oOJiacTu, (DIyUJ] UCIYHaBa
MIPOPAYYHCKH JIOMEH caMo jejumudno. Wsnas diynga je 30Ha ucnymeHa BasiLy-
XOM, YHME je yBeJleHa CJIOOOJ/IHA IOBPIIMHA. 300I' HEHOI IPUCYCTBA, pesallnja

(7.1) He mpesicTaB/ba €r3aKTHO pelrese, Beh nck/byInBo mouernu ycjios. OCHOBHA
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IIPETHOCT OBAKO (POPMYIUCAHUX ITOYETHUX YCJIOBA jeCTe TO IITO Cy HeIMBEPreHTHH,
qUMe je O] caMor' IToYeTKa 3a/I0BOJbeH 3aKOH Ojp:Kama Mace. TuMme je ode3d0ehena
du3nIKa BEpOIOCTOJHOCT CUMYJIAIM]je, TOIITO IUBEPreHTHa 10Jha OP3WHE BOJE Ka

HepU3NIKIM pelIehuMa.

Cauka 7.2: Bpemencka epoayiuja Momysia op3uue 3a Tejiop-I'puros BpTior 3a:
a) '=1,b) I' =15 u B) I' = 50. Bpeme uzBpriasama je 1700 s 110 cumMyJiarmju.

Bpemencka eBostyrja mojrysa opsune (Cimka 7.2) npu pas/dduTUM BPeEJIHO-
cTuMa mapamMerpa I’ mokasyje Ja meroBo nopehame yc/ioB/baBa Op:Ke OJICTYIAE
HYMEPUYKOT pelieha O] aHAJUTUYKOT, W3BEJIEHOr 3a 00J1acT 0e3 CJI000IHe II0-
ppiinae. OBO oJACTyImame je IUpeKTHa IOoCaeauia HapacTajyhmx medopMmarimja
cJ1000/IHE IIOBPIIKMHE, KOje y CHUCTEeM YHOCe M3parkeHe HejmHeapHe edekTe W I10-

jagany aucunarmjy. BajumgHocT cumysialije moTBpheHa je odyBameM 3alpeMuHe

dayunsa y Bpemeny.
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7.2 TopycHu BpTJIOT

OBze hemo mpukazaTu pesy/arare CHMYyJIaIja 3a JIBa TUIIA TOPYCHUX BPTJIOTA:
Wopougarnu u gosougasnu tpctier. OBa TEPMUHOJOTHjA je y CKIaILy ca JiepuHu-
njamMa u3 JIMTepaType o JUHAMUIK QJIynia, npem/ia He IOCTOjU MOTIIYHA TePMHU-
HoJsto1Ka yjeaaadenoct [51]. Komx Toponamsor BpTioKHOT IPCTEHA 10Jbe Op3uHa
[UPKYJIAIIE Y XOPU30HTATHUM PaBHUMA (HOPMAJHUM HA BEPTUKAJHY OCYy CHMe-
Tpuje Topyca). ¥ CiIydajy HOJOMIATHOI BPTIOXKHOI IPCTEHA OP3MHA IUPKYJIUIIE
y MEepUIUjaJIHUM paBHUMA (HOPMaJIHUM HA KPYKHHUILY KOja MIPOJIA3U KPO3 IEHTAD
TOpyCa U BEPTUKAJHY OCY), IITO WHIYKYje CAMOIIPOIYJI3H]Y YK OCe CUMETpPHje y

CKJIaJIy Ca KJIACHYIHOM TeOPUjOM BPTJIOXKHUX mpcreHosa |7, 51].

TopougasHu BPTJIOXKHU ITPCTEH

Cnuka 7.3: Bpemencka eBosiynirja Op3une GJIyuaa U CJIOOOIHE TMOBPIITNHE TOPOU-
JIQJTHOT BPTJIOXKHOI IIPCTEHA, 3a BpeMeHcKe TpeHyTke (pegom): 08, 58, 10 s u 20 s.
Ocum Momyna mpukasaHu cy U BeKTopu op3una. Pesosynuja momena: 80 x 80 x 80,
BpeMe u3BpIIaBama cuMysianuje: 680 s.
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3a cuMmysanujy BPTJIOXKHUX CTPYKTYpa HUMILJIEMEHTHPAH je TOPYCHU BPTJIOT
qrja Op3WHAa IMUPKYJIUIIE Y XOPU30HTAIHO] T—2 PABHU OKO BEPTUKAJIHE Y-OCE CH-
merpuje. OBa Koubwurypamnmja, Kojy Ha3MBaMO TOPOUJATHHM BPTJIOrOM (IIpeMa
OpaBIly I0/ba OP3WHE), NEeHEPHIle BPTJIOKHOCT OPUJEHTHCAHY Y MEDPUJIMjaTHUM
paBHUMa, KOje cajpxke ocy cumerpuje. ['eomerpuja Topyca je JeduHHCAHA BEJIH-
KuM nosynpednukoM R = 0.3 - L, Koju mpejcTaB/ba pacTojarbe O]l IIEHTPa TOpyca
JIO CPEeJIUITa IpcTeHa, U MajauM mojynpedaukoMm r = 0.1 - L, Koju ogpebhyje me-

OJ/bUHY TIOTIPEYHOTr TIpeceKa. llenTap Topyca je MO3UIMOHWPAH Y TauKH:

L, L,
C = <7, 0.3 - Ly, 7) s (72)

rne ¢y L, = N, - Az, L, = N, - Ay, L, = N, - Az numensuje odsactu y Kojoj ce
BpIIM npopadyH. Muunujanmusanyja mo/ba Op3uHe BPIIU Ce Y TPU KOPAaKa 33 CBAKY
Tadky X = (2,y,2) y duynay (y < 0.6 L,):

e Kopax 1 - llpojekiuja Ha IEHTPAJIHN KPYT TOpyca: 3a JIaTy TadKy, U3pady-

HaBa ce PaJijaJHO PaCTOjarbe Y XOPU30HTAJIHO] PABHU:

p=V(r—c:)* + (2-c)%, (7.3)

a 3aTUM IPOjeKIIja Ha MPCTEH IOJIyIIpeInnKa R:

Xproj:(cﬂc+R'x_cxacya Cz"‘R'z_Cz). (7.4)
P P

e Kopax 2 - I3padyHnaBa ce pacTojarbe OJI je3rpa BpTJora:

0= (1%~ Xpri | = /(@ = 2pue)? + (= )2 + (2 = 2ug)2. (7.5)

e Kopax 3 - UspauynaBa ce moJjbe Op3uHa ca JimHeapHuUM mpoduyioMm. Tan-
TeHTHH BEKTOp y r—z pasHE (porammja 3a 90°) gaT je Kao:
) —(z—c¢,)

_ 7.6
¢ V(@ =)+ (2 —c,)? (xi)c) (7.6)

UnTensurer dp3mHe ca JUHEADHUM ON IalbeM YHyTap je3rpa je:

T _
R r " d, d <r (ymyrap jesrpa)
T
d) = 7.7
o L max (0,7 E2T2 =AY s L enoma) 7D
2R ’ Ax/2 T
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rae je I' = 10 mupkynanuja, a Az npocTopHn Kopak Mpexke. KoHadHO m0/h€

OpsuHa m3padyHasa ce Kao: u(x) =ov(d)-t= 10

OBakBa KoH(UTYpallija T€HEPHUIIe CTAIMOHAPHY BPTJIOXKHY CTPYKTYpPYy 0e3 Kpe-
Tama JIy2K OCe CUMeTpHje, IITO je YNHU MTOTOJHOM 3a TECTHPahe OUyBama eHepruje
U BOPTUIIUTETA IIPU JYTOTPAJHUM CUMYJIAIIjaMa.

Chuka 7.3 wiycTpyje BPEMEHCKY €BOJIYIHjy T0Jhba OP3UHE U CJI0OOJHE IIOBP-
IAHE 3a TOPOUJIAJHU MIPCTEeH. BPTI0XKHOCT ce cropo rydon TOKOM BpeMeHa, Ipe-
TEXKHO OcTajyhu y r—z paBHH, JIOK C€ IPOMEHE Op3WHE PEeJIATUBHO CIIOPO IIHpe
Kpo3 3amnpemuny duynma. Crora nedopmariuje codo/IHe TOBPIITUHE OCTAjy 3aHe-
MapJbUBE, y CKJIAJLy Ca TEOPUjCKUM IIpe/IBuharbuMa 3a OBaj THUI BPTJIOTa, YUMeE je

noTBpheHa KOPeKTHOCT cumyJarwje [51].

HOJ’IOI/I,B;a.TIHI/I BPTJIO2KHM IIPpCTEH

3a pasyiKy 0J] TOPOUJIAJHOI CJIydaja, KOJ OBOI' THIA BPTJIOTa OP3UHCKO MOJbEe
[UPKYJIMIe Y MepUIUjaJlHIM paBHUMa (paBHUMA KOje CaJip:Ke OCy CUMETpHje ¥ ).
OBa koH(UTyparmja HIYKYje CaMOIPOILY/I3U]y IPCTEHA Ty K 0Ce CUMETPHje, TIPe/I-
craB/bajyhim cTpor TecT OUYyBama HMMITYJICA M KOXEPEHTHOCTH BPTJIOXKHE CTPYK-
Type. leoMeTpmjckm mapaMeTpu Cy WJIEHTUYHU KaO KOJ TOPOUJIAJHOI CIydaja
(R=03-L,, r=0.1-L,), anmu je dusudka npupoja 1moba Op3uHe Jpyraduja.
Nuunujanusalyja mosba Op3UHE 3aCHUBA ce Ha PaHKuM080M MOGEAY, KOJH KOMOU-
Hyje UBPCTY pOTaIWjy yHyTap je3rpa W HOTEHIUjaaHu TOK crosba [8]. 3a caky

Taduky X = (x,¥, 2) y GIYUIHOM JOMEHY M3padyHaBa Ce:

o Kopax 1- Koop/imnare y MepuIMjalHOj paBHU: Pa/IMjaTHO PACTOjarbe 01 Oce

cumerpuje (y-oce): p = /(¥ —¢;)? + (2 — ¢,)?. Pacrojame ox1 uenTpasue

JIMHUje TIPCTeHa Y MePU/INjaJiHOj] p—Y PaBHU:

Ap=p—R, Ay=y—c, d=+/Ap*+ Ay’ (7.8)

e Kopax 2 - Pankunos rpocdusi Op3uHe:

r-d . .
——, d<r (uBpcra poramnuja yHyTap je3rpa)
2772
ve(d) = r (7.9)
——, d>r (HoTeHIHjaJHN TOK CIOJhA
5 ( vy )

rre je I' = 10 nupkynamuja, a r HOJYIPEYHUK je3rpa BPTJIOTA.

75



I'VTIABA 7. PE3YJITATU CUMYJIAIIMJA

Cnuka 7.4: BpemeHncka eBosynuja oOp3uHe (bJIynjaa u CJI000/IHE MOBPIIUHE 38 T10-
JIOUJIAJTHY BPTJIOXKHU TIPCTEH, 38 BpeMeHCKe TperyTke (pegom): 0s, 5 s, 8 s, 12 s,
20 s u 30 s. Ocum Mo/y/Ia TIPUKA3aHU Cy W BEKTOpHU Op3uHa. Pe3zosynuja jomena:
80 x 80 x 80, BpeMe m3BpIaBama cumynamuje: 820 s.

o Kopax 3 - TanreHTHU BEKTOP y MEPHUJIMjaJHO] PABHHU: CMeEp ITUPKYJ/IaIllje
—-A
ce KOHTpOJMIIe napaMerpoMm o = +1: t,, = 3 A Y , Tne 0 = +1 nmaje
p
Kperame Harope (+y), a 0 = —1 Hagome (—y).
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o Kopax 4 - IlpecnmukaBame y 3D JlekapToBe KOMIIOHEHTE:

L T —cy
P u
u(x) = vp(d) - ty = | (7.10)
t,- Z—C, w
p

IJe ce KOMIIOHEHTa t, cKampa ca (x — ¢;)/p u (2 — ¢;)/p na du ce moduma
npaBwiHa opujerTanuja y 3D mpoctopy. 3a Tadke Ha caMoj OCH CUMETPHje
(p < 107®), Opsuna ce mocrap/ba Ha HyJy Jia OU Ce M30€rao CHUHTYJIAPHTET

KOOp/IMHATA.

[Tpema KJIACHYHO] TEOPHjH TAHKUX BPTJIOXKHUX MPCTEHOBA [7|, oBakBa KOH(bU-

ryparnuja WHyKYyje COIICTBEHO KpeTame JIy2K Oce CUMeTpHje OP3UHOM:

T S8R 1 r?
Uself - m |:1Il <T) - Z:| + O (ﬁ) (711)

OBy Op3uHY HA3UBAMO CAMOUHGYKOBAHOM OP3UHOM KPEWArba 6PUWLAOTG. 38 THU-
nudHe mapamerpe y ooj mmimuiementanuju (I'= 10, R = 03 - L,, r = 0.1 - L,),
TeopujcKa Op3MHA Kperama u3Hocu mpudinKHO Uy &2 2.5 m/s.

Cnuka 7.4 npuka3yje BPeMEHCKY €BOJIYIHjy I0Jba OP3UHE U CJIOOO/HE IIOBP-
IMIAHE 38 MOJIOWIAJIHN BPTJIOXKHHU MPCTEH. 3a Pa3/IuKy O] CTAIlMOHAPHOT TOPO-
WJIAJTHOT CJIydaja, OBaj BPTJIOr KapaKTEepUIle CAMOITPOITYJI3Hja, OJHOCHO WHJIYKO-
BAaHO KpeTambe JIy?K BEPTUKaJIHe oce cuMmeTpuje. 3a moderne ycjaose ca Cimke 7.1a,
npcren ce kpehe Harope, Ka ¢jiodoH0j moBprnuau. OBakBa JUHAMUKA M3a3UBa M3-
pazkenuje medopMarije caod0He TTOBPIIUHE U UHTEH3UBHU]Y JIUCUIIAIINA]Y BPTJIO-
JKHOCTH. YOYeHa CaMOIIPOIY/I3Uja U YCMEPEHO KpeTarbe Ka CJI000/IHOj TOBPIITUHU
IIpe/ICTaB/bajy (PU3NIKN OYEKUBAHO IIOHAIIAME, YUMe Ce MOTBPhyje peasmcTud-

HOCT CHUMYJIAITH]e.

7.3 Ilan Boaene cepe y dazen

Cauka 7.5 npuka3syje pesy/rare cuMmysalyje naja Bojgere cdhepe y dazeH, npu
JeMy OHA HaWJIAa3W Ha MaJIy UBPCTY cdepHy mnpernpeky. WHunuwjaansainuja je 1mo-
jeTHOCTaBI/bEHA Jep KpeTame MOTHYe NCK/BYINBO O] TPABUTAIIN]E, YUME je TTOYETHO
1oJbe Op3MHE HEJMBEPreHTHO. 300I BeJIuKe JUMeH3Hje BojeHe cdepe, 3aHEMapH-

Balbe MOBPIIUHCKOr HAIIOHA HEe YHOCU 3HAYAjHY I'PEIIKY, IIITO He Ou OMOo cIydaj KoJl
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KpeTama BojeHUX Kamnu. Vlako crpyjame HHje JOMUHAHTHO BPTJIOXKHO, JIOKAJTHA
BPTJIOXKHOCT Ce jaBJba YCJIeJ UHTepaKIyje paynia ca IpaHullaMa IpopavdyHCKOT
JoMeHa. BaaumaHoCT HyMepUYKOr IOCTYIIKa ITOTBpheHa je aJeKBATHOM PerpoLyK-

IIMjOM HaBeJICHUX II0jaBa, YKIbY4Iyjyhu criajame (pIyuannx 001acT.

Cauka 7.5: Tlag Bogene cdepe y Hazen 3a Bpemencke TpenyTke (pegom): 0's, 0.6 s,
1.2s,1.8s,245s,3.0s,3.6s,4.2subs. Pesonymnuja momena: 80 x 80 x 80, Bpeme

n3BpiaBama cumystanuje: 1400 s.
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7.4 W3Bopmu diynaa Ha CyCeTHUM BEPTUKAJTIHUM

3NJ10B1NMa

Crnuka 7.6: Uctuname dayunaa m3 m3Bopa Ha CYyCeHUM BEPTUKAJTHUM 3UJIOBUMA,
3a BpeMeHcke TpenyTke (peaom): 08, 0.4s, 1s, 1.5, 25,458, 6s, 10 s u 20 s.
Pezonynuja nmpopauayncke obmact: 90 x 90 x 90, Bpeme u3BpIaBama CUMYJIAIIN]e:
4300 s.
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Ha Coumu 7.6 npukazanu cy pesyiararu cumy/anuje GpJrynia Koju HCTUIe KOH-
CTaAHTHOM XOPH3O0HTaJTHOM 6p3I/IHOM U3 U3BOpa Ha CyCeJHHUM BEPTUKAJIHHUM 3UI0-
BHMa I[IPABOyTaoHe MapaJIeJIONUIIe/IHe 001acTh, popMupajyhu BpTJIOr y cMepy Ka-
3ajbKe Ha cary (mocmarpaHo o703ro). ako ce oBaj CrieHAPHO MOXKE peasin30BaTh
nomohy oxrosapajyhinx yinasnux rpanundHux yciaosa (omespak 2.4), 300r morernkoha
ca TUM TPUCTYIIOM IIPUMEH-EH je aJTepHAaTUBHU rocTtynak. l3Bopu cy momeso-
BaHU KA0 TAHKW IWJINHJPHU CMEIITEHU HENOCPEIHO Y3 3UJIOBe, YHyTap KOjuX ce
Yy CBAKOM BPEMEHCKOM KOPaKy OOHABJha KOHCTAHTHA XOPH3OHTAIHA OP3WHA yCMe-
peHa Ka yHyTpalmocTu jgoMmena. Muunujamaa ciaodoana moBpimHa ojpeheHa je
HUCTOBPEMEHO ca (DYHKIIMjOM HUBO CKYyIla KOja Oomucyje muaunjpe. Peanucruanoct
cuMyJIangje morsphena je ¢popMuparmeM CTAOUITHOT BPTJIOTa Y OYEKUBAHOM CMEPY,

IIITO OJI'OBapa TEOPHUjCKUM IIpejiBuhambruMa 3a OBaKBY KOH(MUTYypaIlljy U3BOpA.
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3aKJby4vaK

Pa3Boj peasmmctuunux cumysanuja bynaa IpeicTaBba jeJaH OJ1 MEHTPAJTHIX
n3a30Ba caBpeMeHe padyHapcke rpaduke. Y OBOM MacTep pajy Ipe/ICTaB/bEH
je M HyMepUYKN UMILJIEMEHTHPAH KOBEKTOPCKU MPUCTYT 3a CUMYJIAINA]y KpeTama
dayuma ca camodoauum rospiinaaMa. [lonaszehn ox orpannyema TpaaUIIUIOHATHAX
OjiepoBux 1mema, y KojuMa cemu-JlarpanzkoBa aJIBeKInja Mojba OP3UHE YHOCH HYy-
MepnuKy Jaudys3ujy m HapylaBa KeaBHHOBY Teopemy O O4dyBamwy IHMPKYJalfje,
KopurtheH je reoMeTpHjCcKu KOH3UCTEHTaH KOBeKTOpcKu dopmasimsam [11]. Bp-
3una Quiynga dopmysucana je kao audepennujaina 1-dpopma Koja ce ajBeKTyje
npumeHoM JlmjeBor m3Boja, unmMme ce 00e30ehyje 3am0Bosbeme DyHIAMEHTATHUX
3aKOHA OYyBaiba BPTJIOXKHOCTH, JIOK C€ UCTOBPEMEHO €JIUMUHHUIILY TVIABHU U3BOPU
HyMepHUYKe JINCUTIAIIN]E.

3a moTpebe OBOI MacTep paja pa3BUjeH je TPOJUMEH3UOHAJAH KOJI MMILIE-
MeHTHpaH y mojaysnapuoj C+-+ apxurektypu n nomepenoj MAC mpexu, ca uH-
TErPUCAHOM METOJIOM HHUBO CKyIla 3a MIperu3Ho npaherme c/10001HUX MOBPIIUHA
U TEPUOJAUYHOM DPENHUNNjaJn3anujoM (GYyHKIMje O3HAUYeHOI pacTojama. DBasum-
JTalyja MOJesIa, je W3BPINeHa Ha HU3Y TPOIUMEH3UOHAJHHUX TECT CJIydajeBa KOju
odyxsarajy Tejmop—I'punoB BptJIOr, TOpyCcHE BpTJIOre, TaJi BojeHe cdepe y Oa-
3€H U UcTulame (GJiynia u3 U3Bopa HA CYCEIHUM BEPTHKAJHUM 3ujoBuMa. Jlo-
OmjeHn pe3ysiTaTé MOTBPhYjy Jla KOBEKTOPCKU MPUCTYIl OoMOryhaBa CTaOWJIHE U
(1)I/I3I/IqKI/I KOH3UCTECHTHE CI/IMyJIaHI/Ije HECTUIII/bUBOI' 1 HEBUCKO3HOT' (bﬂyn,zpa, quMe
ce TOCTU:Ke 3HavYajaH HAIPEJIAK y HyMEPUYKOM MOJEeIoBamy crpyjama. Ilocedbno
je 3HadajHa MOTryhHOCT OYyBama BPTJIOXKHUX CTPYKTYPa TOKOM JIYyTOTPAjHUX CHU-
MyJIaligja, duMe ce oMoryhaBajy BU3YEJHO yBepJbUBE aHUMAIMje y padyHapCKOj

rpadury.
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Y nopebemwy ca ungycrpujckuMm crangapauMma nonyt FLIP merome [19, 22|,
KOBEKTOPCKH TPUCTYI HyIu e(PUKACHO OUyBarbe€ BPTJIOXKHUX CTPYKTypa Oe3 1o-
Tpede 3a exkcruiuTHUM npahemem vectuna. Mako FLIP merona rakohe cmamyje
HYMEpUYKY JUCHIIAIN]Y, OHA 3aXTeBa 3HAYajHO Behu OpOj YecTHIa 3a MOCTU3AIbE
CJIMYHOT KBaJIUTeTa, IMTO noBehaBa padyHcke 3axTeBe. KoBeKTopcka merojia, ¢
JIpyre cTpane, 3ajpxkaBa epukacHoct OjepoBor IPUCTYIIA y3 T€OMETPU]CKU KOH-
3UCTEHTHO OYyBalbe IUPKYJIAIije.

NmriiemMeHTHpaHu aaropuraM MoKa3ao ce POOyCHUM, e(DUKACHUM U ITOTOTHUM
3a MMpUMEHe Y padyHapCKOoj rpaduiin rje ce 3aXTeBa BUCOK CTEIEeH BU3YETHE Peasir-
CTUYHOCTH y3 OdyBambe pusmdke BepojiocTrojuoctu. llapasenusanuja npumenom
OpenMP nupektuBa, yBoheme aJJallTUBHUX BPEMEHCKHUX MOTKOPAaKa PajIu 3aJ10-
Bosbetba CFL yciioBa m onTUMH30BaHO YIpaB/halbe MEMOPHjOM O0O€30eIU/IN CY
cKaJIaDMJTHOCT KOJIa YaK U HAa MpexKaMma BHIlle pe3osyruje. KommaruduianocT ca
craggapaanm VIK n OBJ dopmaruma omoryhasa aupekTHO Kopuiheme cuMy-
JIAIIMOHMX TOJIaTaka y MocTojehuM ajaTuMa 3a BU3yeIu3alinjy U aHUMAIIn]y.

Ha ocnoBy mobmjeHmx pe3y/iTara MOXKE Ce 3aKJ/bYYUTH J1a KOBEKTODPCKA Me-
TOJIa TIPEJICTaB/ba NMPAKTUYAH aJIaT 338 PA3BOj EOMEWPUICKUL HYMEPUUKULT AATO-
putiama (eHr. geometric structure-preserving algorithms), Koju TpPeICTaBIbA]y
TPEHYTHO HAjCOMUCTUIIMPAHUJU TPUCTYI 3a cumynanujy duyuma. KosekTopcka
MeToJIa He caMo Jia edUKACHO pelraBa IPOOJEeM HyMepUUKe JIUCUIIAIje BPTJIO-
JKHOCTH, Beh W oTBapa IyT Ka pa3BOjy HOBHUX I'eHepallfja CUMYJaTopa KOju ce
TeMeJbe Ha IMPUHIUINMA JTU(EePEHIITjaTHe TeOMETPUje U TOIOJIOTH]e.

[Ipema caznamuma ayTopa, pa3dBujenu KO/ IPeJICTaB/ba IPBY UMILJIEMEHTAIIN]Y
KOBEKTOPCKE METOJIe 3a CUMYJAIjy CTpyjama (QJIynjia ca CJI0D0JHUM IMOBPIIH-
HaMma 3acHoBaHy Ha OjmepoBom mpuctymy. Bymyha mcrpakupBarma ce MOry ycMme-
PUTHU Ka TPOIIUPEY METOJEe HA BUCKO3HE U CTHUIL/BUBE (PJIyHIE, K& aJalTHBHOM
paduHUCaY MpexKe y OJM3UHU I'DAHUYHE IOBPIIIHE, KA0 U K& MMILJIEMEHTAII)!
Ha CIIEIUjaJIM30BAHOM Xap/IBepy 3a HHTEPAKTUBHE AIJIUKAIlAje Yy PeaJHOM Bpe-

MeHy.
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