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HacsioB mactep paga: IIpebpojaBaibe rpadudkunx HI30Ba

Pesume: I'paduuku nus je wepacryhn uus d = (dy, ds, . . ., d,,) 3a Koju nmocroju Hey-
cmepenn rpad G = (V, E) TakaB J1a je CKyII CTelIeHOBa HeroBux 1Boposa {dy, ds, . . .,

d,}. Tlocroje pasmumanT HAUYMHE Ja ce MPOBepH na Ju je Hu3 rpadudkn. [Ipema

TeopeMn XaBejia n Xakumuja, 3a n > 3, Hepacryhu uus d = (dy,ds, . .., d,) je rpa-
dbuakn ako u camo ako je uuz d' = (de—1,d3—1,...,dg, —1,dg, 11— 1,dg 12, .., dy)
rpaduuku. [Ipema teopemu Epperma u lamana, nepacryhn waus d = (dy, da, . . ., d,)

je rpaduUKKM aKO M CaMO aKo je CyMa HerOBHX ejIeMeHaTa IapHa M ako je HejeaHa-
koer YoF_ d; < k(k—1) + >y min{k, d;} Tauma 3a cpaxo k, 1 < k < n. Ha
OCHOBY TeopeMe XaBeJia 1 Xakumuja u treopeme Epera u ['ajana pasBujeHu cy pa-
3JIMYIUTH AJITOPUTME KOJUMAa ce IpoBepana Jia Jjin je Hu3 rpaduuku. [Ipedpojasame
rpauIKIX HU30Ba MOXKE Jla Ce ypaJd M3JIMCTaBareM CBUX HepacTyhux HU30Ba 1
IIPOBEPOM 3a CBaKW O HuX ga Jin je rpacduukn. OBakaB MOCTYIaK UMa €KCIIO-
HeHIujaJIHy cjoxkeHocT. Banr je 2019. mpejcraBuo ajroputam 3a pedbpojaBarbe
rpauIKIX HU30Ba KOjU He M3JmcTraBa cBe HepacTtyhe Huzose, Beh padyna 6poj rpa-
dpuakux HU30Ba KopuIiihemeM (popMyia U UMa IMOJUHOMU]AJHY CJI0KEHOCT. Y OBOM

pajly pa3MOTPEHU Cy U eKCIIEPUMEHTAJIHO yropeheHrn OBU aJI'OPUTMHU.

Kibyune peun: rpaduikn Hu3, rpadudka napTuimja, mpedpojaBarbe, TPOCTU I'pa-

doBu
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1. ¥YBox

I'pacdmukm Hu3 je HepacTyhm HU3 YHjU CY €JIEMEHTH CTEIEHU YBOPOBA HEKOT
rpada. ['pacduukn Hu30BU Cy 3HAYAJHU 3a CBe MPOOJIEME KOjU Ce MOI'Y MOJIe/IOBATH
rpacdoBuMa, a KO/l KOJUX je TO3HAT caMo OPoj UBOopoBa rpada U CTeleH CBaKOr YBOpa
y rpady. 3axBasbyjyhu ToMe Cy HAILIU W MPAKTUIHY IPUMEHY, HIIP. KOJI IPUKa3a
XEeMUjCKUX CTPYKTypa. Pazmuyanre cTpyKType UCTOT XEMU]CKOT jeUberba ITPeJICTa-
BJ/bajy paszjmuure rpadoBe Koju umajy ucru rpadudku wu3 [6]. 'paduuxn HuzoBu
KODHUCTEe Ce U 3a MOJIeJIOBarhe Mperka y 00/IacTi KOMYHUKAIHja, JIaHalla UCXPaHe 1
nperocusux 6osectu [11]. Takobhe nmajy nmpumeny u y cropry, HIp. Ko IpobaeMa
BE3aHMX 3a MojiesioBatbe Typaupa [10].

Y oneibky 1.1 nedpunncany cy OCHOBHU IOjMOBU KOJU Ce KOPHCTE Y OBOM DaJLy,
JIOK je y ojie/bKy 1.2 mojarrmen 1mpobsem rpedpojaBarma rpaudKuX HU30Ba U AT

aperJie oCTaJiux IIorJiaBJ/ba OBOI' pa/la.

1.1 OcHOBHH IIOjMOBHU

I'pad G = (V, E) je ypehenn nap ckynosa V u E Taka ja cy eJeMeHTH CKyIa
FE nmaposu enemenara us ckyma V. Ejementu ckyna V' HasuBajy ce YBOPOBH, 0K
ce eqeMeHTH ckyna I nasuBajy rpane. UBOpoBH ce BU3YEJHO IPEJCTAB/BAJY KAO
TadKe, a TpaHe Kao JIMHUje Koje 1MoBe3yjy uBopoBe. I'pad je ycmepen ykosmko je F
ckyn ypehenux naposa u3 V. Taja ce rpana u3 cKyma F npejicraB/ba Kao JIMHUja Ca
CTPEJIUIIOM O] YBOPa KOjU je IIPBU €JIeMEHT Iapa J0 YBOpa KOjU je JIPYT'd eJIeMEeHT
napa. Y CympoTHOM, Kaja je E ckymn meypehennx maposa u3 V', rpad je neycmepem,
a rpaHe ce IPeJCTaB/bajy Kao OOWYHe JIMHHUje. Y OBOM paJjy pa3MaTpajy ce camo
HeycMepeHu rpadoBu.

YBopoBu = u y HEKOr Tpada Cy CyCeJHU YKOJUKO TpaHa {x,y} npunajga Tom
rpady. Kaxe ce na rpana {x,y} nosesyje usop x u usop y. ['pana je cycenna

YBOPY YKOJIMKO IOBE3yje Taj 4Bop ca HeKuM jpyrum. Tako je rpana {x,y} cycenna



I'JIABA 1. YBO/[

Cmuka 1.1: IIpumep npocror rpada

gBopy = u uBopy y. Cremen usopa v kKoju npunaja rpaby G = (V) E) jennax je
Opojy rpana u3 E Koje cy cycejiHe ca v.

I'pad je nosezan axo o1 cBakor uBopa rpada Moxke jga ce rpaHama Jjiohe j10 6uio
KOr' JIpyror uBopa rpada. l3o/i0Banm 9YBOPOBU Cy YBOPOBU KOjU HUCY MOBE3AHU Ca
ocTaTKoOM rpada, oJiHocHO 4BopoBH umju je creren jegnak 0. Ilerma y rpady je
rpaHa Koja IoBe3yje UBOp ca camuM coboM. ['pad je mpoct yKOJIMKO He Cajp:Ku
netsbe. Ha ciaunum 1.1 mpukazan je mpocT HeycMepeH rpad U Ha CBAKOM YBOPY

O3HAYEH je CTelleH TOr YBopa. Buiie o rpadoBuMa MOXKe ce MIPOInTaT y Kibu3n [3].

Cnuka 1.2: I'pad koju je peanmsanuja rpaduakor ausa {4, 3,3,2,2, 2}

'pacdmukm HU3 je HU3 YMjU €JIEMEHTH OJI'0Bapajy CTEleHuMa YBOPOBa HEKOT
rpada u nopehanu cy y mepactyhu wuz. dpyrum peanma, vusz d = (dy,da, . .., d,)
je rpaduuky HU3 aKO BaxKu dy > dy > ... > d, u nocroju rpad G = (V, E) takas j1a
je CKyII crerneHoBa heroBux 4BopoBa {di, ds, ..., d,}. Y ToM ciydajy Kaxe ce Ja je
rpad G peanuszaruja rpaduakor #usa d = (dy,ds, . .. ,d,). Ha caumu 1.2 npukasan
je rpad koju je peanmsarmja rpacdudkor Husa {4, 3,3,2,2,2}.

[Taprumuja mo3uTUBHOr 1IeJI0T OPOja N je HU3 MO3UTUBHUX IEJIUX OpojeBa
(7r1, T, ... ,m) TaKaB JIa BaXKU T > My > ... > T U T +me+...+m = n. Ha npumep,
6poj 4 nma b pazmmaurux naprunuja u To cy: (1,1,1,1),(2,1,1),(2,2),(3,1), (4).
[Maprunuja m = (7w, T, ..., ) je TpaduIKa HapTUNja YKOJIUKO je (71, o, . .., )

rpadgpuaku HU3.
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1) @

Ciuka 1.3: /Ia pasnmuanta rpada uuju je rpadbuuku vu3 {3, 3, 2, 2, 1, 1}

Ipad Gy = (W1, E1) utpad Gy = (Va, Es) cy nsomopdHuu ako moctoju (yHKImja
f Vi — V5 koja je Oumjekimja m BakKu Ja cy JBa 4dBopa u n w u3 rpada G
cycemHa ako u camo ako cy f(u) m f(w) cycemun y rpady Go. 3a garm rpad
G = (V, E) nocroju tauno jenan rpacduakn #us. Melyrnm, 3a jenan rpadbuakn wHus
MO2Ke TIOCTOjaTu BUIlle Hen3oMopdHux rpadosa Koju My ojaroapajy. Ha ciaumm 1.3

IpuKasana cy JiBa rpada Koja HUCY H30MOpMdHA, a Yiju ¢y IpadUIKi HU30BH UCTU.

1.2 IIpobaem mpebpojaBama rpadpudknx HI30Ba

Huje cBakn nu3 rpaduuku. [IpedbpojaBame rpaduvyknx HA30Ba je MpoOIEM U3-
padyHaBama KOJIMKO PA3/JUIUTHX I'padUIKnX HI30Ba MOCTOjU 3a ojipeheHo n, rjie n
IpeJicTaB/ba JIy?KUHY HEU3a, OJHOCHO Opoj uBOpoBa ojroapajyher rpada. ¥ oBoM
pajy padMarpa ce mpebpojaBarbe IpaUUKNX HU30Ba CBUX ITPOCTUX HEYCMEPEHUX
rpadoBa, Kao u npebpojaBame rpadUIKIX HIU30Ba caMo I'padoBa 6e3 M30JI0BAHIX
YBOPOBa U MTOBE3aHUX rpadosa.

Hwusz ne moxke ja Oyjie rpaduvdkid YKOJIUKO CaJPKU €JIEMEHT 4YHja je BPETHOCT
Beha wm jegHaka oJ JIy:KWHE HU3a 7, jep He IMOCTOjU IPOCT rpad ca cTermeHoM
yBopa Behnm o7 6poja octaiux aBoposa y rpady. 30up cBUX ejieMenaTa rpaduakor
HI3a jeJIHaK je JIBOCTPYKOM OPOjy rpaHa meMy ojiroBapajyher rpada u crora je yBeK
napaH. 300r Tora, jia Ou Hu3 610 rpaduuKkn, 30Up HErOBUX eJieMeHaTa Mopa Ja Oyie
napas 0poj. YcJioB Ja ejleMeHTH HI3a HCY Behu o1 n—1 1 yC/IoB jia cyMa ejieMeHaTa
Oy/ie mapaH Opoj HUCY JIOBOJbHE YCJIOBU Jia HU3 Oyje rpaduaku. Ha npumep, cyma
esemenata Hu3a (3,3,1, 1) je mapHa U CBAKH HEIOB €JIEMEHT UMa BPEJIHOCT MAakby O]
4, a Taj HU3 HUje TPAhDUIKH.

[ToznaTu cy pasjauauT ycjJIoBH Koju 06e30ehyjy ma nus Oyie rpacdudku. 1Ipsu

oBakaBp ycioB nedunncao je Xasen [7| (Havel, 1955.), a uesaBucuo on mwera u Xa-



I'JIABA 1. YBO/[

kumu [6] (Hakimi, 1962.). Epgem (Erdés) u Tamawm (Gallai) cy 1960. mamwm jorn
jean 3HauajaH yciaoB ga a3 O6ye rpaduuakn [5|. Cupkema (Sierksma) u Xoyreseju
(Hoogeveen) [13] cy sokasaiu cejiaM pa3jMauTiX ycJaoBa Ja Hus Oyue rpadudku, a
jour jeman ycsios jokaszao je Hem-Bunjamce (Nash-Williams). YV nornasmpumva 2 u 3
omnucaH je ycjaoB Xasesa n Xakumuja u ycjiaoB Epjenra u [anana, Kao n aJaropurMu
3a TPOBEpY Jia JIM je Hu3 rpadpuykyd 3aCHOBAHU Ha THM yCIOBUMA. Y IOIJIaBJbY
4 onmcaHo je mpebpojaBare rpadudkux HE30Ba 3acHoBaHo Ha Herr-BuimjamcoBom
YCJIOBY, JIOK Cy Y IIOIJIaB/by D IPHKa3aHe IIPOrpaMCcKe peau3aluje aJropurama u

PEe3YITATU HBUXOBOT yIopehuBama.



2. YcjoB XaBeJja U XakKnMuja

Xasen 1955. [7], a mezaBucuo ox wera u Xakumu 1962. [6] o6jaBuu cy yeiaos
KOju je morpebaH u JoBOJbaH ja Hu3 Oyae rpadudaku. OBaj ycios je y pasay 9]

dopmynucan na ciaegehn nadum:

Teopema 1.1 3a n > 3, nepacmyhu nwuz d = (dy,ds, ..., d,) je epaduuru axo u

camo axo je nuz d' = (dy —1,ds—1,...,dg, —1,dg, 11— 1,dg 12, ..., d,) epaduuru.

Hoka3z. Jlokas ce cacroju u3 JBa Jeja: JoKasa Jja Kaja je uu3 d rpadudku 1o

HOBJIAYN Jia je U Hu3 d rpadudKu U OOPHYTOr CMEPA.

1. cmep: ako je d’ rpadpuukn HU3 OHJA je d rpaduIKu HU3:

Heka je rpad G’ peammsannmja rpacduukor nusa d’'. Kana ce y rpad G’ noma nosu
YBOP U IIOBEXKe ca di YBOPOBa umuju cy crenenn dy — 1,ds — 1,...,dg,+1 — 1 nobuja
ce rpad G umju cy crernenn aBopoBa dy, ds, ..., d,. I'pad G je peammsamnmja au3a d,

na je Hu3 d rpauyKu.

2. cmep: ako je d rpaduuku HE3 oHJA je d' rpaduduKku Hu3:

Heka je rpad G peanmmzanmja rpadwdkor Hu3a d U HEKa je HeroB UBOP CTeleHa

dy o3HaYEH ca S, YBOPOBU UHjU je cTeneH do, ds, . .., dg, O3Ha4YeHU ca t1,t9,...,t4 a
OCTaJI YBOPOBU O3HAYEHU CA& V1, V3, ..., Un_q,. PA3IUKY]Y Ce JBa CIy4aja.
e YV IIPBOM CJIy4ajy, YBOP S je IMOBe3aH ca YBOPOBUMA i1, to, ..., 14, . YKIamameM

9BOPa S U IerOBUX I'paHa j100uja ce rpad 9uju cy crereHu upopona do — 1, d3 —

1,...,dg, — 1. Takas rpad je peanusanuja ausa d’, na je au3 d’ rpadudk.

e YV JIpyrom, OJHOCHO CYIPOTHOM CJIy4ajy, IBOP § HHje IOBe3aH ca HEKUM O/l
YBOpOBA 11, g, ..., tq . 1loKazyje ce 1a oBakas rpad MoxKe j1a ce U3MEHH TaKO
Jla CTENEeHN CBUX YBOPOBA OCTaHy UCTH, & IBOP S Oy/e IMoBe3aH ca YBOPOBUMA
t1,t2,...,tq, Ka0o y mpBoM ciay4ajy. llomro je cremen uBopa s jemHak di u
S HHUJje IIOBe3aH ca CBaKUM of ti1,l9,...,%4, OHJIA je S IIOBe3aH Ca HEKUM Of

4BOpOBa v;. Heka 4BOp t; KOju HUje MOBe3aH ca S HOCU O3HAKY t, & UBOP v;

5
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KOju je moBe3aH ca s o3HaKy v. I[lomro je crenen OMIo KOr 4Bopa v; Marmbu WIN
jeHAK oJ1 cTeleHa OMJIO KOI' YBOpa t;, OHJA je W CTeleH YBOpa ¥ MambW WU
jeHak oJ1 crernieHa 9Bopa t. YKOJIMKO je CTelleH YBOpa v jeJHaK CTeIeHy IBOpa
t, JIOBOJbHO je Jia ce 3aMeHe O3HaKe YBOPOBa v U t u jiodbuja ce rpad riie je s
IoBe3aH ca CBUM 1;. YKOJMKO je CTElleH YBOpa v MaibW OJI CTeleHa YBopa i,
OHJIa TIOCTOJU YBOP W KOjU je IOBe3aH ca t, a HUje IMOBe3aH ca v. Y KIabalbeM
rpana (s,v) u (t,w) u gomasamwem rpata (s,t) u (v, w) gobuja ce HOBU Tpad,
Koju je Takohe peasuzaruja rpadguakor Hu3a d, a KoJ Kojer je § moBe3aH ca t.
VYKOJIMKO YBOP S HUje TIOBE3aH Ca BUIIE 01 jeTHOT OJ] YBOpOBa U3 Hu3a tq, ta, . . .,
ld4,, OHJIA je TIOBE3aH Ca MCTO TOJIMKO YBOPOBA M3 HU3A Ui, Vg,...,Un—q, U 38
CBaKMU OJ HEIOBE3aHWX t; IBOPOBa MOXKE JIa Ce M3BPIINU 3aMeHa I'DaHa, Kao W
y clIydajy KaJia je camo jeJlaH 9BOp t; HelloBe3aH ca s. Tako ce jpobuja rpad

KOJI KOjer Cy CBU YBOPOBHU t; IMOBE3AHU C& IBOPOM S, a UMju je rpaduyku Hu3

d [18]. O

Chauka 2.1: 3ameHa rpaHa KoJ J0Ka3a TeopeMe XaBeja 1 XaKuMEja

ITpumep 1. Ha ciumu 2.1 jieBo npuKasaH je npuMep JApyror ciaydaja Ha rpady
Koju je peanmmsanuja rpadudror nusa (5,4,3,3,2,2,2,1). lpeenom 6ojom o3HaueHe
cy rpare (s,v) u (t,w). Ha gecnoj counum npukasan je rpad HAKOH 3aMeHe I'DaHa.

[LraBom 60jom o3Hauene cy rpaue (s,t) u (v, w).

2.1 Aunropuram XaBeya 1 XaKNUMHIja

Jlokazana TeopeMa je OCHOBa 3a PEKYyP3UBHH aJI'OPUTaM KOjUM ce IIPOBepaBa
Jla i je Hu3 rpadudku. AJIropuTaM ce MOXKe ommcaTh u KogoMm Ajmropuram 1. YV
CBaKOM KOPaKy ce U3 Hu3a yKJarma HajBehu ejgemeHnT dq, mocse dera ce dy Hajpehux
[IPEOCTAINX YIAHOBA HU3a CMabyjy 3a 1. YKOJMKO O/y3UMalbeM HacTaHe HeraTH-

BaH OpOj WM YKOJUKO y HU3Y UMa Maibe eJleMeHaTa O]l BPEJIHOCTU di, HU3 Huje

6
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rpadpudku. YKOJIUKO ce jobhe JI0 Hu3a KOju CaJIP:KKU caMo HyJse, HU3 je TPauyKi.
Hus ce y cBakoM Kopaky copTupa Kako Ou Ha Io4YeTKy Hu3a Ouin HajBehu eemeHTH
0J1 Kojux ce ojy3uMa. JlykuHa HI3a je y IPBOM KOPaKy jeJiHaKa 1, a y CBAKOM CJiee-
heMm Kopaky je Marba 3a 110 jeJaH. Y CBAKOM KOPaKy ce BPIIU COPUTPaIbe HU3a, Te je

crozkenoct anropurma O (D), klog k) mro mozxe na ce orparmyan u ca O(n?logn).

ITpumep 2. ITpumep 3.
4 3 2 2 2 1 3311
2 1 1 1 1 coprupame 2 0 0 coprupame
21111 2 00
0 0 1 1 coprupame -1 -1 uu3 Huje rpaduarn
1100
0 0 0 O wuwus je rpadpuaku

Anroputam 1 Anropuram Xasena n Xakumuja
Vaaz: vusz d = (dy, ds, ..., d,)
N3zna3z: True ykosnuko je nus d rpadudku, y cynpornoM False

1. while True:

2 if mocroju d; < 0 then:

3 return False;

4. copTupaj Hu3 d y Hepactyhem HopeTKy;

5. if d; == 0 then:

6 return True;

7 Jojiesin dy TPOMEH/bUBO] k U yKJIoHU di U3 Husa d;
8 if k > nyxwune Huza d then:

9 return False;

10. ojy3Mu 1 oj MpBUX k ejemMeHaTa Hu3a d;

V3 Majle u3MeHe OBaj aJroOpUTaM MOXKe YCIYT Ja KOHCTpyullne rpad Koju o/-
ropapa HU3Y yKOJUKO je Hu3 rpadudaku. CBakd eIeMeHT MOYeTHOr HU3a 0JIroBapa
jeJTHOM YBOPY U IMOTPEOHO je CBAKOM €JIEMEHTY HHU3a JIOJICJTUTU O3HAKY jeJTHOT YBOPa
Kako OM ce 3HAJIO Ha KOjU YBOP Ce KOjU eJIeMEeHT OJIHOCH HAKOH copTuparma. KaJ
roJi ce OJ eJeMeHTa ojiy3uMa 1, y CKyl I'paHa ce Jiojaje rpana u3mehy yBopa Koju
je y TOM KOpakKy YKJOHEH U YBOpa KOjU O/IroBapa eJIeMEHTY OJ] Kojer' ce o/1y3eso 1.

Vzmemenn ajropuraM MOXKe Jia Ce OIUIIe W KOJOM AJropuram 2.



I'JIABA 2. YCJIOB XABEJIA U XAKUMHWJA

Anropuram 2 Anropuram Xasena n XaKnM#ja ca KOHCTPYKIITjoM rpada

Yaas: wusz d = (dy, ds, ..., dy)

Naznaz: G = (V, F) - I'pad koju je peasmzanuja ausa d yKoImKoO je Hu3 d rpadutky,
False - ykosimko au3 d nuje rpadpuaku

1. Tpancdopmuu vu3 d 'y vu3 naposa ((dq, 1), (d2,2),. .., (d,,n));
2. E:={};

3. V:={1,2,...,n};

4. while True:

D. if mocroju Heku map rie je npeu enement d; < 0 then:

6 return False;

7 copTupaj napose Huza d onajajyhe Ha OCHOBY NPBUX ejleMeHaTa apoBa;
8 (k,v) := upBu map y Husy;

9. if £k == 0 then:

10. return (V, E);

11. if k& > nyxwuna Huza d then:

12. return False;

13. for i :=1 to k:

14. oxy3Mu 1 oj IpBOT eJieMeHTa ¢-TOTI' apa Hu3a d;
15. U 1= JIDYTH €JIEMEHT ¢-TOr' apa Huza d;

16. nonaj (v,u) y ckyn rpana G;

3a eeMeHT KOju ce yKJamha W3 Hu3a HUje HeOolXoJHo m3abparu najsehu esie-
MenT. Teopema 1.1 Baxku 1 KaJjia ce 3a eJIeMEHT KOjU ce YKJIaiba n3adepe OMIo Koju
eJIeMEHT W3 HU3a, BAXKHO je caMo Jia Ce O] IPEOCTAINX ejieMeHaTa oupajy najsehn
3a cmamuBame. Xopsar (Horvat) m Moyac (Modes) y cBom pagy [8] dopmyiturry

TeopeMy XaBesa 1 XakuMmuja 0e3 ycyoBa jia ejeMeHT dy Oyze Hajsehu.

Teopema 1.2. Hexa je nuz d = (dy,ds, ..., d,) maxas da easrcu dy > dz > ... >
d,,. Hus d je epaduuru axo u camo axo je nus d' = (do—1,ds—1,...,dg, —1,dg, 11—

1,dag 42y .., dy epaduvru.

Hokaz Teopeme 1.1 Baxku u 3a Teopemy 1.2 jep ce y JloKa3y HUT/E HE KOPUCTH
qubeHUIA Ja je efeMenT dy Hajsehu ejement uuza. Y pay [4] asropuram Xasesa
n XaknMuja je BU3yeJIHO IIPUKa3aH TaKoO IITO Ce 3a CBAKU eJIEMEHT HHU3a HAIPTa 110
jesaH YBOp U3 KOTa M3J1a31 OHOJIMKO I'PAHa KOJIMKO OJI'OBApPa TOM €JIEMEHTY. 3aTHM
ce y CBAaKOM KOpaKy OWpa jeJlaH YBOD M CBe H-ErOBE I'DaHe Ce CIlajajy ca IpaHama
[IPEOCTAJINX YBOPOBA, IIPH YeMy Ce OJ] IPEeOCTAJUX YBOpPOBa OMpajy OHU ca HajBe-
hum 6pojem citoboamux rpana. Ca cBAKUM KOPAKOM CMarbyje ce Opoj HeyKJbYIeHUX

rpaHa. YKOJUKO TI0C/Ie 00pajie TOC/IE/IIel YBOpa MOCTOjeé HeyKJbydeHe IpaHe, HU3



I'JIABA 2. YCJIOB XABEJIA U XAKUMHWJA

Huje rpadpudKu.

MA AT
!

! AR

Cruka 2.2: Ayropuram Xapesia u XakuMmuja

ITpumep 4. Ha caunum 2.2 y mpBoM pejiy je IpUKa3aHO IMOYETHO CTaibe 3a IrpaduIKn
Hu3 {3,2,2,1}, e je 3a cBaku ejleMeHT rpadUIKOr HU3a HAIPTAH 10 jelaH IBOD
ca oaroeapajyhum OpojeM HemoBe3aHUX IpaHa. 3aTUM ce y APyroM pemy obpabyje
jean 9Bop (JApYyru MO pejy Ha Caunu 2.2) U Herobe rpaHe ce MOBe3yjy ca rpaHama
IIpBa JIBa O] lipeocTamxX 9BopoBa. [loBe3ane rpane n obpalheru 4Bop ce 3aHEMapy]y
y HacTaBKy aiaropurma (Tpehin pen ciuke 2.2).

Y pajy [9] npencrasben je aaropuram Xasesa u XakuMuja ca HPOBEPOM Hap-
HOCTU KOjU TIPEJICTaB/ba MaJy M3MEHY OCHOBHOT aJropuTMa XaBejga U XaKUMHja.
Nszmena anropurma ce cacToju y TOMe IITO ce TPBO IPOBEPHU Ja JIM je cyMa HU3a
IapHa, I1a TeK OHJa ypaJu ajropuraM Xapesjaa u XakuMmuja. OBa mIpoBepa OMOry-
haBa ja ce 3a HH30Be 4YHje cyMe HHCY IapHe Beh y IMpPBOM KOpaky BUJIN Jla HUCY

rpacduaku. Kao u KoJi OpurnHaJIHOT aJropuT™Ma Xapejia 1 XaKuMUja, CJI0KEHOCT je
O(n?logn).

2.2 I3mena ajroputrma pagmn J00Hjarba IIOBE3aHOT
rpada

Anropuram Xagpesa 1 XakuMuja ca KOHCTPYKIIMJOM IIOHEKA [ Kao pPe3ysTar Jaje
rpad Koju Huje 1MoBe3aH, MaKo je Moryhe oj JaTor rpadudkor Hu3a KOHCTPYUCATH

u nosesanu rpad. Xopsar u Moyuc [8] majy masno usmemen ajaropuram Xasesa n



I'JIABA 2. YCJIOB XABEJIA U XAKUMHWJA

XaknMuja, KOju Kao pe3y/aTaT yBeK Jiaje moBe3aH rpad YKOJIUKO je Omyio moryhe
KOHCTPYHUCATHU TOBe3aH rpad oJi garor rpadudkor Huza. V3mena ajaropurMma je y
TOME IIITO Ce Y CBAKOM KOPAaKy 3a YBOD KOju Tpeba Jia ce YKJIOHU U3 HU3a OUpa IBOp
KOju MMa HajMarbu Opoj npeoctayux rpana. /la 6u ce jloka3ajio jja 0BaKO U3MEHEHU
ajiroputaM yBeK Bpaha moBe3an rpad 3a rpaduydkd HU3 KOjH je TMOTEHIIN]aJTHO I10-
Be3aH, MOKa3yje ce Jia ce OBUM AJITOPUTMOM U3 CKyIa YBOPOBa KOjU MMa]jy CcJI000HE
rpaHe y CBAKOM KOpaKy OJy3WMa HajBUIIE jejlaH 9Bop. V3yszerak je mocyeamn Ko-
pak KaJia Hu3 nocrae (1, 1) u taja ce y jeTHOM KOPaky JBa MOCJIe/Eba 9BOpa CMAatbhe
1o crerrera 0. Y 0OpHYTOM cMepy OBaj IOCTYIIAK IIOBE3Yyje jeJaH II0 jelaH YBOp ca
Beh moctojehum rpadom, Te He MoxKe Jia HanpaBu Hernoe3aH rpad. Ilomro ce 3a
yKJIamame YBEeK Oupa YBOp HajMarber CTeleHa, YBOPOBU Ca KOJUM Ce OH IIOBe3Yyje
nmajy Behm mim jeiHaK cTeneH oJ mera W o1 muxX ce oxysuma 1. [lakie, ocraym
YBOPOBU MOT'Y J1a Oy/Iy YKJIOEHH CaMO KaJla UM je CTelleH 1, a Taja je U YBOp KOju ce
yVKJama cTereHa 1 jep je OH HajMamu. Y TOM CJIydajy HU3 je CAaulibeH 01 jeTMHUIIA.
Usyses Huza (1, 1), Hu30BU Koju ce cacroje O/l je/IMHUIA He MOTY Jia Ce PEeaTn3yjy
noBezanuM rpacdom. Jlakie, 3a HI30Be KOju MOTY Jia ce peain3yjy MOBEe3aHUM I'Da-
oM anropuraM yKJiama HajBUIIE jeJlaH YBOP y CBAKOM Kopaky. ¥ paiy [8] mar je
n dopMaHu JI0Ka3 TBphema Jia YKOJUKO IOCTOjU MoBe3aH rpad Koju je peans3a-
[1ja YJIa3HOT HU3a U YKOJIMKO CE Y CBAKOM KOPaKy yKJamha HajMarmbU eJIeMeHT Hu3a,

pesyJsiTar ajaropuT™a he OuTH 1mosesaH rpad.

10



3. YcaoB Epaenia n l'amgana

Epnemt n Fanman cy 1960. objaBunm ciresiehe TBpheme:

Teopema 2. Hepacmyhu nus d = (dy,ds, ..., d,) je epaguyuru ako u camo axo je

CYMa re206UT EAEMEHATA NAPHA U HU3 30400606060 Yycnoes:

n

D di <k(k—1)+ ) min{k d;} (1)

i=k+1
sa cee k: 1 <k<n-—1]15|.

Hokaz. Jlokas ce cacroju u3 jiBa jieja: jJoKa3a Jila YKOJUKO je Hu3 rpadpudku oHIa
3a 1 < k <n—1Baxku ycioB (1) u oO6payTOr CMepa, OJIHOCHO JOKa3a Ja YKOJUKO
je 3a meku Hu3 yciaos (1) ucnymen 3a 1 < k < n — 1 u cyma Heropux ejgemMeHara
je mapua, Taj nus je rpacduukn. pyru cmep je KOMILUIMKOBaHUje JTOKA3aTH O] IIp-
BOI' U O0jaB/bEHO je BUIe pa3jnauTux perrema |2, 14, 4]. VY HacraBky je onucan
JIoKa3 KoHcrpykimjoM, Koju ¢y 2010. objasuin Tpunarxu (Tripathi), Beryronanan
(Venugopalan) u Becr (West) [15].

1. cmep: ako je Hu3 d rpaduuku oxja Baxku ycios (1) 3a 1 <k <n — 1:

Heka je rpad G peanusanuja rpaduakor ausa d = (dy, ds, . .. ,d,) . JleBa cTpana
HejeIHAKOCTH OJHOCHO ycioBa (1) je m3pas Zle d; Koju mpescTaB/ba CyMy IPBUX
k aBopoBa HajBehux crernena. ['pane Koje Ta cyma cajpxKu MOT'Y Jia ce pa3jiBoje
y n1Ba ckyna. [IpBu ckyn cajp:ku rpane Koje Ha oba Kpaja MMajy HEKH OJI IPBUX
k asopoBa. CBakm o mpBHUX k YBOpPOBa MOXKe Ja WMa HajBuine k — 1 rpaHa Ka
[IPeOCTa UM YBOPOBUMA U3 TPyIe NMPBUX Kk YIBOPOBA, T€ je JIOMPUHOC IpaHa IIPBOT
CKyTIa CyMHE CTelleHOBa IPBUX k 1uBopoBa Hajsuiie k(k—1), a 6poj rpana mpBor CKyma
najsuiie k(k — 1)/2. Jlpyru ckyn cajpKu rpaHe Koje Ha jeJJHOM Kpajy uMajy HeKd
o/l IpBUX k YBOPOBa, a Ha JIPYTOM KpPajy HEKH O] IPEeOCTaJINX IBOpOBa. UBOp v;
KOjU HHUje jeJlaH o/ MPBHUX k IBOpOBa MOKe nMmaTh Hajsuiie min{k, d;} rpana koje ra

MOBE3Y]Y ca MPBUX k YBOPOBA, I1a €0 CKYIl YBOPOBa UMjU je MHJEKC Behu oJ1 k MoxKe
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Ja uma Hajsumre y . min{k, d;} rpana ka npsux k usoposa. Jakie, 1pyru cKym
canpxu Hajsumte » ., min{k, d;} rpana. Ha eBoj cTpanu HejeqHaKoCTH je cyMa
CTelleHoBa MPBUX k uBopoBa. Ha JiecHOj cTpanu HejeIHAKOCTH je TOPHha IPAHUIA 38
OBy CyMy: 30Up JIBOCTPYKE BPEJHOCTH MaKCHUMAJIHOI Opoja rpaHa m3melhy mpBux k
YBOPOBA U BPEJIHOCTH MAKCHUMAJIHOI Opoja IpaHa IPBUX k YBOPOBA Ca IMPEOCTAIIM
ypopoBuMa. Kako je cyma cTeleHoBa IPBUX Ak YBOPOBa YBEK Marba WM JeIHAKA O

HaBeJleHe TOpibe Ipanulle, HejeaHakoct (1) Baxku 3a ce unjekce k, 1 <k <n—1.

2. cmep: ako Baxku yciaoB 3a 1 < k < n — 1 u cyma Hu3a je apHa OHJIa je Hu3 d
rpaduyakm:

[Ipermocrassba ce ma Baxku yciaos (1) 3a 1 < k < n—1u ga je cyma Hu3a mapHa.
Y rpad Koju caJp:KM N IBOPOBA W HUjEJIHY T'PaHy MTEPATUBHO Ce JI0JIajy TI'paHe
JIOK ce He jiohe j10 rpada Koju je peanuszanuja Huza. ['padoBu Koju HacTajy OBUM
UTepaTUBHUM IIPOIECOM Ha3uBajy ce mojpeasusarnuje. Jlakie, 3a nHepacryhu Hu3
(dy,ds, . ..,d,) nogpeanusanuja je rpad Koju caJp:Ku IBOPOBE Uy, Vg, . . . , Uy TAKO 1A
je 3a cBaKo ¢ CTelleH YBOpa v; Matbu Win jefHak of d;. 3a uu3 (di,ds, ..., d,) duja
je cyMa mapHa, peajm3alidja ce JI00Mja UTepaTUBHUM MEIharbeM IIoJIpeasin3aliije.
[Touerna mompeann3alyja ¥Ma n IBOPOBA U HEMa HUJEJIHY I'DAHY.

Kputuanu unjeke r y nojpeajm3aiuju je HajBehn WHJIEKC 3a KOJU BaxKU Ja je
d(v;) =d;3ace 1l <i<r. Horoxjer < n, npaBu ce HOBa IOpean3aIuja Ko Koje
CTEIIeHN YBOpOBa ca MHIEKCOM < T 0cTajy HUCTH, a pasiuke d; — d(v;) Ko IBOpoBa
UHJIEKca > 1 ce cMaibyjy. Kaja r mocturae n + 1 mojapeasnusalyja je pean3alimja
uuza (dy,ds, .. .,d,) u nporec je 3aBpIIeH.

Ha mouerky je r = 1, ocum axo je uus (dy,ds, ..., d,) cauumen oj| Hyja, y KOM
CJIydajy je TpoIlec 3aBpIleH. Y TOKY opMuparma HOBe Hojpeajin3aliyje Moryhe je
HEKOJINKO Pa3IUIUTUX CIydajeBa, IPU 9eMy CBaK! CIydaj MopasyMeBa Ja HUje aH

O/, IPETXOHNUX HUje UCIYIHEH:

o Cayuaj 0
[Tocroju uBop v; KOjU HEje MOBE3aH ca v, Takas Ja je d(v;) < d;. Y Tom ciydajy

Tpebda JI0AaTH TPaHy vU; > U,.

o Cayuaj 1
[TocToju ¥BOp KOjM HUje TTOBE3aH Ca v, AJM IHerOB MHJEKC je Marbu OJT I, Ol
HOCHO 3a mera Baxu d; = d(v;). Ilomro je d; = d(v;) > d, > d(v,) mocroju
YBOD U KOjU je IMOBe3aH ca v; a Huje ToBe3aH ca v,. Ako je pasimka d, u d(v,.)

HajMmame 2, oHjia Tpana {u, v;} MoXkKe Jia ce YKJIOHH, a Jia ce JIOJIajy JiBe HOBe
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rpane: {u,v,} u {v;, v, }. YKOJIHKO je pas/mKa Mamba 0] 2, OTHOCHO jeHaKa 1,
OH/Ia TIOCTOjH jOII jeJIaH YBOP, Vg, UMjU je CTeleH Mambu oJ1 d; jep je pa3juka
0J1 cyMa cTereHa Takohe mapHa jep cy cyme naphe. UBop v, mma uHIeKC k
Behu oy r. Ciydaj 0 HEje HCIIYHEH, TAKO Jia MOCTOjU I'paHa Koja IOBe3yje v,
u vy. 3amenoM rpasa {v,, v} u {v;, u} rpanama {v,,v;} i {v., u} mosehana ce

CTeIICH YBOpa vU,, & CTEIICHU YBOPOBa Ca MalbUM HMHIECKCOM OCTajy HNCTHU.

e Cayuaj 2
[TomTo HUCY UCHYHEHN NPETXOJIHU CJIyYajeBH, U, je IMOBE3aH Ca CBUM YBODPO-
BUMa YUjU je UHJIEKC MambU O I' U ca CBUM v; KOJ| Kojux je d(v;) < d;. Y oBoM
cJIydajy MOCTOjU HEKO Uy, 3a k > 1 1ako na d(vg) # min(r,dg). Cuaygaj 0 me
Baxku, IIa je v, 1oBe3aH ca vg. llomTo je crenen uBopa v, Mamu OJ CTEICHA
9BOpAa U, IOCTOJU YBOP v; KOJU je TIOBE3aH Ca v, & HUje MOBE3aH Ca VU U UMa
unjieke Mamu oj 1. [lomTo v; mma Behu crenen oj v,., IOCTOJU IBOP U KOjU je

[OBE3aH ca v; a HUje moBe3aH ca v,. I'pana {v;, u} Mema ce rpanama {v,, u} u
{vi, v}

o Cayuaj 3
[TomTo HUCY MCIyHEeHN TPETXO/IHN CJIyYajeBH, U, je MOBe3aH ca CBUM YBOPO-
BUMa YHUjH je WHJEKC MAambU OJ T U 3a CBE U KOJI KOjUX je k > r BaxKu Ja je
d(v) = min(r,dg). Ilocroje uBopoBH v;, v; UUjU Cy UHJEKCH MAIbH OJ T, a
KOju HuCy noBe3aHu. Ta jiBa 4Bopa Cy IOBe3aHa ca v, jep He BaxKW cjydaj 1.
[TommTo je cremen Tux YBOpoBa Behu O 7, MOCTOJU YBOP U KOJHU je TIOBE3aH Ca
v;, & HHje [MOBe3al ca v, U IOCTOJU YBOD W KOjU je moBesaH ca v; (Moryhe je
Jla je U MCTH YBOP KAao M w). UBOPOBM u M W HUCY MOBE3aHU Ca U, a HUje
UCIyFeH CIydaj 1, a ¢y BUXOBHU WHJIEKCH CUTYPHO Behu OJ1 7, OJHOCHO TO Cy
4BopoBHU KOju jomr ysek Hucy obpabenn. I'pame {u,v;} u {w,v;} ce memajy

rpanama {u, v, } u {v;, v;}.

AKO HHCY HMCIIYI-CHH YCJIOBH HE 32 jeJIlaH OJ] OBUX CJIydajeBa, OHJA Cy IBOPOBU
V1, Vg, . . ., U CBU MeDyCOGHO II0BE3aHN 1 3 CBAKH O] YBOPOBA Uyt 1, Up 12, - - - , Uy, BAXKH
1a je d(v;) = min(r,d;). Ilo ycmoBy (1) cyma cremeHoBa 9YBOPOBa V1, Vs, ...,V j€
Marba, WM jefHaKa of peauocta r(r — 1)+ > " min{r,d;}. Tlomro je oBa cyma
Beh jlocTursia cBOjy rOpEsY IDaHUIL, T HUje KPUTHYHU MHJEKC, CYIPOTHO HPETIOo-

CTaBIIU.

4

ITpumep 5. Ha coumu 3.1 npukazan je mpuMep IPBOI cMepa IPETXO/IHOT J0Ka3a.
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['pad va cauny je peanmsaruja nusa {6, 5,4, 4,3,2,2,2}. 3a k = 5, 4BopoBH ca Haj-
BehuM cremermMma cy obesieXKeHN CHBOM, & IIPEOCTaIn IBOpoBH Oejtom 60jom. 36up
CTeIleHOBa IPBUX O YBOPOBa je 22, MITO IpeJcTaB/ba JIEBY CTpaHy HeEjeTHAKOCTH

yesoBa. Jlecna crpana usnocu k(k — 1) + 2 4+ 2 + 2 = 26, Te je ycJioB UCIyIbeH 3a
k= 5.

Cmuka 3.1: I'pad ca obeserkennx nmpBux H 9BOpoBa HajBeher crereHna

IIpumep 6. Ha ciumu 3.2 npukasan je ciy4daj 0 u3 jgpyror cmepa MnpeTxoHOr
Jokaza. 3a uus {6,5,4,4,3,2 2,2} npukasana je nojpeajusalyja HaAKOH IITO CY
obpabena rnpBa jiBa 4BOpa, OJHOCHO KaJjia je r jeJiHako 3. YBOpOBM YHjU je MHIIEKC
Behu of 1 ¢y vy, U5, Vg, U7 1 vg. CTEneHN OBUX IBOPOBA Y TOIPEAUBAIIIU CY PEIOM
2,2,0,1,2, a muma oarosapajyhu eirementn y Husy cy 4,3,2,2,2, Te ¢BU YBOPOBU
OCHM Vg MMajy WHJIEKC Malbu OJ1 IbuMa ojroBapajyher ejementa. /[lakie, uBop vs
MOXKe JIa ce TIOBeXKe ca OMJIO KOjUM OJT ¥4, Us, Vg, U7 Y OBOM Kopaky. Ha ciumm je

UCIIPEKUIAHOM JIMHIJOM IIPUKA3aHO HErOBO IOBE3UBAE Ca Ug.

Cruka 3.2: IIpumep ciaydgaja 0
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(v2)

Conuka 3.4: Ilpumep ciayuaja 1 kaga je d(v,.) —d, =1

IIpumep 7. Ha cimkama 3.3 u 3.4 npukasaH je ciaydaj 1 IpeTXoIHOT JIoKa3a 3a HU3
{6,5,4,4,3,2,2,2} ur = 3. Usoposu crenena 6 u 5 cy seh obpaljenn u va ciauim cy
o3HaveHn cuBoM 6ojom. Ha cammu 3.3 mpukaszana je 3aMeHa rpaHa y caydajy Kaja

je d(v,) — d, = 2, a a couu 3.4 3amena rpana Kaja je d(v,) — d, = 1.

IIpumep 8. Ha caumnum 3.5 npukazan je ciaydaj 2 HPeTXOJHOr JIOKa3a 3a HU3
{6,5,4,2,2,2,2,1} u r = 3. Usoposu crenena 6 u 5 cy el obpahenn u wa commm
Cy O3HaYeHU CUBOM 0O0joM. UBOD v je y OBOM NPHUMEPY UBOP Vg KOjU Yy TPEHYTHO]
nojipeajim3anuju uMa creren 1, mro je mame o d(vg) = 2. Usop v; je 1uBop vy jep

j€ TIOBe3aH ca v, W HUje IMOBE3aH Ca Uk, & YBOP U je UBOP V7.

ITpumep 9. Ha ciounum 3.6 npukasan je ciydaj 3 NpeTXoHOr JIOKa3a Ha IPUMEpY
Huza {6,5,4,2,2,2,2,1} u r = 3. Usoposu crenena 6 u 5 cy Beh obpalienn u Ha

CJIUITU Cy O3HAYEHU CUBOM OOjOM.

15
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Cauka 3.6: IIpumep ciyuaja 3

3.1 Auaropuram Epaema n I'agana

JlokazaHa TeopeMa je OCHOBa 3a aJropuraM KOju IIPoBepaBa Ja Jii je HU3 I'pa-
dbuukn. 3a cBe mHIEKCe HU3a Marbe Of N IpoBepaBa ce Ja Jin ycioB (1) Baxu.
VKOJIMKO 3a HEKU UHJIEKC YCJIOB He BayKu, HU3 HUje rpadudIKu. AJITOpUTaM ce MOXKe
omucaru u Kojom Ajroputam 3. Croxenocr anropurma je O(n?) jep mocroju n
KOpaKa y KOjuMa ce IpoJia3u Kpo3 Ie0 HU3 JIyKUHE 1 KAKO Ou ce cabpai merosu

J€JIOBU 3a IIPpOBEPY YCJIOBa.

3.2 Ckpahenn anropuram Epaema u I'agana

Yeqos (1) y reopemu Epperia u lastana He Mopa j1a ce mpoBepaBa 3a CBe HHIIEKCe
marbe o1 n. [Ipema pany Tpunarxuja (Tripathi) n Buneja (Vijay) [16], moBossHo je
nposeputH ycios (1) 3a ungekce 1,2, ..., s rje je s HajBehn HHIEKC TakaB Ja BaKN
dy > s—1.
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Aaropuram 3 Asropuram Epnema n [anana
Yaas: wusz d = (dy, ds, ..., dy)
WN3zna3z: True ykonuko je nus d rpaduaku, y cynporunoM False

1. S:=di+dy+...+dy;
. if S je nenapno then:
3 return False;
4. for k:=1ton—1:
5. L—d1+d2++dk,
6. D:=k(k—-1)+> ",  min{k d;};
7 if L > D then:
8 return False;
9. return True;

Jlema 1. Hexa je nuz d = (di,ds, ..., d,) nu3 uyesuzr bpojesa maxas da 6adHcu
(dy > dy > ... >d,). Hexa je s najeehiu undexc maxas da eascu dg > s — 1. Hus d
je epaduury ako U Camo AKO je CYMa 1be208UL eAeMEHAME NAPHA U HU3 30400605060
YCA08:
Zd <k(k—1) Z min{k, d;}
i=k+1
301 <k<s.

Hoxkas. 3a unjekce k koju cy Behu ox s, Baxu d, < k — 1, ma ce ycuos (1) cBoau

Ha: .
S di<k(k—=1)+ Y d;
=1 j

YKOJIIKO ce pa3JjinKa JieCHEe M JieBe€ CTpaHe IIPpeTXO/JHE Heje,ILHaqHHe HalluIIe Kao

dyukmuja o k nodbuja ce uzpas:

f(k) = Zd —Zd

i=k+1
Kana ce k nmoseha 3a 1, uspa3 nocraje:
k+1
Flk+1)=k(k+1)+ Z d; —Zd
i=k+2
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Hakie kaga ce k mosehasio 3a 1, pasiuka ce nmopehasa 3a:
k41 k

k(k+1) — k(k—1) + En: d; — Xn: di =Y di+ Y di =2k — 2dyy
=1 =1

i=k+2 i=k+1
= 2(k — di41)

YKOJIMKO YCJIOB BaXKW 3a k Tj. YKOJIUKO je pa3/inKa u3pasa IO3UTHBHA 3a k, Baxkuhe
u 3a k+ 1 koj kojer je dgy1 < k, ma yeiios (1) rpeba nposepasaru camo ji0 Hajseher
UHJIEKCA S 33 Koju Baxku ds > s — 1 [16]. O

Ha ocnoBy oBor 3amazkama nocroju ckpahenu ayiroputam Epjernra u ['anana, rie
ce ycsio (1) mpoBepaBa camMo JI0 HHIEKCA S. AJIropuTam ce MOXKe OIUCATH U KOJIOM
Anropuram 4. Y Hajropem ciiydajy HHIEKC § MOXKe OUTH Ha CAMOM Kpajy HH3a, TaKO
J1a CJIOKEHOCT aJIFOPUTMA, OCTaje UCTa KAao M 3a OPUIMHAJIHU ajaropuraM Eppemnra n

Tasiauna, oxaocno O(n?) [9].

Anropuram 4 Ckpahenn agropuram Epgema n Fanana
VYaas: uus d = (dy, ds, ..., dy)

N3naz: True ykosuko je au3 d rpacdutiku, y cynporaom False

1.SZ:d1+d2+...+dn;
2. if S je memapuo then:
3 return False;

4. s :=n;

5. fori:=n—1to 1:
6 if d; > i — 1 then:

7 § =1

8 break;

. for k£ :=1to s:

10. L:=dy+dsy+ ...+ dg;

1. D:=k(k—-1)+> ", .  min{k, d;};
12. if L > D then:

13. return False;

14. return True;

@ .

3.3 Augropuram Epaenta u I'amana ca

IIpeCKaKambnMa

Tpunarxu u Burej cy usnenu jorr jegno ynanpeheme teopeme Epmema u [a-

naua [16]. OHu cy mokasaau Jja yKOJIMKO y rpaduIKOM HU3Y [OCTOjU BHUIE UCTUX
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I'JIABA 3. YCJIOB EP/[EIIA U I'AJIAUA

e/leMeHaTa, yciaoB u3 teopeMe Epgema n [aana je moTpeOHO TPOBEPUTH caMO 3a
jeJIMHCTBEHE eJIeMeHTe, MIPU YeMy ce 3a MpOBepy Oupajy eeMeHTH KOju ce Hajaz3e
Ha [o3MIMjaMa ca HajBeNuM MHIEKCOM.

VY ckiamy ca pajoM [16] HEU3 KOju ce uCIuTyje MOKe Jia ce ONUIIe U3Pa30M:

d:= (dl)mp (dz)mza SO (dl)w

rie cy d; jeIMHCTBEHHN eJIeMEHTH, a CBaKO m; Opoj moHaB/barba ejgemMeHTa d;. Baxkm
najed; >dy > ... >d,mmy+ms+ ...+ m =n, a3sa cBako m; Baxu m; > 1.

yBO,ILe ce Cﬂeﬂehe O3HaKe:
i t
g; .— E my, gg :— 0 Sr,t = E dzml
j=1 i=r

Teopema 3. Huz d := (di)m,, (d2)my, - -, (d1)m, je epaduuru axo u camo axo je
cyma S1; napna u nu3 3adosomasa ycaos (1) uz meopeme Epdewa u lanaua 3a

ceaxo k =o;,1 <i <|.

Hoka3z. Ilorpe6no je nokazaru ja yKOJUKo yesios (1) BaxKu 3a ¢BaKO 0; TO HOBJIAYH
Jla BaKM M 3a cBako n. Tpunarxu m Buiej cy oBo Jiokazajaum KOHTPAIUKIIIjOM.
[IpermocraBu ce cympoTHO, OJHOCHO ycjaoB (1) BasKu 3a CBAKO 0; ajil HE BAXKU 34
neko k = K. Heka je K, najmame o1 cBux TakBux k. njgeke K ce Moxke 3almcaTn
Kao 30Mp MHJEKCA MPETXOHOr jeIMHCTBEHOI eJIeMeHTa W Opoja MCTUX ejieMeHaTa
koju ciege 1o Kg, onnocuo Ky = o; + k' npu gemy Baku 1 < kK <m;yyu 0 <i<l.

Yci10B HE BaXK# 3a Ko, T€ BazK1 CYIIPOTHO:

Sl,i + di+1k/ > (Ui + k,)(O'i + ]{3/ — 1) + (mi“ — k/) min(diﬂ, o; + k’,)
+ miyomin(diio, 0; + k') + ... + mymin(d;, o; + k)

(2)

[Tommro je Ky HajMamy WHJIEKC 3a KOJU YCJIOB HE BayKH, 3a UHJEKC 0; + k' — 1 ycjion
BaXKU:
Siit+dii(K=1) < (os+K —=1)(o;+k —2)
—f- (mi+1 — l{?/ —I— 1) min(di_H, g; —I— k‘/ — 1)
+ momin(d; o, 0; + k' — 1)

+...+mlmin(dl,0i+k'—1)
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Enement d;,q je Behu nnn jennax o ungexca Ko ogHocHo d; 1 > 0; + k. To moxe
Jla ce ToKazke ofy3uMarbeM (3) ox (2):
S+ dz‘+1k/ — (S +dia (K = 1)) >

(05 + K)(oi + k') — (07 + K')+

(ml+1 Kdi i1 + mipomin(dio, 05 + k') + ... +mymin(dy, o; + k') —

((Uz+k)(ffz+k)—2(0i+k)—(0i+/f)+2)—

((mlH — k -+ 1)di+1 -+ [UZAS)) min(ng, o; + ]{I/ — 1) + .oy min(dl, o; + kl — 1))
IIITo ce coM HA:

di—l—l > 2(0’2 + ]{7/ - ].) - di—&-l‘

3 nperxosibe HejeHadmHe ce Jasbe jgobuja d; 1 > o; + k' — 1. Hakne d;q > o; + K
na je min(d;y1,0; + k') = 0y + k' u nejennaunna (2) ce cBoju Ha:
Sl,i —+ d,’+1kl > (O’i + k/)(Ui + ]i'/ — 1) + (mi+1 — kl>(0'i + /C/)+

miomin(di o, 0; + k') + ... +mymin(d;, o; + k)
CpebhuBameMm ce gobuja:

51,1‘ + di+1]€/ > (O'Z' + k/)(Ui + ]C/ -1+ miy1 — k’/> + [LZE)) min(di_;,_g, o; + k/)
+ ...+ mymin(d;, 0; + k)

[TomTo je 0; + m;r1 = 0,41 HejeIHAYNHA Ce JIa/be CBOJIA Ha!

Sl,i + di+1k’/ > (O’i + kl)(o-iJrl — 1) -+ 7)) min(ng, o; + k/) (4)

+ ...+ ny min(dl, o; + ]{3,)

Ka je MHIEKC " TaKaB Baxku d, < o; <d,_q. KaB HHIEKC T II0OCTO]’
Heka je exc r Takap ja Baxu d, < o; + k' < d Taxa €KC I TIOCTOJH,
jep Kajia 6u o; + k Oujio Mame 0Ji CBUX ejleMeHaTa Hu3a, OJIHOCHO KaJja Ou BarKujio

o; + k' < d,_1, nejennaunna (4) 6u ce cena Ha:
Sii+digkl > (os+ K)o — 1) +mipa(oi + k) + ...+ my(o; + k)
Osa HejeHAYNHA MOXKE JIA/be JIa Ce CPEJIU:
S1i+ dig1 k' (oi + K )(oi1 — 14+ mia+ ... +my)

>
Sl,z’ + di+1]€/ > (O'Z' + k/>(0'l — 1)

20
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OBo je koHTpaJuKIHja, jep ce 3ua na je di(o; + k') > Si; + dipik’ n na je dy <
n —1=o0;— 1. Jakne nocroju r 3a Koje Baxu d, < o; + k' < d,_1.
[Tomro je d;y 1 > 0; + k' ouya je r — 1 > i+ 1, omnocuo r > i + 2. Hejeanaunna

(4) ce nawe cBoau HAa:

Sii+digk’ > (o +K)(0ip1 — 1) + myga(o; + £)
+ .o+ me_g (o +K) +med, + ...+ myd,

Siit+diqak’ > (o +E) (o —1+mia+ ... +me_q) +mud + ...+ myd,
Svi+dipgkl > (s +K)(op—1— 1)+ Sny (5)

Canano wejennadnnn (2), Hejeanaunua (3) ce cBoaM Ha:
SLZ‘ + dz‘+1(k3/ - ].) > (Ji + kl - 1)(UT—1 - ].) + Sﬁl (6)

Kama ce oz (6) omysme (5) mobuja ce ma je diyq > 0p_1.
C apyre crpane, Heka je k” majsehu o cBUX 1e/ux O6pojeBa KOjU Cy Marbd HJIN
jemHaku on m;i 1 Takas ja ycioB (1) He Baxku 3a 0; + k”. Baxu k' < k" < myyq.

[Tomrro ycnos (1) He Baxku 3a 0; + k", BazKu CynmpoTHO:

Stit+digak” > (os+E)(oi + E = 1) + (miy1 — K") min(dip, 05 4+ £”) (1)

+ m;io min(ng, o; + k’”) + ...+ Yy min(dl, o; + k”)

Bynyhu na je o; + k" majsehn nngekc 3a Koju ycaoB He BaxKu, 3a UHACKC o; + k" + 1

YCJIOB BazKU:

Sii+dip(K"+1) < (o3 +k")(oi+ k" +1)
+ (miy1 — K" — 1) min(d;, 1,00 + K" + 1)
+ miomin(d; o, 0; + k" + 1)
+ ...+ mymin(d, 05 + K" + 1)

(8)

Baxu o; + k" < 0,41 < 0,1 < d;;1. Heka je 1ieo 6poj s takas na je dy < 0; + k" <
ds_1. Baxu najei+ 1 < s <r. Jennaunna (7) caja Moxke Jia ce HAIUIIE y3 OMON
s

Sl,i + di+1k,/ > (Ui + k?”) (0'2‘ + k’// — 1) + (mi+1 — k’”)(gi —+ k’”>

(9)
+mipo(os + k") 4+ ..o+ ms_1(o; + k") + S5y
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Kao u jegnaunna (8):

Sii+dii(K"+1) < (os4+ k") (o: +E"+1)
—I— (mi+1 — k’” — 1)(0’Z —I— k‘” —f- ]_) + mi+2(az- + k’” + 1)

+ ...+ ms_l(oi + k' + 1) + Ss,l
(10)

Kana ce oz (10) omyame (9) mobuje ce:

IN

dis1 200 + K" 4+ (mipr =K' — o0 — K"+ 1)+ mipa+ ...+ ms1

dip1 < optmipr Mo+ .o+ me —1

diyi < 0s1—1

[Tomro Baxku na je 051 — 1 < 051 < 0,1 < d;y1, IPETXO/HA HEjEHAKOCT je
KOHTPaJIMKIIKja, YuMe je TeopeMa jlokasana [16]. O

Jlokazana TeopeMa je ocHoBa 3a yHampebheme anroputma Epnerra m [anana.
YmecTo 3a CBaKO M, yCJOB ce IpoBepaBa camo 3a k = o;,1 < i < [. YHamupe-
Deru ajropuram ce MoxKe ommcaT U KojgoMm AjiropuraMm 5. Y HajropeM ciiy4ajy cBu
eJIEMEHTHU HU3a Cy Pa3/IMIuTH OPOjeBH, 1A je CJIOKEHOCT aJropuTMa HCTa Kao U KOJT

opurunanor ajropurma Epgerma u Tamana omnocno O(n?) [9].

3.4 JIuneapnHmu aaroputam Epaemia u I'ajana

Y pagy [9] onucano je yranpebherse anropurma Epnemna n anana koje nma Ju-
HeapHy cyioxkeHocT. VckopurniheHa je dnmbeHUIA J1a je Hu3 Koju ce jg00uja Ha y/iasy
y ajroputaM MOHOTOH. HapenHe o3Hake cy y ckjaiy ca pajgom [9]:

Heka je

Cp = Z min{k, d;}

i=k+1
mTo je apyru cabupak jecHe crpane yciaosa (1) u3 teopeme Eppema u lanana.
Yuamnpehern anropuram kopucru nomohan #us w(d) Koju je nedunncan kao w(d) =
(w1, ..., Wy_1), TJIe Wy, TPEJICTAB/bA UHIIEKC eJieMeHTa d; KOju nMa HajBehu WHJIEKC o]
CBUX eJleMeHaTa y HU3Y 3a Koje BaxKu jJa cy Behn mwim jeqnaku of 6poja k. YKOIHMKO
TaKaB €JIEMEHT He IOCTOjU Y Hu3y, oHJa je wy = 0. YHamnpehenun ajaropuram momohy
nmsa w(d) 3a koHcranTHO Bpeme oxapebyje Bpegnoctu Cj momohy w(k). Texkuna

w(k) onpelyje unmekc enemenra y uusy 0 Kojer je min{k, d;} jennax k, a oy Kojer
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Aaropuram 5 Anropuram Epnema n ['anana ca npeckakamuMa
Yaas: wusz d = (dy, ds, ..., dy)
WN3zna3z: True ykonuko je nus d rpaduaku, y cynporunoM False

1. manmmjammsyj H Kao HU3 JTyKuHe n + 1;
2. H[0] := 0;

3. for i := 1 to n:

D. H[i| .= H[i — 1] + d[i];

6. if H[n| je menapuo then:

7. return False;

8. k:=1;

9. while k <nuk(k—1) < Hlk]:

10. while dk == dk+1:

11. k:=k+ 1;

12. LI:d1+d2+...+dk;

13. D :=k(k—1)+> " . min{k,d;};
14. if L > D then:

15. return False;

16. k=k+1;

17. return True;

je jemHax d;. H; o3HavaBa cyMmy NPBHX ¢ ejleMeHaTa Hu3a d.

Teopema 4. Axo je n > 1 onda je nepacmyhu wus d = (dy,da, ..., d,) epaduvru

Ko U CamMo aKo je 30up C8UL eAeMEHama napar u ako 3a k > wy eastcu
Hy <k(k—1)+ H, — Hy (11)
a 3a k < wy eavicu

Hy <k(k—1)+k(w,—1)+ H, — Hy, (12)

Hoxka3z. Teopema ce jokazyje cBohemeM Ha Teopemy Epgemta u Ianawma. IIposepa
IapHOCTH je UcTa Kao u Koj Teopeme Epgemta n [arana.

[Tpumkom mposepe yesosa (1) uz reopeme Epjema u Fasana mocroje 1Ba ciyuaja:

e Ciyyaj kaza je k > wy. Bynyhm ma wj, npencraB/ba WHIEKC TOCTIEHET ele-
MeHTa y HU3Yy d Koju je Behu o1 k, y OBOM CIIy4ajy Cy CBU eJIeMeHTH g1, - . ., dy,

mamu on k. Tama je min{k, d;} 3a cako i jenmnax d;, ma je Cj jefHaKO CyMu
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esleMeHaTa Hu3a ca uHaekcuMa o1 k + 1 1o n. Cy u3 yciosa (1) y HejemaHako-
cru (11) 3amemeno je uspasom H,, — Hj, mTo je jeHako 30upy eremeHaTa ca

nHAeKcuMa o1 k + 1 10 n.

e Cnyuaj kana je k < wg. Y oBom ciaydajy C} ce cactoju o jBa jena. lIpsu
7e0 Cy Cy €JIEMEHTH Cg1, . . . , Cy, KOJU CY jeHakn k u mux nMa (wy — k) ma ce
taj neo cyme Cy y mejennaannn (12) mema nspasom k(wy — k). Ocrarak cyme
YHUHE €JIEMEHTH Cy s - . . , Cy 32 KOje je d; < wy, Te je Ko wux min{k, d;} jemnax
d;. OBaj €0 cyme y cTBapH IpeJICTaB/ba 30Up ejleMeHaTa Hu3a ca WHIEKCIMa

oJ1 wy 10 n, ogHocuo H, — H,, .

Anropuram 6 Jluneapuu ajropurtam Epjema n [arana
VYaas: wus d = (dy, ds, ..., dy)
Nznaz: True ykosmko je Hu3 d rpaduiku, y cynporHoMm False

1. wanmmjanuszyj H xKao HU3 aykuHe n + 1;
2. HI0]:=0;

3. fori:=1ton:

4. H[i| .= H[i — 1] + d[i];

5. if H[n] je menapuo then:

6. return False;

7. WHUIUjaIu3yj w Kao HU3 JIyKUHE N;

8. dyp:=n-—1,;

9. fori:=1ton:

10. if d; < d;,_; then:

11. for j :=d;_; to d; + 1:
12. wlj] =1 —1;
13. wld;] = 1

14. for i :=d, to 1:

15. wlj] == mn;

16. for i :=1 to n:

17. if 7+ < w; then:

18. if H; >i(i—1)+i(w; — 1)+ H[n| — H[w;] then:
19. then False;

20. if 7 > w; then:

21. if H; >i(i — 1)+ H[n] — H[i] then:
22. return False;
23. return True;
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Jlokazana Teopema je OCHOBa 3a yHalpeheHu ajiropuraM KOju UMa JIMTHEAPHY CJIO-
senoct |9]. IIpBo ce mpoBepn ja jin je cyma ejieMeHaTa HapHa. 3aTUM ce H3padyHa
uu3 rexkunaa w(d). Kaza je Hu3 uspadyHar, 3a ¢Bako k ce Ha OCHOBY TeopeMe padyHa
C) m mpoBepaBa Jia JIM BayKd yCJIOB. YHampeheHH ajqropuraM ce MOXKe OIUCATH U

KojoM Autropuram 6.
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4. AjaropurtMm Koju KOpHucTe rpadpunike

IIapTUINje

Depepos ujarpam (enza. Ferrer diagram) naprurmje (7, 7o, ..., m) ce cactoju
o/l | pejioBa Tadaka, PU YeMy PeJl ¢ CaJp:KU 7; Tadyaka M CBH PEJOBH Tavaka Cy
seBo nopasHatu. Ha ciaunum 4 jeBo npukazan je PepepoB jujarpam MMapTUIA]e
(5,4,3,3,2,1). Hapduje kBaapar (enes. Durfee square) je majsehin kBajgpar Ta-
yaka koju PepepoB mujarpam cajgpxku. Ha cauru 4 necno ozuaden je lapdujen
kBajipar 3a naprunujy (5,4,3,3,2,1). Bemuwunna JapdujeBor kBajpara, 0JIHOCHO
BeroB Opoj pejioBa, o3HauaBa ce ca d(m). Baxu na y naprunuju 7 nmocroju d(m) wim
BuIe ejemenara koju cy sehu win jennaku on d(w). 3a naprunumjy (5,4,3,3,2,1)

Bakn d(m) = 3.

Cruka 4.1: IIpumep @epeporor gujarpama u JlapdujeBor kBajapara

Y @epepoBoM jrrjarpamMy, Opoj Tadaka pejia ¢ je m;, a Opoj Tadaka KOJIOHE ¢ O3HAYABA
ce ca ;. Hus (m — 7, T — 7, ..., Ma(x) — Ty(,)) HASUBA Ce HU3 y3aCTOIHIX PAHIOBa
(emen. successive ranks), a Hu3 (7] — 71, Ty — T2, ..., Ty — Ta(r)) HU3 y3aCTOI-
HUX HEraTHBHHX DaHroBa (eneza. successive antiranks). Herarusan panr 7} — m;, 3a
1 < i < d(m) o3nauasa ce u ca 7;(7), Te ce HU3 y3aCTOIHNX HEIATHBUX DAHIOBA

MoOzKe 3anmcaT u Kao (r1(m), ra(7m), ..., rae)(m)) [1].

Yceaos Hem-Bunujamca. [apmuvyuja m = (w1, e, ..., T) HeKoe napHoz 4enoe
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opoja n je epadunra axo u camo axo 3a 1 < k < d(w) sasrcu:

d on(m) >k

i=1
IMoxasz. Hejemnasuma S.F  r;(m) > k Moxe 1a ce samure kao S+, (m; — 7)) < —F.
[Tokaszyje ce na ako yeiaos (1) uz reopeme Epperia u Tanana Baxku 3a k, onja Baxku
U yCJIOB Zle (m;—m;) < —k, Kao u Jia je JI0OBOJBHO Jia ce ycjioB u3 TeopeMe Epuemnta u
[asana npoBepu camo 3a usjekce 1,2, ..., d(m). Yeaos Teopeme Eppernra u [anana

3a naprunujy (7, T, ..., ) U UHAEKC k Taacu:

l

k

Zﬂ'i < kk—1)+ Z min(k, ;).

i=1 i=k+1
Uszpas Zi:k o1 min(k, 7;) jennax je 6pojy Tauaxa ma @epeposoM Jmjarpamy Koje cy
obyxBahene KBaJipaToM Ynju peoBU UMajy uHJIeKce ox k + 1 710 m, a KoJjioHe O/1
1 mo k. OBa jegnakocT BaxKu jep 3a CBaKU MHJEKC ¢ OpOj Tadaka y peiy ¢ je m;, a
orpaHmnyerhe jia ce 00yxXBarTajy caMo KOJIoOHe ca mHeKcuMa o1 1 j1o k omoryhasa jia
ce y cBaKOM pejly cabupa HajBuiie k Tadaka. Bpoj Tadaka oBaKBOI' KBaJIpaTa MOXKE
Jla ce M3pa3y TaKo INTO ce Tadke cabepy IO KOJIOHaMa OJHOCHO Kao Zle(ﬂg — k).

Jaxkne, yciaoB Teopeme Epjema u [amana 3a nHjaeKc k eKBUBaJEHTAH je YCJIOBY

k

k
Yomo < k(k—1)+Y (] —k).

=1

OBa HejeHAKOCT MOXKeE Ja ce cBejie Ha yciaoB Hem-Buimjamca:

k k k
ZW, < k:(k:—l)%—ZW;—Zk
=1 i=1 i=1

k k

Hakie, ako je napruruja (7, T, ..., ) rpadudka, Baxku ycios Hem-Buiujamca
3a 1 < k < d(m). Tpeba jom na ce mokazxe ma ako ycjios Epiema n lajana Baxkn
3a 1 < k < d(m), ouna Baxku u 3a d(m) + 1 < k < | — 1. 3a unzgekce k 3a Koje
Baxxu k > d(m) m3sai > k+ 1 Baxu m; < Ty < d(m) +1 < k+ 1. Haxue,
sa k >dr)ui>k+1Baxum < k+1wumin(k,m) = 7. Kao u xox jnokasza
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ckpahenor ajropurma Epaema n ['anana, Moxke ga ce mokazke Ja Kaja ce k moseha
3a 1, pasmka jecHe u JeBe cTpaHe HejenHakocTu ce moehasa 3a 2(k—mgq). omro
je mry1 < k u pasnuka ce nosehasa, ykosmko Hejegnakoct Baxu 3a k < d(7) Baxku
nszal<k<dm). [12] O

Y ckiaagy ca pagom baprca (Barnes) u Cesuria (Savage) [1], neka je P(N, k1)
ckyn naprumuja 6poja N Koje mmajy HajBuiie | gejoBa oJ1 KOjuX je HajBehu m1eo Mmarmbu
i jennak on k. Heka je P(N, k,l, s) nedunucano kao npasan ckyi 3a s < 0, a 3a
s > 0 Kao cky:

J
{re P(NkI) | s+ m(r)>j 1<j<dm)}.
i=1
Heka cy ckym P'(N, k,l) u ckyu P'(N, k,l, s) mogckynosu ckyna P(N, k, 1) ogHOCHO
ckyna P(N,k,l,s), koju ce cacroje oi TadHo [ JejioBa 1 9uju je Hajsehu Jieo Tadano
k. Ha ocuosy nedununuje P'(N, k,l, s), Baxu
J
P'(N,k,1,0) ={m € P'(Nk,1) | > m(r)>j 1<j<d(m)}.
i=1
Heka je ckyn G(N,k,l) ckyn naprurnumja u3 ckyna P(N, k,[) koje cy rpadutke, a
ckyrn G'(N, k,l) ckyn naprunuja u3 ckyna P'(N, k, 1) koje cy rpacduuke.
Heka 7 npunaja ckyy P(N, k, 1) u Heka je « maprunuja Koje ce 1obuja oj] 7 KaJa ce
obpurity npBu pen u npsa Kosona Pepeposor aujarpama. Taga je d(a) = d(m) — 1.
Heka je ca s oznaueno (7). Tajga npema ycioBy Hemr-Bunjamca, 7 je rpaduuka

napTHUInja ako u camo ako je s > 0 u 3a 1 < j < d(a) Baxu:

J
s+ Z rila) > .
i=1

[Ipema yciioBy Hemr-Buujamca, nmaprunnja Hekor mapHor Opoja 7 je rpadudka ako
u camo ako 3a 1 < j < d(a) sasm: S.0_ () > j. Hakne ca P(N,k,1,0) necdu-
HUCaH je cKyll cBux rpaduuknx naprunuja u3 ckyna P(N, k1), a ca P'(N,k,[,0)
je nmedunmcan ckyn csux rpadbudknx napruiuja u3 ckyna P'(N,k,1). JokazaHo je

caenehe TBpheme:

Jlema 2. 3a napnu 6poj N > 0, eaorcu G'(N, k,l) = P'(N,k,1,0) [17] w G(N, k,1) =
P(N,k,1,0) [1].
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Jlema 3. 3an>0ul<k,l s<n sancu:

|P(n,k,l,s)| — |P'(n,k,0,s)] = |P(nk—1,1,8)+|Pnkl—1,s)
—|P(n,k—1,1—1,5)|

Hoka3z. Pasnuka ckynosa P(n, k,l,s) u P'(n,k,l,s) cacroju ce oy OHUX TapTUIIUja
KOje HeMajy TadHo [ JieJIoBa, OJIHOCHO nMajy [— 1 mim Mare J1e/10Ba U OHUX MapPTUITHja

quju HajBehu WwiaH HemMa BpPeIHOCT TavHo k, Hero k — 1 wim Marbe.
P(n,k,1,s)\P'(n,k,l,s) = P(n,k —1,1,8) U P(n,k,l —1,s)

Bpoj ememenara sieBe crpame jennaunue jegnak je |P(n,k,l,s)| — |P'(n,k, 1, s)|.
[Ipema npuHIUILY yK/bydera M MCK/bydera Opoj eleMeHaTa CKylla KOJU je yHHja
ckynosa A u B jennak je |[AUB| = |A|+|B|—|ANB|. Ilpecek ckyna P(n,k—1,1, s)
u ckyna P(n,k,l—1,s) je ckyn |P(n,k—1,0—1, s)|, Tako Ja je 00 NPUHIMILY YKJIbY-
Jerba U UCKJbyderba Opoj eJeMeHaTa JecHe CTpaHe jeJHauuHe jeJTHaK

|P(n,k —1,1,s)| + |P(n,k,l —1,s)] — |P(n,k — 1,1 —1,s)| [1]. O
Hapeana Teopema kapakrepuiie Besy usmely ckyna P u ckyna P’

Teopema 5. 3a N > 0,1 < k,l < N,s >0, Baxu
|P'(N,k,l,s)|=|P(N—k—1l+1,k—1,1—1,s+1—k—1)|.

Hokas. Hexka je f dbyskmuja nedunncana na ckymny P'(n,k,l, s) Tako na je 3a 7
koje mpuniaga P'(n, k1, s), f(m) = «a, rue ce a nobuja ox 7 Kaja ce obpuile mpBu
pesr u npBa Kojiona Pepeposor jujarpava naprunuje 7. I[lokazahemo ma je m €
P'(n,k,l,s) taqno ako u camo ako « € P(N —k—1l+1,k—1,1—-1,s+1—k—1),
oiHOCHO Jia je dyukimja f oujekmmja uamehy ckyna P'(N, k1) u ckyna P(N — k —
I+ 1,k—1,1-1).

Yromuko je P'(N, k,l) upasan ckym, To je uin 3aro mto je n < k+ [ — 1 wim 3a1o
mro je n > kl. Ykommko jen < k+1—1,ouna jen —k — 1+ 1 < 0. Ykonuko je
n>kl,ommajen—k—Il+1>kl—k—Il+1l,najen—k—1+1>(k—-1)(—-1).
Y oba ciayuaja, P(n —k — 1+ 1,k — 1,0l — 1) je npaszan ckyn. Ykomuko P’(n,k,l)
cagapxu camo naprunmjy (k,1,...,1), ouma je f((k,1,...,1)) = A. ¥V ToM ciydajy
[IOCTOjU jejan 9Bop crereHa k u k — 1 uBopoBa crernena 1, npu gemy jen = k+k—1
uBaxu | =k. 36or torajen —k—I1l+1=0uPn—k—-1+1,k—1,1—-1)=\

Y ocramum caydajeBuma, d(a) = d(m) —1lua = (aq,...,ap), tnejem =mH — 1, a
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a=mip1—13al<i<mmna,=m,—13a1<i<d(m)—1. Ocum Tora, Baxu:

(s+1—k +Z ((m) = 1) —1)) =

(s+1—k +Zoz — ;)

Ha ocnoBy npeTxoiHOT 3aK/by4dyje ce ja:

—1
s—I—Z(Wg—Wi)Zj —  (s+l—-k-1+)» (¢f—a;)>j—1
1

B
<

=1 %

Jlakjie BaxKu

e P(nkls) < a€eP(N—k—-Il+1,k—-11-1,s+1—k—1)
1] O
Jlema 4. P(n,k,l) = P(n,k,l,n) = P(n,k,l,s) za s > n.

Hoxkas. 3a cBako 7 Koje npunaja ckymy P(n, k,l) u 3a cBako j: ¢ < j < d(7) Baxku

caejsieha Heje THAKOCT:

[TpeTxojiHa HejeHAKOCT je JJOBOJbaH yCiIoB ja 7 npunajaa P(n, k, 1, n), re je P(n, k,1) C
P(n, k,k,n). Ha ocaoBy nedunurmje P(n, k, 1, s) Baxku naje P(n, k, 1, t) C P(n,k,[,t")
3a cBako t' > t, Te 3a s > n Baxu jga je P(n,k,l,n) C P(n,k,l,s). Ha ocaoBy se-

dbunumje ckyna P(n, k,l, s) saxu P(n,k,l,s) C P(n,k,l). I3 uperxoasor cienn:
P(n,k,1) C P(n,k,k,n), P(n,kl,n)C Pnkls), P(nkls)CPnkkl)
[1] O
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[naBau pesynrar paja [1| je napeana pekypertHa dhopmya:
Teopema 6. P(n,k,l,s) Moxke Jia ce u3padyHa Ha ciaenehn Hadn:
|P(n, k,l,s)| =

(

0, aKOjeTL<OI/IJH/Ik'<OI/IJH/Il<OI/I.HI/IS<0\
1, ako jen =0
0, ako je k=0wum je [ =0
|P(n,n,l, s)|, aKo je k >n
|P(n, k,n,s)|, ako je [ >n
|P(n, k,1,n)|, aKo je s >n
|P(n,k—1,1,s)| + |P(n,k, 0l —1,8)| — |P(n,k — 1,1 — 1,5)|

| HP(n—k—1+ Lk-11-1s+1-k—1) y OcTaluM CllydajeBuMa |

Hoxka3z. Ilpsu ciyuaj ciaenn uz came gedunnnmje P(n, k1, s). Y apyrom ciaydajy,
BeJInanHA cKyna je 1 jep 3an = () CKyII caJIpKu caMo pas3Hy napruiujy A. ¥ tpehem
caydajy He IOCTOje MapTHUIrje Kol KOjux je m Behe oj HyJle, a jia je IpUTOM k Wn
[ jemHaK HyJIM, Te je y TOM CJayd4ajy CKyI Ipa3aH. ¥ deTBpToM ciay4dajy k je Behe
o/l M U MaJia y cKymy HajBehn j1eo Moxke OUTU MarbU WK jeJIHAK OJ k, OH HUKAJ| HE
MOXKe Jia Oyse Behu o n, Te ce k Moxke 3ameHuTu Bpejanornthy n. Ha cindan maunn
y TIETOM CJIy4ajy ce yMecTo [ MOXKe CTaBUTH N KaJa je | > n, jep | HUKaJ He MOXKe J1a
oyae Behe o n. Y mecToMm caydajy s ce MOKe 3aMEHUTH BPEIHOIINY 7 Ha OCHOBY

Jleme 4. Ilocoentsu peg ce nobuja Kaga ce u3 Jleme 3 ussyue |P(n, k.1, s)|:
|P(n,k,1,s)| =|P(n,k=1,1,8)|+|P(n, k,1—1,s)|—|P(n, k—1,1—1, s)|+|P'(n, k, 1, s)|.

Y mperxojiHOj jemHakocTH je Ha ocHOBY Teopeme 5 mspas |P'(n,k,l,s)| 3amemen
mspaszoM |P(N —k -1+ 1,k—1,1—-1,s+1—k—1)|. O

4.1 Anropurtam 3a uspadyHaBambe |D(n)

Heka je D(n) ckyn cBux rpadgudkux maprunuja ayzkuHe n. [Ipuaukom uspa-
gyHaBama |D(n)| na ocuoBy |P(n,k,l,s)|, Baur y cBom pany [17| npe cBera maje
Besy usMmely ckyna D(n) u ckyna G(n). Ilomro cBaku ejemeHT rpacdudkor HE3a
JnyKuHe n uMa BpegHocT u3Mmehy 1 u n — 1, cBaku rpadudkn HU3 TyKUHE 1 MOXKE
Jla ce TPeJICTaB Kao rpadpudka MapTUIlija HEKOD MMapHOT TieJior Opoja i, ca TavaHo N
sesioBa u HajBehuMm jiesiom Tauno k, rnejen <i<n(n—1)ul <k <n—1. Ilox-

ckyt ckyna (G(n) Koju cajpKu mapTuimje ca tadno | jaesosa o3naded je ca G'(n,l).
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Ckym 1esinx mapHux O6pojeBa KOju Cy Marbu win jeaHaku of n(n — 1), a Behn win

jeanaku o n, o3uaded je ca I.(n).

D)= |J G'Gn)

i€le(n)

n—1
G'(i,n) = J G'(i, k. n)
k=1

Ha ocnoBy mperxo/ine JiBe jeHavunHEe CIEIU JIa je:

D)= | OG’(i,k,n)

i€le(n) k=1

[Ipecek 6uso koja aBa ckyma G'(i,k,n) 3a pasauaure BpegHocTH i U k je mpasan
CKYTI, Te BaXKu Jia je:
D)= Y [6i)
i€le(n)

n—1

G'(i,n)| =) |G (i, k. n)

k=1

D)= 3 S (G k)

i€le(n) k=1

D= 3 S|Pk, 0)]

1€l (n) k=1

n—1
D)= > > |P(i—k—n+Lk-1n-1n—k-1)
k=1

i€le(n)

Heka je N = n(n—1). IlorpebHo je amorupaT BUIIeIMMEH3NOHN HA3 BEJTHIINHE
N —-—n+1xn—1xnx N u kopunthemeM PEKypP3UBHOI' aJrOpUTMa 3a U3pa-
gyHaBamwe BpegHoctu P(n, k,l, s), peJloM U3padyHaTu CBe BPEJIHOCTU 3aKJBYIHO Ca
P(N —n+1,n—1,n,N). Ilocie Tora, Ha OCHOBY IrOpHEr U3pa3a, U3padyHaBa ce
|D(n)|. Anropuram Moxe Ja ce onuie u Kojom Asropuram 7. HajsaxreBHuju meo
AJrOPUTMa je aJOlUpame U HolyhaBame BuleauMensuone Tabese P. Ilpsa u mo-
caeba auMensuja Tabeste cy peaa O(n?), nok cy apyra u Tpeha auvensuja peja
O(n), mro ykynno naje ciaoxenocr O(n%). Byayhu na je ocratax ajroputMa Marbe
saxrean, O(n®) npejcraB/ba yKyllHy HPOCTOPHY M BPEMEHCKY CJIOYKEHOCT IEJIOr

ajroputrMma. Ilocroju moryhuocT ja ce 3a Tpehy AMMeEH3HUjy aJolHUpajy Camo JIiBa
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pena, jep cy 3a mspadynasame |D(n)| morpebue camo BpemnocTu Pl*, %, n — 1, %|,
a BpeaHocTn Pl*, [ | ce padynajy momohy Bpemuoctun Pl %, — 1, %|. Ha oBaj

HAYUH CJIOKEHOCT aJropuT™Ma MoxKe Jia ce mobosbina na O(n’) [17).

Anropuram 7 Ocuoau Banros ajnropuram
VYia3z: 1eo 6poj n
N3zna3: 6poj rpaduukux HU30BA Ly:KUHE N

1. N:=n(n-1),

2. aJjonupaj BUIIEIMMEH3UOHAIHNA HU3 TeuxX OpojeBa P Beudnne
N—-n+1xn—1xnxN,

3. TOIyHU BUIleAnMeH3noHaJHN HU3 P Ha ocHOBY Teopeme 6;

4. s:=0;

5. fori:=nto N:

6. if 7 je mapuo then:

7. for £ :=1 ton:

8. s:=s+Pli—-k—n+1,k—1n—1n—k-1];

9. return s;

4.2 YwunamnpeheHn ajgropuram 3a U3padyHaBalbe
[D(n)|

Heka je ca H(n) o3nadeH ckyn rpadWdKuX HU30Ba JyKUHe N 4uju je Hajsehu
eJIEMEHT BeJIMIUHe TadHo 1 — 1 u Heka je ca L(n) o3HadeH cKyl rpaduIKnx HI30Ba
JyzkuHe 1 auju je Hajpehu exement mamu og n— 1. Ckyn D(n) je ckyn rpadudkux
HU30Ba JIy’KWHE N ¥ KOJ| TAKBUX HU30Ba HajBehM eJeMEeHT MoOyKe OUTH Marbh WU
jemnak onx n — 1, e Bazku D(n) = H(n) U L(n).

Ckyn rpaduyuknx HU30Ba KOJU CaJIpKe U eJIeMEeHTe Yrja je BPEIHOCT HyJIa O3Ha-
qumo ca Do(n). Beanunna ckyna Do(n) jeHaka je yHHjU cKyla rpadUIKuX HE30BA
Jy?KUHE N KOjU He CaJprKe HU je/Hy HyJy W CKyTa IpadWdKnX HU30BA JIyKUHE 7
KOju caJip:ke HajMarbe jemany Hyay. Ckyrn rpadudkux HU30BaA JyKUHE 1 KOJU Ca-
JIp7Ke HajMarmbe jeJlHy HyJly MoxkKe Jia ce jJobuje kaja ce ckyr Do(n — 1) usmenu tako
IITO Cce CBAKOM HHU3Y J0Jla HyJa Ha Kpaj. 300r Tora je BeJUYIHHA CKyTa rpadud-
KX HA30Ba JyKHHE N KOJU CaJpKe HajMame jenHy Hymy jemHaka |Do(n — 1)], Te je
|Do(n)| = |Do(n — 1)| + |D(n)|. Ha ocHoBy nperxojHe jeHaqdrte PEKypP3UBHO Ce

JoJaa3u 1o ciaenehe:
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|Do(n)| =1 ako jen =1
|Do(n)| =14 >1, |D(i)] ako je n > 2

Hapesno tepheme omoryhasa jia ce D(n) uspadyHa Ha HOB HAYMH:
JIema 5. |H(n)| = |Do(n — 1)|.

Hoxkas. 113 cBakor Hu3za Koju npunasa ckyiy H(n) Moxe @ ce YKJIOHH YBOD CTe-
neHa n — 1, anme ce mobuja Hu3 Koju npunaga ckymy D(n). Ckyn koju ce mobuja
Ha OCHOBY ckyna H(n) Kaja ce CBAKOM HU3y YKJIOHU HajBelu ejleMeHT jejHak je
no 6pojuocru ckymy H(n) u moackyn je ckyna Do(n — 1). C apyre crpane, cBakn
rpad Koju je peasmsanuja Husa u3 ckymna Dy(n — 1) MoxKe 1a ce U3MeHN J0/IaBabeM
HOBOI' YBOpa KOjU C€ IOBEXKE Ca CBUM OCTAJUM 4YBOpoBuUMa. Takas HOBH rpad je
peanmzarnuja Husa u3 ckyna H(n). CKyn Koju ce jo06uja n3MEHOM HU30Ba U3 CKYIIa
Do(n — 1) Ha oBaj HauuH, 10 6GpojHOCTH je jemuak ckyiy Do(n — 1) u mpejcrasiba

nozckyn ckyna H(n). IIpema tome, Baxu |H(n)| = |Do(n — 1)|. O
IMocnemuna. |D(n)| = |Do(n — 1)| + |L(n)| 3a n > 2.

Hoxkas. Ilomro je |D(n)| = |H(n)| + |L(n)| n ma ocuosy Jleme 5 Baxu |H(n)| =
|Do(n — 1)|, Baxu |D(n)| = |Do(n — 1)| + |L(n)|. O

Ha 6u ce dopmyna |D(n)| = |H(n)| + |L(n)| nckopuctuira 3a n3padyHaBarbe
|D(n)| norpebro je mspasuru |L(n)| wa ocroBy Bpemnoctu P(n,k,l,s). Heka je
L'(i,1) ckyn rpacduukux naprunuja 6poja i ca Tadno | jenoBa U HajBehiuM Jiesiom
mamum o1 [—1. Heka je J.(n) ckyn cBux mapuux meaux 6pojesa Behux nim jeHaKux
o n, a Mambux min jensaknx onn(n—2). Tana je L(n) = Uieg,m)L'(1,n). C 063upom
Ha TO JIa Cy CKYIIOBU C JIeCHE CTpaHe jeJHavdnHe pa3/iBOjeHU, BaXKn Jia je:

L) = |L(in)l.
i€Je(n)

[To nedpunnruju,
n—2
L'(i,n) = G k.n)
k=1

n—2

L (i,n)| =) |G, k,n)
k=1
Kaga ce oBe jiBe jeanadune 1moBexy, jJ100uja ce:

n—2
L(n) = U U G'(i,k,n)
i€Je(n) k=1
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n—2
Lin)= |J UPli-k-n+1k—1n—1n—k-1)
i€Je(n) k=1

Banros airoputam ce moxke yop3aTu Ha OCHOBY ciiejsieher TBphema:
Jlema 6. |L'(i,n)| = |L'(n(n — 1) —i,n)| 3a cBako i € Jo(n).
Hoxka3z. 3a caku rpabuirn #u3 (dy,ds, . . ., d,) Koju npunaga ckyiy L'(i,n) Baxn
di>dy>...>d,,di+dy+...+d, =N udy <n—1. CBaku TakaB HU3 MOXKE
na ce Tparcdopmume y ams n — 1 —d,,n —1—d,_1,...,n — 1 — dy. 3a HOBU HU3
Bakun—1—d, >n—1—d,1>...>n—1—4d; > 0. Cyma HOBOr Hu3a je
nn—1)—(dy+dy+...+d,) =n(n—1) —i u weros najsehn enement, n — 1 —d,
je Mamu o7 n — 1, Te HoBU HuU3 mpunaja ckymny L'(n(n — 1) —i,n). ®yuknuja Koja
TpancOpMUIlle HU3 Ha OBAKaB HAYWH je OMjeKIja U TpaHchOpPMHUIIE CHMETPUIHO
HU30Be ca HajBeNuM BpeIHOCTHMA Y HU30BE Ca HajMambUM BPEIHOCTHMA eJieMeHaTa,
1 OOpHYTO. U

Baxpaspyjyhu nmperxosnoj jiemu mMoryhe je nspadynarn Bequndausy ckyia L(n) #a
cienehn Hagun:

3a BpPEeJHOCTH N YUjH je OCTaTaK IPH Jiesbeiby ca 4 jennak 2 mwim 3:

n—2
L) =2) Y |P(i—k—n+1Lk-1n-1n—k—1)|

1€l k=1

3a BpeJHOCTH N 4Yuju je ocTaTak 1pu jiesbeiby ca 4 jemnak 0 wim 1:

n—2
L) =2 Y |P(i—k—n+1k-1n—1n—k—1)+

1€l k=1

S

—2
|P(n(n—1)/2—k—n+1,k—1,n—1,n—k—1)]
k=1

Yuanpehenn Banros anropuram mozke ga ce omuire kogom Asropuram 8. Kao
1 KOJI OCHOBHOI' BaHroBor ajropurma, cjozKeHocT osor aiaroputMa je (n%). Ilpsa u
JeTBpTa JUMeH3uja Tabesie P cy IBOCTPYKO Malbe Y OJIHOCY Ha OCHOBHHU aJIlOPUTAM,
Te je HOBH ajiropuraM OOJbU OJI OCHOBHOT 3a KOHCTaHTHH (akTop 4. Mebhyrum,

meroBa caoxkenoct je u game O(nb).
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Anropuram 8 Yuanpehenun Banros ajiropuram
Va3: neo 6poj n, speanoctu D(1), D(2),...,D(n—1)
WN3zna3: 6poj rpaduvyknx HU30BA JIyKUHE N

. N:=n(n-1)/2;

2. aJjonupaj BUIIEINMEH3UOHAIHNA HUA3 TeuxX OpojeBa P Beaudnne
N—-n+1xn—2xnxDN;

3. TOIyHHU BUIlleIMMeH3noHaJHU HU3 P Ha ocHoBy Teopeme 6;

4. s:=0;

5. fori:=nto N —1:

6. if je ¢« mapuo then:

7. for k.= 1 to n:

8. si=s+Pli—-k—n+1k—1n—1n—Fk—1];

9. s:=2s;

10. if ¢ je mapuo then:

11. for £k : =1 ton:

12. s:=s+P[N—k—n+1k—1n—1n—k—1]

13. Do(n—1) =1+ 37 |D(i)[;
14. return s+ Dy(n —1);

4.3 IlpebpojaBame rpacdpmnIKnx HI30Ba 34

nmose3aHe rpadoBe JIyKHHE N

['pacdmyukm HU3 je TOTEHIN]AJTHO TTOBE3AH aKO ITOCTOjU ITOBE3aHU I'pad KOju Ipe/I-
CTaBJ/ba IHETOBY Peasn3allyjy, a IMPUHY/IHO MOBE3AH aKO Cy CBE HEeroBe Pean3alluje
noBe3anu rpadosu. ['padudku HU3 je MOTEHIMjaTHO HETOBE3aH aKO MOCTOjU HEIo-
Bezanu rpad KOju MpejicTaB/ba IeroBy PeaTn3alijy, a IPUHY/IHO HeIOBe3aH aKko Cy
CBe IberoBe peaJim3aliije HelloBe3aH!u IrpaoBu.

Heka je ca D.(n) o3HaueH CKyIl HOTEHIMjaIHO TIOBE3aHUX I'PahUIKIX HU30Ba U
ca Dy(n) o3HaUeH CKyIl NPUHYIHO HeloBe3aHnX rpadudkux Huzoa. Taja je D(n)

yumja ckyna D.(n) u ckyna Dg(n).

Teopema 7. I'paduuakn vuz d = (dy,ds, ... ,d,) n3 ckyna D(n) je HOTEHIMjATHO

IIO0BE€3aH aKO U CaMO aKO BazKH:
n
> di>2(n—1).
1=1

Heka je I'(n) ckyn cBux mapuux resaux 6pojesa Behux min jegnakux o 2(n—1),

a Mamux win jeHakux o n(n — 1). CKyn HOTEHIUjaJHO TOBE3aHUX IPadpUUKUX
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HN30Ba YUHE:
D.(n) = Uier, )G’ (i,n) = Uier () Up—y G' (i, k,n).
CKyII IPUHY/HO HEIOBe3aHnX IpadrYKnX HU30Ba UNHE:
Dy(n) = Uier,.(m)-12(n)G' (1,1) = Uicr,(n)-12(n) Upy G' (i, k, ).

[TomrTo OoBM CKyNOBU MMajy Ipas3aH MpeceK, BayKu:

[De(n)| = Y Y IG (i k,n) (13)

i€l (n) k=1

=Y M |Pi—k-n+1lk—Ln—1ln—k—1)
k=1

i€ll(n) k=

Dam) = S (G k)| (14)

i€l (n)—1I.(n) k=1

n
= > D> IPli-k-n+Lk-1n-1n—k-1)
1€le(n)—I(n) k=1
Benmuuna cKylia MOTEHIMjaIHO TTOBe3aHUX IpadpUUKuX HA30BAa MOXKE J1a Ce U3-
padyHa Ha JIBa HaYMHA. YKOJUKO je Beh mzpauynaro D(n), onga je |D.(n)| 6pxe
uspadaynarun kao |D.(n)| = |D(n)| — |D4(n)| xkopucrehn dopmymy (14). VYkomuko
|D(n)| Huje uspadynaro, ouja | D.(n)| Moxe /1a ce u3padyHa JIUPEKTHO, IPEKO (Hop-
mysie (13). YV macraBky cy npukasaHu [CeyI0KOI0BI 00a HaunHa. Benndnna tabese
P je mcra Kao M KOJI IIPETXOJHUX ajIFOPUTaMa, TaKo JIa jé CJIOXKEHOCT OBa JBa aJIl0-

purma takohe O(nf).
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Anropuram 9 Ajropuram 3a uspadynasarbe |D.(n)| npeko Bpegaoctu |D(n)|

VYaas: 1eo 6poj n, speaaoct D(n)
Nznas: neo 6poj |D.(n)|

1.

N

© 00 N O T

N :=2(n-2),
aJIONMpaj BUIIEIMMEH3NOHAHN HU3 IeJINX OpojeBa P BenudnHe
N—-—n+1xn—1xnxN;
MOIIYHU BUIlleuMeH3uonaHn nu3 P na ocnoBy Teopeme 6;
s:=0;
fori:=nto N —1:
if ¢ je mapno then:
for k :=1 ton:
s:=s+Pli—-k—n+1,k—1n—1n—k-—1];
return D(n) — s;

Anropuram 10 Asropurtam 3a AupeKkTHO m3padyHaBarbe |D.(n)|

VYia3z: 1eo 6poj n
N3zna3z: 1eo 6poj |D.(n)]

N =

© 00 N O U w0

N :=n(n-1);
aJIONNpaj BUIIEIMMEH3NOHAJHN HU3 IIeJInX OpojeBa P BeudnHe
N—-—n+1xn—1xnxN;
MIOIYHU BUIeMMeH3NOHATHN HU3 P Ha ocHOBY Teopeme 6;
s:=0;
fori:=2(n—1)to N:
if ¢ je mapuo then:
for k. =1ton:
s:=s+Pli—-k—-n+1,k—1n—1,n—k-1];
return s;
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5. lIporpamcka peaJjunsaliija U eBa-

JIyaiuja

Y oBOM TOIIaB/by IIPUKA3aHE Cy MIPOrPAMCKE peaju3aliije ajropurama Koju Cy
obpaheHn y TPeTXOJHUM IOTJIAB/bUMA U EKCIIEPUMEHTATHO je yropehena mUXoBa
epUKACHOCT. AJITOPUTMHU Cy MMILJIEMEHTHPAHHU y MPOTPaMCKOM je3uky Python. Y
IIPBOM JIeJIy OBOI' HOIVIaB/ba yropelyjy ce ajropurmu 3a m3padyHasaibe Opoja pa-
3IUYIUTHX TPapUUIKIX HU30Ba JIy?KUHE N KOjU MOTY Jia CaJIpKe HyJle Kao eJeMeHTe,
JIOK Ce y JIPYroM Jiey yropeDhyjy ajropuTvu 3a n3padyHaBaibe Opoja pa3ImauThX

rpadpuUKnX HI30Ba JTyKUHE N KOJU HE CaJpKe HyJie KAO eJeMEHTe.

5.1 Adnaropurmu 3a u3padyHaBamwe |Dy(n)]

Autropuryu 3a u3padyHaBarbe |Do(n)| Kao ynasuu mapamerap uMajy 1eo 6poj n,
a Kao IOBPAaTHY BPEJIHOCT 11e0 OPOj KOjH je jeJlHaK BeJIMIUHU CKYTIa KOJU CaJIPXKU CBE
rpacduike Hu30Be unja je jayxkuua n. Ha ocnoBy anropurama Xasesa u XakuMmuja,
Epnema n l'anana m muXoBUX Bapujalija, OMUCAHUX y TOTJIaB/bUMa 2 U 3, HAIIpa-
BJbeHE Cy (YHKIHje Koje MpoBepaBajy Jjia Jjin je jejan nu3 rpadudku. Ose dyHkimje
cy uckopuithere 3a u3padynasaibe |Dg(n)| Tako mro ce 3a cBe mepactyhe HEH30Be
Jy’KUHE N HEKOM O] OBUX (PYHKIIMja IPOBEpaBa Jia Jiu je Hu3 rpaduydku U yKOJUKO
jecre, pesyaTar ce yBehapa 3a jejan. Pesystar ce mpe oBUX IIpoBepa MHUIUjaIN3Yje
na 0, a Hepactyhu HUBOBU JIy:KUHE N Ce TMPOHAJA3€ PEKYP3UBHO.

Canoxenoct dbyHKIHja 3a uspadyHaBambe |Dg(n)| je orpanumdena oJ03ro mpou-

3BOJIOM CJIO?KEHOCTH (DYHKIHje KOja IIpoBepaBa Jia Jin je Hu3 rpadudku u Opoja pa-

2n—1

" ) pa3mInTuX HepacTyhnx

3IMYUTUX HepacTyhux Hu3oBa jayx)une n. [locroju (

!
kl(z—k)!"

jastHoj cioxkeHocTH, na ¢y u (pyHKIMje 3a uspadyHasamwe |Do(n)| ekcronennujasne

HU30Ba JIy:KUHE N, TJe je (i) = OBakBa (opmyJia oJroBapa eKCIIOHEHIIH-

caoxkenocTn [9].
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Oyukinja checkSequencesRecur 3a ynasnm mapamerap n U QYHKIHjy Koja joj
ce TPOCJIe/ I MPOHAJIA3N PEKYP3UBHO CBE Heolla iajyhie HU30Be JIyKUHE 1 U IPOCIIe-
bernom dyukimjom mposepaBa Jia Jjiu je Hu3 rpacduuku. llapamerap min 3amaje

HajMakby BPEJHOCT KOJy €JIEMEeHT HU3a MOKe Jla UMA.

def checkSequencesRecur(sequence, n, k, index, Dn, minValue, func):
if k == 0:
if func(sequence):
Dn[0] += 1
if k > 0:
if index ==

maxValue

Il
[=]

else:

maxValue = sequence[index-1] + 1

for i in range(minValue, maxValue):
sequence[index] = i
checkSequencesRecur (sequence, n, k - 1, index + 1,

Dn, minValue, func)

Ha ocnoBy ayiropurma Xapesa nu XaKuMuja U lerOBUX U3MEHA, UMILIEMEHTHPAaHE
cy dyukimje HavelHakimi w HavelHakimiWithParityCheck. Oprosapajyhe dpyHK-
uje Koje u3pauyHasajy Do(n) nomohy nampes HaBegenux ¢yukimja cy DnOHavel-
Hakimi w DnOHavelHakimiWithParityCheck. ®@yunknuja DnOHavelHakimi npedbpo-
jaBa rpaduvke HU30Be Jayx)ube n y3 nomoh dgyuxmnuje HavelHakimi. [Ipomensbusa
Dn0 ce naunujaaunsyje Ha BpeaHocT 0, ajaum ce ymMecTo Ie/100pojHe BPEIHOCTH KO-
pucTu Jmmcra jykuHe 1 Kako 61 ce meHa BPEIHOCT MPEHOCHIa KPO3 PEKYpP3UBHE
no3uBe dynrnuje checkSequencesRecur. 3atum ce mo3mBa peKyp3uBHa (QyHKIMI]a
checkSequencesRecur Tako J1a je MUHHMAJIHA BPEIHOCT KOJy €/IEMEHT MOXKEe 18 MMa
jemnaka 0, a dyHkmnuja Koja ce Kopuctu 3a 1nposepy HavelHakimi. Kana dyunkiuja
checkSequencesRecur 3aBpmu ca pajioM BpeaHocT poMmensbuBe Dnl ce Bpaha Kao

IIOBpaTHa BPEIHOCT.

def DnOHavelHakimi(n):
Dn0 = [0]
checkSequencesRecursive([0] * n, n, n, 0, DnO, O, HavelHakimi)

return DnO[0]
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Oyukrmja DnOHavelHakimi WithParity Check je ucta kao dbynxnuja DnOHavelHakimi
¢ TUM IITO ce yMecTo npociehuBamwa dyukimje Havel Hakimi ripociehyje dynkmuja
HavelHakimiWithParityCheck. @yukiuja HavelHakimi koja ce 1mo3uBa y OKBUDY
dyukuje DnO0Havel Hakimi nMiuieMeHTHPa aaropuTaM ONUCAH Yy Ofe/bKy 2.1. Yia-
3HM napamerap (yHKIMje je HepacTyhu HEU3, a IMOBpaTHa BpeHOCT je True ako je

ysa3un Hu3 rpaduykn, a False ako yia3Hun HU3 HUje TPahUIKH.

def HavelHakimi(sequence):
n = len(sequence)
if n ==
return True
while True:
sequence = sorted(sequence, reverse=True)
if sequence[0] < 0: return False
elif sequence[0] == 0: return True
else:
value = sequence.pop(0)
if value > len(sequence):
return False
for i in range(value):
sequence[i] -= 1
if sequence[i] < O:

return False

Oyurmmja HavelHakimiWithParityCheck je ucta kao dyukimja HavelHakimi, m3y-

3€B IITO je Ha MOYETKY (PYHKIU]e J10/IaTa IIpoBepa Ja JIM je cyMa HU3a HapaH Opoj:

if sum(sequence) % 2 == 1:

return False

Kao mro cy mmiiemenTanuje ajropurama 3acHOBAHUX Ha TEOPEMHU XaBeja u
Xaknmuja yrnorpebibere 3a uspadyHasatbe |Do(n)|, Tako cy ynorpebibeHe nmiLie-
MEeHTalluje aJi'opuTaMa 3acHOBaHUX Ha Teopemu Epgema u [ajmama. Pynkmuja
DnOFErdosGallai kopuctu dyukiujy ErdosGallai, dbyukuuja DnOFErdosGallaiShort
dbyukmmjy ErdosGallaiShort, dbyuxknuja DnOErdosGallaiJumping dyukuujy Erdos-
GallaiJumping, a byakmuja DnOFErdosGallaiLinear kopuctu byukmujy ErdosGallai-
Linear. Y nactaBky je npukazana umiiemenTanuja dyukiuje ErdosGallai na ocHoBy

aJaropuTMa u3 ojesbka 3.1.
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def ErdosGallai(sequence):
n = len(sequence)
if n ==
return True
if sum(sequence) % 2 == 1:
return False
for k in range(l, n+1):
left = sum(sequence[0:k])
Ck = [x if x < k else k for x in sequence[k:n]]
right = k*(k-1) + sum(Ck)
if left > right:
return False

return True

Cnmano nperxojHoj, dbyukiuja ErdosGallaiShort npeacraBiba NMILIEMEHTAIN]Y O/1-

roBapajyher ajropurma mator y oje/bKy 3.2. Cienn mweH npukas:

def ErdosGallaiShort(sequence):
n = len(sequence)
if sum(sequence) % 2 == 1:
return False
s=n-1
for i in range(n - 1, 0, -1):
if sequencel[i] >= i:
s = i+l
break
for k in range(l, s+1):
left = sum(sequence[0:k])
Ck = [x if x < k else k for x in sequencelk:n]]
right = k*x(k-1) + sum(Ck)
if left > right:
return False

return True

Asropurtam Epnema n [Namana us one/bka 3.3 nMmiieMenTupas je byukimjom Erdos-

GallaiJumping auju IpuKa3 CJIeau:

def ErdosGallaiJumping(sequence):
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n = len(sequence)
if sum(sequence) % 2 ==
return False
for k in range(l, n):
if sequencelk-1] != sequencelk]:
left = sum(sequence[0:k])
Ck = [x if x < k else k for x in sequencelk:n]]
right = k*x(k-1) + sum(Ck)
if left > right:
return False

return True

Oyukmuja ErdosGallailinear npeacraBiba UMILIEMEHTAIIN]Y JTUHEAPHOT AJrOPUTMAa,

Epnema n l'anana u3 omespbka 3.4. YV HacTaBKy je mpukas3 QpyHKIHje:

def ErdosGallailinear(sequence):

n = len(sequence)
H = [0]*(n+1)
H[0] =0

for i in range(1l, n+1):
H[i] = (H[i-1] + sequence[i-1])
if Hn] % 2 ==

return False

w = [0] *n
for i in range(0, n):
if sequencel[i] < sequencel[i-1]:
j = sequence[i-1]
while j >= sequencel[i]:
wljl =i
jo-=1
wlsequence[i]] = i+1
j = sequence[n-1]
while j > O:
wljl] = n
jo-=1
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for k in range(l, n + 1):
left = H[k]
if k <= wlk]:
right = k * (k - 1) + kx(wlk] - k) + H[n] - H[w[k]]
else:
right = k * (k - 1) + H[n] - H[k]
if left > right:
return False

return True

Y Tabenu 5.1 npukazaHa Cy BpeMeHa H3BPIIaBamba Pas3auduTux (QyHKIHja Y
oJIHOCY Ha I1e0 Opoj m Koju (PyHKIHje IpuMajy Kao yaasau mnapamerap. DOyHK-
nuje Koje cy ynopehene cy: DnOHavelHakimi, DnOHavelHakimiWithParityCheck,
Dn0OErdosGallai, DnOFErdosGallaiShort, DnOErdosGallaiJumping u DnOErdosGallai-
Linear. OBuM pezioMm cy u npukasate y tabenu. Pesyirarn uspadyHaBarmba cy 100u-
jenn na tuporecopy Intel Pentium 6psune 1.90GHz na 64-6utHoM Linux omepatun-
HoMm cucremy. Hajopxka dyukmuja je DnOErdosGallaiJumping, nok je Hajcopuja
dyurmuja DnOHavelHakimi. Ha commu 5.1 mar je rpaduaku npukas mogaraka nu3

tabese 5.1. Ha y ocn qujarpama Hasase ce JorapuTMu BpeMeHa U3BpIIaBamba (PyHK-
nuja.

Tabena 5.1: Jlykuna u3BpinaBarba ajropurama 3a nspadyHaBambe Dg(n) y cekyH-
JlaMa

n HH HHWPC EG EGS EGJ EGL

1 6.8e-6 6.72e-6 7.34e-6 | 7.47¢-6 | 4.24e-6 | 6.65e-6
2 | 1.96e-5 1.66e-5 1.87¢-5 | 1.71e-5 | 9.83e-6 | 2.19¢-5
3 | 7.07e-5 5.4e-5 5.19e-5 | 5.09e-5 3.7e-5 6.18e-5
4 | 2.86e-4 2¢-4 1.92e-4 | 1.81e-4 1.3e-4 2.2e-4
5 | 1.12e-3 7.57e-4 | 6.47e-4 | 6.37e-4 | 5.18e-4 | 8.75e-4
6 | 4.59e-3 2.95e-3 2.46e-3 | 2.42e-3 1.9e-3 3.29e-3
7 | 1.92e-2 1.21e-2 9.52e-3 | 9.26e-3 | 7.35e-3 | 1.29e-2
8 | 7.95e-2 4.89¢-2 3.83¢-2 | 3.69¢-2 | 2.92e-2 | 5.18e-2
9 | 3.32¢-1 2e-1 1.52e-1 | 1.46e-1 | 1.16e-1 | 2.08e-1
10 1.37 8.22¢-1 6.23e-1 | 5.93e-1 | 4.66e-1 | 8.42e-1
11 5.71 3.37 2.52 2.37 1.86 3.35
12 | 2.36e+1 | 1.38e+1 | 1.0le+1 | 9.57e+0 7.45 1.35e+1
13 | 9.86e+1 | 5.68e¢+1 | 4.16e+1 | 3.88e+1 | 2.99e+1 | 5.46e+1
14 | 4.15e+2 | 2.36e+2 | 1.69e+2 | 1.57e+2 | 1.2e+2 | 2.19e+2
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Ciomka 5.1: JlorapuTvmu Bpemena m3BpiiaBamba (DYHKIMja Y OJHOCY Ha YIa3HH I1a-
pameTap n

5.2 Auroputmu 3a uspadyHasame |D(n)

Asropurvu 3a uzpadynasatbe |D(n)| na yinasy gobujajy meo 6poj n u spahajy meo
Opoj Koju je jeJHaK BeJTUIUHHU CKYTIa KOjU CaJIp:Ku rpaduuke HU30BE KOjU HE CaIpKe
esement 0 u unja je myxuna n. Kao n kox uspadynasawa |Dg(n)|, u npu uspaqay-
HaBamy |D(n)| kopumihene cy dyHKIHTje KOje HMILIEMEHTUPA]Y AJTOPUTME OIICAHEe
y noriasbuma 2 u 3 1j. dyuknuje: HavelHakimi, HavelHakimiWithParityCheck,
ErdosGallai, ErdosGallaiShort, ErdosGallaiJumping n ErdosGallaiLinear. Oarosa-
pajyhu anropurmu 3a nspadynasame |D(n)| koju Kopucte oBe QyHKIHje Cy pegoM:
DnHavelHakimi, DnHavelHakimiWithParityCheck, DnErdosGallai, DnFErdosGallai-
Short, DnErdosGallaiJumping n DnErdosGallaiLinear.

3a paznuky ox dbyuknuje DnOHavelHakimi Koja mosusa dpyukmujy checkSequen-
cesRecursive ca mapaMeTpoM 3a MEHUMAJIHY BPETHOCT eJIeMeHTa KOji HU3 MOXKE J1a
cagpxu jemnakuMm 0, Koz GyHKIMja 3a npedpojaBame ckyna D(n) oBaj mapamerap

je moctaBber Ha 1. Ocrarak GyHKIMja ce He pas/nKyje OJ IUMa OAroBapajyhmx
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dyukimja 3 onebka 5.1. Kao npumep ciemu dbyuknuja DnHavelHakima.

def DnHavelHakimi(n):
Dn = [0]
checkSequencesRecursive([0] * n, n, n, O, Dn, 1, HavelHakimi)

return Dn[0]

Oyuxnuja DnWang je nMmiieMeHTannja aaropurMa onucanor y oje/bky 4.1. Osa
dyukiuja ne kopuctu nomohne OyHKIMje U He U3IUCTaBa CBe HU30BE JIyKUHE N,

Beli jupekTHO pavyHa BpeaHocT D(n) 3a yiasHu napamerap 1.

def DnWang(n):
N = nx(n-1)
P

np.zeros((N-n+2, n, n+l1, N+1), int)

# popunjavanje tabele P:
for i in range(N-n+2):
for k in range(n):
for 1 in range(n+1):
for s in range(N+1):
if i <0ork<0Oorl<O0ors<«<Oo:
P[i, k, 1, s] =0

elif i ==
P[li, k, 1, s] =
elif k == 0or 1 == 0
P[i, k, 1, s] =0
elif k > 1
P[i, k, 1, s] = P[i, i, 1, s]
elif 1 > i:

i
P[i, k, 1, s] = P[i, k, i, s]
elif s > 1i:
P[i, k, 1, s] = P[i, k, 1, i]
else:
P[li, k, 1, sl Pli, k -1, 1, s] +
Pfi, k, 1 -1, s] - P[i, k-1, 1 -1, s]
+Pi-k-1+1,k-1,1-1, s+ 1-%k-1]
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s =0
for i in range(n, N+1):
if i % 2 ==0:
for k in range(l, n):
s=s8s+P[i-k-n+1, k-1, n-1, n-k-1]
return s

Oyuxnuja Dn WanglImproved je uMmiieMeHTAIja aJITOPUTMa OITUCAHOT Y OJIeJbKY 4.2
U 1pejicTaBiba yHarpeheme nperxogane dyuknuje DnWang. Y3 momoh BpejiHOCTH
sumDO = |Dy(1)|+|Do(2)|+. ..+ |Do(n — 1)| xojy npumMa Kao apryment, GyHKImja
DnWangImproved uspadynaBa pesy/arar Ha OpxKku HauuH. llonymaBarbe BUINEIU-
MeH3MOHOT Hu3a P je mcto Kao m ko dpyuknuje DnWang u crora je n3ocraB/beHO

13 HapeJHOI IpuKa3a uMiieMeHTalmje dyukiuje DnWanglmproved.

def DnWangImproved(n, sumDO):
N =nx(n - 1)//2

P = np.zeros((N-n+2, n, n+l, N+1), int)

# popunjavanje tabele P

s =0
for i in range(n, N):
if i % 2 == 0:
for j in range(1, n-1):
s=s+Pli-j-n+1,j-1,n-1,n-j-1]
s =2 % s

if N % 2 == 0:
for j in range(1, n-1):
s=s+P[N-j-n+1,j-1,n-1,n-j-1]

return s + sumDO

Y tabesn 5.2 mpuKazaHa Cy BpeMeHa M3BpIaBarba Pa3InduTux (QyHKIMja Y OJI-
HOCy Ha I11e0 Opoj n Koju (byHKIMje NpUMajy Kao YJIa3HU [apameTrap, JOK je Ha
caui| 5.2 jar rpadudKe [PUKa3 JOrapuTaMCKIX BPEJIHOCTH IojlaTaka u3 rabese
5.2. Moxke jfa ce 3aK/by4H Jia je Hajcnopuju ajaroputaMm Xapesjga n Xakumuja. Haj-
Opxku asiroputam 3a n > 12 je ynanpehenn Banros anmropuram. Mehyrum, yna-

upehenn Banros anropuram kopuctu seh uspadaynary spenuoct |Do(1)]+ |Do(2)] +
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Tabena 5.2: Jly»KuHa u3BplaBama ajropuraMa 3a u3padyHaBame D(n) y cekyH-

nama
n HH HHWPC EG EGS EGJ EGL Wang | WImp
1 | 2.5e-6 2.5e-6 2.5e-6 | 2.5e-6 | 2.4e-6 | 2.4e-6 | 1.5e-5 | 2.2e-5
2 | 2.3e-5 2.4e-5 1.9¢-5 | 9.3e-6 5e-6 8.1e-6 | 5.3e-5 | 1.8e-5
3 | 3.8e-5 2.6e-5 2.2e-5 | 2.3e-b | 1.6e-5 | 2.6e-5 | 6.6e-4 | 1.le-4
4 | 1.5e-4 1.1e-4 9.2e-5 | 9.1e-5 | 5.9e-5 le-4 4.7e-3 | 7.7e-4
5 | 6.be-4 4.1e-4 3.3e-4 | 3.1e-4 | 2.3e-4 | 3.8e-4 | 2.1e-2 | 3.7e-3
6 | 2.7¢-3 1.7e-3 1.3e-3 | 1.3e-3 | 9.2e-4 | 1.6e-3 | 7.be-2 | 1.3e-2
7 1 1.1e-2 Te-3 5.3e-3 5e-3 3.7e-3 | 6.2e-3 | 2.1e-1 | 3.9e-2
8 5e-2 3e-2 2.2e-2 2e-2 1.5e-2 | 2.6e-2 | 5.le-1 le-1
9 | 2.1e-1 1.2e-1 89e-2 | 8.1e-2 | 6.1e-2 le-1 1.09 2.2e-1
10 | 8.8e-1 5.1e-1 3.7e-1 | 3.4e-1 | 2.5e-1 | 4.1e-1 2.19 4.5e-1
11 3.69 2.1 1.51 1.36 1.01 1.66 4.05 | 8.43e-1
12 | 1.6e+1 8.81 6.22 5.56 4.12 6.79 6.95 1.48
13 | 6.5e+1 | 3.6e+1 | 2.5e+1 | 2.3e+1 | 1.7e+1 | 2.7e+1 | 1.1e+1 2.48
14 | 2.6e+2 | 1l.4e+2 | 1.1e+2 | 9.2e+1 | 6.8e+1 | 1.1e+2 | 1.8e+1 4.06

Tabemna 5.3: Bpennoctun Dy(n) u D(n) 3a pasnuanre JyKuHe HA3A N

n 112131415 6 7 9 10 11 12
Do(n) | 1|24 | 11|31 ]102 |342 | 1213 | 4361 | 16016 | 59348 | 222117
Dn) |0 1]2| 7 20| 71 | 240 | 871 | 3148 | 11655 | 43332 | 162769

...+ |Do(n — 1)| u xama 6u ce ypadyHaygo u BpeMe IOTPEOHO Ja ce U3padyHajy

speguaoctu |Do(1)|,[Do(2)],. .., |Do(n — 1)|, 6uo 6u ciopuju ox ocaoBror Banrosor

agroput™a. O ajropurama Koju m3padyHaBajy BpeaHocT D(n) camo Ha OCHOBY

BPEJIHOCTU N, HajOp:Ku je ocnoBHU Banros anropuram, a 3atum ajropuram Ep-

nemra u Fanana ca npeckakamwunma. Y tabesnn 5.3 npukasane cy Bpeasoctu Dg(n)

u D(n) 3a pazjmumre JyKuHe HU3a n 3a n = 1,2,...,12.

Banr je zaxBasby-

jyhu cBojum ajropurmMuma uspadyHao ose Bpeanoctu g0 n = 302 [17]. Ha mpn-
Mmep, 3a n = 50, ose Bpemnoctu cy D(n) = 4521950466675832179818009402 u
Dy(n) = 6058319744932638039744838504.
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I'JIABA 5. IIPOI'PAMCKA PEAJIN3AIINJA U EBAJIVAIIJA

Cnuka 5.2: Jloraput™mu BpeMeHa M3BpIIaBamba (QPyHKIUja y OJHOCY Ha YJA3HU I1a-
pamerap n
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6. 3akJpydak

['pacdmukn Hu30BU Ccy HepacTyhu HU30BH YMjU €JIEMEHTH IPEJICTAB/bajy CTEICHE
Hekor rpada. /la 6u Hu3 6uo rpadutuku H0TPEeOHO je Jia UCITyaBa ojpeleHe ycione.
Heke o1 najsnauajuux yciosa jia qu3 0yse rpadutkn o0jaBun cy XaBea u XaKiuMu,
Epnent u lanan u Hem-Busnjamce. OBu ycjioBu ¢y ocHOBa 3a Pa3IHIUTe aJaropuTMe
KOju m3padyHaBajy Opoj rpacuuKux HU30Ba JIYKUHE 1. Y OBOM paJjly UCTPAXKEHU
Cy aJIOPUTMU 3a U3padyHaBare Opoja rpadUuKnX HU30BA JyKUHE N KOjU JI03BO-
JbaBajy Hyjle Kao eJIeMeHTe HHU3a, I'PapUUKNX HU30Ba JyKUHE N KOjU He cajiprKe
HyJle Kao eJIeMeHTe HM3a U rpaduyaknx HU30Ba JAyKUHE N 38 KOje MOCTOjU ITOBe3aH
rpad kao peaymzanuja. Hajedpuxkacuuju ajropurMu 3a ¢BaKu 0J1 OBa Tpu Ipodiema
cy asropurmu u3 Banrosor pajga [17]. OBu anropurmu kopucte dopmyse Koje cy
y cBom pajy bBapuc u Cesunr 1] ussesm u3 Hemr-Bummjamcosor yemosa u nmajy
cioxenoct O(n®). Mako je oBum ajropurmuma epUKaCHOCT M3padyHaBamba Gpoja
rpaduIKuX HU30Ba 3HATHO MMOOOJBIIAHA, HUXOBA Pean3aliija je U Ja/be IMPEBUIIe
BPEMEHCKH 3aXTeBHA, TAKO Jia je 3a caja u3padyHaT 0poj rpadnIKux HI30Ba CaMO

10 Bpeanoctn n = 302 [17].
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