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I'maBa 1

YBOI

Tema oBor pajia je urpa xakeHOyIII, KOHKPETHO HeHA BapUjaHTa, ILJIABO-I[PBEHU
XaKeHOYTIII. 3a MoYeTaK Jajy e OJrOBOPHU Ha IHTamba INTa je Urpa, KaKo ce Urpa,
Koje Bapmjarmuje nocroje. Hakon Tora, dokyc he dbutn Ha MaTeMaTHIKO] perpe-
3eHTaIlllji UT'pe, IJe joj je MecTo y TeOphju hrapa. IaTUM CJIeIN yIIO3HABAIbE
ca BapHjaHTOM HUI'De KOja je yjeJIHO M TeMa OBOI PaJia, IJIaBO-I[PBEHUM XaKeHOY-
IIIOM U TIOCTYIIKOM HM3padyHaBarba BpeaHocTu no3unuje. Ha kpajy ce mpukazyje

I/IMH.HeMeHTaHI/Ija urpe mu aJiropuraMa OLCibUBaIba HO3I/H_H/Ije.

1.1 I'padoBmu

I'pad G je crpykTypa mojataka Koja ce cacToju OJ CKyla 4YBopoBa V u cKyma
rpana F. I'pana oarosapa mapy uBopoBa. (CBakum YBOp MOXKe OUTH €0 jejiHe
n Buie rpada. Iyt om vy 10 vy je HU3 YBOpOBa vy, Vs, ..., Uy IMOBE3AHUX I'PAHAMA
e; = (vi_1,v;)3ai =1,2,.... k [4]. T'pad je ycmepeH, 0THOCHO HEYCMEDEH, aKO Cy My
rpane ypebhenu, ogHocHo Heypehenn maposu. [Ipumep HEeycmepeHOr m ycMmepeHOT
rpada je mar Ha cymim 1.1.

Obunacn rpadoBa cy BeoMa BayKHHU ajJropuT™Mu y Teopuju rpadosa. pa
OCHOBHa aJITOPUTMa Cy TpeTpara y JyOWHY W IpeTpara y MUPUHY. 3a OBaj pajl
duran je asropuram nperpare y ayouny (DFS, enrt. depth-first-search). Ipusmumn
aJIrOPUTMAa je OIMCAaH Ha IpUMEpPY oOmIacka mecra y okpyry. I'pad G omrosapa
HEKOM OKPYTy yHyTap JpxKaBe. UBOpOBH Cy MecTa, a rpaHe Cy IyTeBu m3melhy
mecrta. Ilup je oduhm cBa mecrta. JIBa mMecrta moBe3yje camo jeman nyT. Hneja
je Ip:KaTh ce IIyTa JIOK I'OJI Cé He CTUTHE JI0 MeCTa M3 KOI' HeMa HOBOI myTa. Ha

pPacKpCHUIIaMa Ce OCTaBJbajy 3acCTaBUIle U OUPA Ce jeJIaH OJT IIyTeBa Ka HeroceheHnm
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ONESONOIING
G ©® O~ @
a) b)

Cnuka 1.1: Heycmepen u ycmepen rpad

MecTuMa. 3aCTaBUIlA Ce MOCTaBJ/ba CaMO MPBU YT KaJja ce johe /10 pacKpCHUIIE.
Kama ce odbuhy cBa mecrta /10 KOjuX BOJie IyTE€BU W3 pacKpcHHUIle, Bpaha ce 10
pBe cienehe packpcHmIle KOja mMma Hermocehena mecta. OBa pacKpCHUIIA BUIITE
Hehe doutu nocehena. Y TepmuHoJIOrHju rpadoBa, 0 MOYETHOI YBOpa IIpaTe ce
rpaHe Koje Bojie /10 Hertocehennx YBopoBa. CBaKu YBOp KOju je mmocehen ce gomaje y
JimcTy nocehennx ¥Boposa. Kaia u3 mosia3zHor ¥Bopa cBe rpate BoJie Ka rnmocehenum

YBOPOBUMA, IpeTpara je 3aspirera. DFS odbuiazak je maycrpoBan va caurm 1.2.

DFS
[ 1] o [ 1]

Cruka 1.2: Obunazax y ayouny

1.2 OcHoBe urpe

XakeHOyII je urpa 3a JiBa urpada. llocToju jemHodojum, 3e/1eHU XaKEeHOYII, U

BUIIIEDOjHE BapHjaHTe, IIJIABO-IIPBEHU U IIJIABO-I[PBEHO-3e/IeHn XakeHoyt. [lprex,
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KOJUM ce 3aJiaje UT'pa, ce CACTOjU OJT XOPU3OHTAJHE JTUHNUjE, KOJy Ha3UBaMoO TJIO, 33
KOjy Cy TIOBE3aHM U U3HAJ] KOje ce HaJja3e CBU Jie/ioBu 1prexka. CBaku J1e0 1prexKa
IIOBE3aH je 3a TJIO jeITHOM WJIM BHWINE JIMHUja. Doja JIMHWja 3aBUCU OJI BapujaHTe
urpe. [Ipumep npreka 3a Urpy ILIABO-IIPBEHOT XaKEHOYIIA je TPUKA3aH Ha CJIUIN
1.3, 3esrenor xakenOyta Ha cauiy 1.4 u npuMep I1aBO-I[PBEHO-3€JICHOT XaKeHOYIITa,

Ha cjunu 1.

—_—————— i i P i i e i 5 i e A

Cauka 1.3: IlnaBo-tipBenn xakeHOyTIT

T

Ciomka 1.4: 3esileHn XaKeHOYyII
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Cauka 1.5: [l1aBo-3esieHo-1pBeHN XaKEHOYIT

[Iprexxy KOju onucyje Urpy MoxKe ce IpuIpyKuTu rpad, koju omoryhyje dop-

MAaJI3AIA]Y:
e Tito ce mpejicTaB/ba MOCEOHUM YBOPOM, T3B. 'HYJITH 9BOP .
e Jlunwuje cy rpane rpada.
e Ocranu uBopoBU rpada Cy 3ajeHNYKe TadKe T'PaHA.
e Boje suHUja ce mpuapyKyjy rpaHama.

JlBa urpada xakeHOyIIIa Cy .e6u U gecHu urpad. Jlesu Ha CBOM IOTE3y MOXKeE Jia
YKJIOHU jeJIHy TJIaBy I'PaHy, JOK JIECHU MOXKe Jla YKJIOHU jeJIHY IIPBEHY I'paHy KaJl
je Ha mote3dy. ¥ BapHjaHTHU UTrpe TJe Cy IOoJp:KaHe U 3ejieHe T'paHe, 00a UIrpada
Mory jga ux ykjone. llo ykmamamy rpane u3 rpada, Takohe yKjamajy ce cBe
rpaHe Koje caJip:Ke IBOPOBe JI0 KOjUX He MOCTOjuU IIyT oJ1 HyJATor uBopa. [lodemnnk
urpe je urpad KOoju OJurpa IOCJIeIHN I0Te3, IITO WIYCTPYje MPUMED Ha CJIUTN
1.6.

Urpy je mako 3amMuc/jiuTu ako rpaHe MpeJICTABUMO Kao JIyr'y/bacTe OAJIOHe Ha-
JIyBaHe XeJIMjyMoM, a rpad Kao CKyI OajioHa Koju cy MelycoOHO Be3aHU KpATKUM
KOHIIMMA IIPU YeMy je MaKap jeJIaH NpUYBpIIheH 3a TJ10. DyiremeMm OajoHa 3a-
IIpaBO YKJamaMo I'pany u3 rpada, a OHM OAJIOHH KOjU OjjieTe Cy I'paHe uuju

YBOPOBU HUCY IIOBE3aHU IIYyTEM Ca HYJITUM YBOPOM.
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.. )

Cnuka 1.6: IIpumep urpe 1miaBo-IpBEHOT XaKEHOYIIIA
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OcHoOBHU 1TOjMOBU U AedUHUIIN]jE

XakeHOy1 crajia y KOMOMHATOPHE UT'Pe 3a JIBA Urpada. ¥y OBOM IOIJIABIBY CYy
00jallribeHr OCHOBHU TIOJMOBH y Be3U ca KOMOMHATOpHUM urpama. Hakon Tora je
IIPeICTaB/bEH TLJIABO-TPBEHH XaKEHOYIII U CBE IITO je TOTPEOHO 3HATU O UTPU KaKO
On padyHarbe IO3UIMje W UMILJIEMEHTallja, Koje cjele KacHUje y TeKCTY, OnJIe

jacHe.

2.1 KombuHaTopHe umrpe 3a JABa urpada

Y KOMOMHATOPHO] TEOPHUju Urapa I0CTOoju JocTa Kiaacudukaruja. KomOuna-
TOPHE UTr'pe ce MOTY IIOJIeJINTU Ha IPUCTPacHe U Henpuctpacue urpe. [Ipucrpacna
urpa je urpa y Kojoj Moryhu rmore3m 3aBuce He caMO OJi TPeHyTHe mo3unuje, seh
U OJ1 Urpada Koju Tpeda ja ojaurpa mnore3. PakTop 1Mo KOM ce paz3iuKyjy Urpadn
Moxke Outu doja urpada. [Ipumep mpucrpache urpe je max, riae jeJaH urpad mo-
Mepa caMo desie purype, a Apyru camo mnpue. Koy HenpucTpacHUX Urapa, je mHa
paznuka m3mely JiBa urpada je Ko urpa npsu. l[Ipumep HenmpucTpacue urpe je
unM. Hum je urpa 3a jiBa urpada y K0joj UTpAvl HAUMEHUIHO Y3UMA]y MpPeJIMeTe
ca jemHe o1 dap JBe TOMuUJIe, HIIP. muouie u3 Kytuja. rpau mopa mga y3me Oa-
peM jemHy MHMOWITY KaJa je Ha IIOTe3y, a MOXKe Jla y3Me HajBUIlle TOJUKO IHOUIA
KOJINKO WX UMa Y KyTHju. ¥ jeJHOM IOTe3y ce He MOTY y3eTHU IHUOUIE U3 BHIIE
kytuja. [lub urpe je me yzeru nociemmy mumouity. Jlpyra mosesa je Be3ana 3a
JIOCTYITHOCT WH(pOpMaIja UrpaduMa: IIOCTOje UI'Pe Ca MOTIIYHOM U HEIOTIIYHOM

uadopmanujom. rpe ca mormyHoM nHbOPMANIjoM MoapasyMeBajy na [3]:

e O0a urpada 3Hajy MpaBuUa Urpe.
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e Oba urpada 3Hajy KO je Ha MOTE3Y.
e Oda wrpada 3Hajy TPEHYTHO U CBa MPETXOIHA CTAha UIPeE.

e He mocroju morahaj y urpu koju ce ociama Ha BepOBATHONY (HIIp. HCXOJ

Dallama KOIKHIIA, U3BJIAUYEHhe KAPATa).

[Tpumep urpe ca normyrnom uwHdopmalmjom je max. Vrpa ca HenoTiryHOM HHEOP-
MAaIljoOM je UI'pa KOoja He HCIyHhaBa jeJlaH WM BUIINE yCJI0BA Urapa Ca MOTILYHUM
nndopmarmjama. [Ipumep urpe ca menoTiynoM nHMGOPMAITjOM je guaema 3aTE0-
peruka (eHryt. prisoner’s dilemma). JIBa KpuMmuHAJIIA Cy yXBalieHa HAKOH IJbadKe,
MTOJTUIINja WX UCIUATYje pa3/IBOjeHO, HeMajy HAdIWH Jla KOMyHUInpajy. AKo odbojura
He NPU3HAjy 3JI0YUH, MOTY OUTHU ocyl)eHH caMoO 3a HHKU MPECTYIl ca Ka3HOM O]
JiBe TomHe. AKO jeJlaH MPpU3HAa U THMe H3J1a JPYTOr, OH CJIYXKH CaMO TOJIMHY JIaHa,
JIOK JIDYTH CJIy?KW 9eTUpHU TrojgmHe. AKo ce jiecu Jia 00OjWIla NPU3HA]Y, OOOjHIla
nooujajy kKasuy ox 4 roguae. C 003MpOM Ja Cy 3aTBOPEHHUIIN PA3IBOjeHH, HEMAjy
nHdOpPMAIIjy O JAPYTOM U TUMe He 3Hajy TyDHu M0Te3 U U3 TOI pa3jora ce paju
O UI'PU ca HemoTHyHOM uHMopmanujom. Behwmna kapramkux wurapa cy urpe ca
HEITOTIIYHOM WH@OPMAIII]jOM jep UTpavdi He 3Hajy KOje KapTe TPEHYTHO IOCEeyjy
IIPOTUBHUIIA, TIOpPEJ], TOra Melllalbe Kapara JIOBOJU 0 HENPEIBUIUBOCTU KOja je
ciesieha KapTa Koja yJia3u y Urpy.

XakeHOy1I je urpa ca KoMmiieTHOM mHpopmarmjom. Oda mrpada 3Hajy KakKO
U3TJIe/Ia UHUIA]AJTHU T'pad, BUJIe CBAKU 1IOTe3 IPOTUBHUKA M HE MOCTOjU HUKAKBA
Tajua nHOpPMaIja KOjy je/IlaH oJl IbUX 1oce/iyje. ¥y 3aBUCHOCTHU O/ BAPUjaAHTE UT'Pa
MOYKe OUTU IPUCTPACHA WI'Pa, IJIABO-I[PBEHU U IJIaBO-3€JIE€HO-IIPBEHN XaKEHOYTII,

WM HEIIPUCTPACHA, 3€JIEHU XaKEeHOYIII.

2.2 IlmaBo-1pBEeHM XakKeHOYIII

[InaBo-1ipBeHN XaKeHOYIII je Urpa ca cjaegenuM mpaBUInMa:
1. Ilocroje camo JiBa Urpada, Ae6u U gecHu.
2. TlocToju mmoveTHa MO3UIH]A.

3. Jacmno cy nedunmncana nmpaBmiia KOju Urpad MOXKe Jia OJIUTPa KOjU IOTe3 Of

cBUX MOTyhux.

4. Jlesu m gecHu HAM3MEHUYIHO BYKY IIOT€3€ JI0 Kpaja UTrpe.
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5. Oba urpada 3Hajy IITa ce JelraBa, MOCeLy]y KOMILUIETHY HH(MOPMAIIH]Y.

6. He nocroje noresn koju ce ociarmajy Ha BepoBaTHONY (HITp. Daljame KOIKHUIa,

MeIabe KapaTa).
7. 1lpBu urpad Koju He MOXKe Jia OJIUTPa MOTE3 je U3ryOuo.

8. IlpaBmia cy Tako neduHHCAHA J1a ce UT'Pa YBEK MOpa 3aBPIIUTH jep he HeKu
urpad ocraru 0e3 more3a. OBO ce Ha3WBa yCJIOB 3aBpIlaBama. He mocToje
napruje y kojuma je moryhe jia ce moTe3m MOHAB/BAjY, IIITO OM OHEMOTryNmIO

Jla ce urpa 3aBpiiu |2].

IIpumep 1. Ha ciunm 2.1 je nmpuka3s jeJHOCTABHE TO3UIN]j€E TLJIABO-IIPBEHOT XaKEH-
Oyma. ¥ oBoj mo3unuju gecru pacrnosiaxke ca 10 rpana, JIok aesu uma 6. I'pad je
rojieJbeH Ha JIBa Jies1a, jeJlaH caMo ca IJIaBUM U jeJlaH CaMO Ca IPBEHUM I'DaHaMa,
U3 dera cjeau Jia HUjeJaH OJi Wr'pada He MOXKe Jla yTU4Ye Ha WPy JAPYror CBO-
jum noresuma. [loJ ycsioBoMm j1a 0da mrpada ykJjamajy rpaHe Tako Jia UCKOPUCTE
cBe mote3e, gechu mMa 4 moresa npegHoctu. Kako rojg sesu jga ogurpa, UIrpao
IIPBU WJIK JIPYTU, HE MOXKe Jia I00eU Y OBOj UTPHU, IOJ YCJIOBOM Ja GECHU UI'Pa

OIITUMAaJIHO.

Cauka 2.1: JeanocraBua urpa

Hedbuunumja 1 (Hynra urpa). Hynra urpa (enri. zero-game) je urpa y Kojoj

WUrpad KOjU je IPBU HA MOTE3y YBEK I'yOU.

IIpumep 2. Ha caunu 2.2 nanaze ce Usuna u [lepuna. Msuma je npejacraBibeH

ca 19 mraBux rpana, a Ilepuna ca 19 npsenux rpana. llocraBka je camana Kao



I'IABA 2. OCHOBHH 1I0JMOBHU 1 JIE@UHUITNJE 9

y mpuMepy 1, ¢ TUM Jia OBOT' IIyTa 00a Urpada MMajy Ha paclojaramby UCTU OpOj
nore3a. Jlakie, ako .sesu W gechu WIpajy HAU3MEHUYHO, IIPBU UTpad he NpBU

ocTaTHu 0e3 Ioresa.

Chnuxka 2.2: Usuna u Ilepuna npe npenupke

IIpumep 3. Ha cimmu 2.3 nonoBo ce nasaze Vsuna u Ilepuna koju cy mpes-
craBbenn ca 19 mnasux u 19 npeenux rpana. CBaku of mHUX cajap:ku 19 rpana,
aju Buine Hucy jeanodojum. Opa gBa rpada, ako ce Ooje He y3My y 003up, CY
njienTuydna. Pacnopes Ooja rpana je mHBep3aH, Tj. CBaka ILiaBa rpaHa Ha lBurm
je nipBeHa rpaHa Ha [lepurn u 0dpuyTo. CIMYIHO Kao U y TpuUMepy 2, urpad Koju
je Ipyru Ha IoTe3y Tpeda camo Jla UMUTHUPA MOTe3€ IMPBOI' U YBEK he 1modeanuTu,

Tj. npBU he U3ryouTu.

Cauka 2.3: Usuna u llepuma nocsie npernpuke

[TocToje mo3unuje ka1 jeslan oj Urpada UMa HEKOJUKO MOTe3a MPEHOCTH, T10-
CTOjHW HYJITa TO3UIAja Tj. HyJIa IIOTe3a MPEIHOCTH, a JIa JIU ITOCTOJU TTO3UITHja Kal

je TIpeTHOCT Mame OJ1 moTe3a’



I'IABA 2. OCHOBHH 1I0JMOBHU 1 JIE@UHUITNJE 10

ITpumep 4. Ha counu 2.4(a) ne6u uMa OYUIIIEIHY MPEIHOCT, AKO UI'Da IPBHU ay-
TOMATCKH je T00eIN0, a aKO Urpa JPYTH, geCHu UMa MPUIUKY J1a OJUrPa IMOTE3,
aJIM HAKOH Tora J4esu omer modehyje. a s To 3HAYUM 12 se€6u UMa MOTE3 IPE/I-
Hoctu? Ciuka 2.4(b) maje 0AroBop Ha TO MUTAME TAKO IITO C& gECHOM JOJaje e
more3. [la je sesu mmao 1eo 1moTes3 MpegHOCTH, JTO0AABAKEM IEJIOT TOTe3a JECHOM
ou 3Haumwio Ja je rpad Ha caumu 2.4(b) Hysara urpa. AKo sesu uUrpa IpBH, OH
Opurre jeuHy rpaHy Kojy UMa, aju TO OCTaBJba gecHOM II€0 ITOTe3 KojuM modelhyje
maptujy. AKO gechu wrpa TpBH, OH he OOpHCATH MPBEHY T'PAHy KOja Ce OCJIamba
Ha IJIaBY, TUME Ce€ JI00Wja HyJITa Urpa TJe Ae6U WUIPa JAE6U IPBHU, JaKje T'yOu.
OBo 3Ha4M /1a 2€6u yBEK I'yOU IITO 3HAYH JIa A€6U HEMA I€0 MOTe3 IMPETHOCTU Ha
cimu 2.4(a). Kosmka je 3ampaBo onzja merosa npennoct? Crnajamem rpadosa
2.4(a) u (b), modbuja ce rpad (c). Osum he ce nokazaru na je nosurmja 2.4(a)
BpeIHA % rmore3a, jep Cy JBe Komuje Tor rpada KOMIE30BaJie JIOJATHOI II0Te3a
gecrom M THMeE je J00ujeHa HyaTa urpa. AKO .e6u Urpa IpBU, OH OPUIIE je/IHY O
JIaBUX TpaHa u TuMe ce jgoduja cimka 2.4(b), nakne gecru ysek modehyje. Ako
gechu Wrpa MpBU, UMa 3a ONIU]y Ja OpHINe WU CAMOCTAJHY IPBEHY I'DaHy WJIN
HEKYy KOja Cce OcCJIarma Ha IJIaBy. ¥ IPBOM CJIy4ajy, 0OeJla €607 je OuuriaeaHa. ¥
JIPYTOM CJIydajy, HAKOH INTO gecHu MU3DPUIIE jedHy O]l JBe TOpHe IpPBEHEe T'PaHe,
aesu Tpeda Ta OpwuIne CylnpoTHY ILIaBy rpany. 1y ce 100Hja Hy/ITa UIpa y KOjoOj
gecnu UTpa TpBH, Jakje qesu mnooehyje. C ob3upom j1a je mokasaHo Jia je rpad
(c) HynTAa Wrpa W 1@ gechu WMAa Ie0 MOTe3 BUIE, J0JIa3UMO JI0 3aKJbydKa JIa je

no3unuja Ha cauny (a) CTBApHO BpeAHa 3 HOTe3a [2).

(a) (b) (¢)

Ciuka 2.4: Ilo3unuja BpeiHa 10J1a IOTE3a,
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OapebhuBame BpeJHOCTU ITO3UIINje

BpeamocT mozuniuje ce MoxKe CXBATUTU U KAO TPEHYTHO CTalbe UIPe, KO Of
urpada y JIaTOM TPEHYTKY HMa IPETHOCT. Y OBOM TEKCTY, BPEJTHOCT IO3WIIje
je Beh mekonmKo myTa cromenyTa. Bpemanoct mosunuje rpada ca cimke 2.1 je
onpehena Ha MHTYUTHBAH HAYUH, Oy3UMAEM OpOja IPBEHUX O] Opoja IJIaBUX
rpaHa. 3a KOMILUIMKOBAHUje TIO3UIIMje OBAKAB IIPUCTYII Ce He MOXKE KOPUCTUTHU, KO
IIITO je TPUKa3aHO KacHUje y TekcTy. Ha mpumepy 2.4 je nokazano ma rpad ca
ciimke (&) MMa BPEIHOCT Of % Hauwmn na Koju je 0BO TTOKa3aHO je IPUXBAT/bUB 34
rpadose oj1 011 2-3 rpaHe, JIOK je 3a Behie HempakTUYIaH.

Y 0BOj rIaBU Cy IIpeJICTaB/bEHN HAYWHU padyHama TpeHyTHe nosunuje. Kog
OIEILbUBAIbA je OUTHO HAIIOMEHYTH Ja Ce OIeHa Jaje Yy OIHOCY Ha €607 Urpada.

AKo je oreHa T BpeIHOCT TPEHYTHE IO3UIMje OHJIa Tpeda Ja BayKu Jia 3a:
e z < 0, snesu rydwu,
e x — 0, pasu ce 0 HYJITO] UT'PA U
e = > 0, sesu odehyje.

Y HacTaBKy ce IIpUKa3yje KaKO ce MOKe M3padyHATH BPEIHOCT IMO3UINje aKO

ce pajid o JIaHILy, CTA0JIy U IIPOU3BOJHHOM Tpady

3.1 PauyHaime BpeJHOCTH JIAHIIA

Y xakeHOyII urpama d4ecT CJIydaj cy JaHiu, rpadoBH KOJ KOjUX He IMOCTOjU

pauBambe, Beh cy cBe rpaHe y HU3Y, Kao0 IITO je IPUKa3aHO IIPUMEPOM Ha, CJIUIH 2.4.

11
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3a onpehuBame BpeIHOCTH JIAHIA MOXKe ce Kopuctu merona Ensuna Beprekamira
(Elwyn Berlekamp, [1][2]).

Cauka 3.1: IIpumep Janma

[IpBu xopak kom Bepiiekammiose merojie je onpehuBare 3HaKa orene. [Ipsa
rpaHa oji Tjia ojapebhyje 3HaK OIeHe, IJIaBa 3a MO3UTUBHY, IPBEHA 3a HETATHBHY
orneny. CBuM rpaHaMa Koje Cy HcTe 0Oje Kao IpBa J0Je/byje ce BpeaHocT 1,
a rpanama cyrnporae 0oje Bpemuoct 0. U3yserak cy rpane Koje cuaja oumnapha
wawka. UBOp KoOju cIiaja MpBe JiBe TpaHe Pa3jIndIuTHX O0ja ce HA3WBa OMHApPHA
TavyKa 1 THUM I'PaHaMa C€ He HpH;[py)KyJe HHUKaKBa BPEIHOCT. CBe BpeaHOCTHU IIpe
OmHapHe Tadyke ce cadbwpajy Kao jeuHuile. BpeHOCTH HAKOH OMHapHE TadykKe ce
rocMaTpajy Kao 1udpe OuHapHOr Opoja. ¥ 3aImc TOr OMHAPHOr Opoja ce Jojiaje
1 ma xpajy. Ako je b; i-Ta mudpa garor dmHapHOr Opoja M3a OMHAPHE TadKe U aKO
je m opoj mudapa dmHapHOT OpoOja, BPEJIHOCT TOT OMHAPHOI OpOja ce padyHa II0

dopmyu:

3o (3)

Ta BpeaHoCT ce cabupa ca OpojeM jeJIMHUIA JieBe CTpaHe OMHApHE TadKe U TUME
je modujena oreHa JaHna. AKo je mpBa rpaHa Ouja IpBEHA, Pe3yJTaT Ce MHOXKH

ca-1.
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/oxas. Jlaman L myknHe n rpaHa ce cacToju u3 3 fesa: jeTHOOOJHHU JI€0 JTyKUHE M
rpaHa, OMHApHA Ta4vKa KOjy YMHE JBe I'paHe pa3jnduTe Ooje W Pel JIy:KuHe N-Mm-2

rpata. AKO 3HaMO Jia je cyMa IIPBUX n OpojeBa, IJie je CBaKu OpOj (%)Z 3a 1= 1..n,

1

n
5) , pen ce MoOXKe TIPEeJICTAaBATH Kao:

by - (%)erg- G>+...+bn-(zn):1— (%)n—zn

- Zzn;u by (%)

OpOj KOjU TIpeJICTaB/ha CyMy CBUX CTEIIEHa % rae je b; = 0.

jeaHaka (

rJie je

baza nagyknuje: n =1

ITocToje nBa ciayvaja:

1 \' 1 1
b: = — db“ ]_— — — :]_————:
Bab =0, 2z 5 pa se dobija (2) 21 5 3 0
Bab =1 =0 dobija 1 Ly’ =1 1 0—1
ab =1, 2z =0 pa se dobija 5 z1 = 5 =3

NanykTuBHa xumoza: 3a n = k go0nja ce n3pal

1 1 1\* 1\*
by- (= by - | = et b =] =1—-(=) —
NunykruBau kopak: [locmarpamo pemn jgyxune n = k + 1

Tana je n3pa3 u3 TBphema jeaHak

1 1 1 k 1 k+1 1 k+1
b (3) #oer(5) e (5) #oe(5) =1 (3) e

rIe je
Zky bk+1 = 1
Zk+1 =

Zk 4 3, bpp1 = 0

. k+1 .
Ako ce Ha WHJIYKTHBHY XHUIIOTE3y J10/Ia jOII U (%) ca 0de cTpaHe jeJHAKOCTH,

noouja ce caeneha jemnaoct:

1 1 1\ 1\ F+1 1\ F 1\ B+
b1'<§)+b2‘(1)+--~+bk‘<§) +bk+1'(§) =1—(§) —Zk+1+bk+1'<§)
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[Tocroje nBa caydaja by = 01 bgyq = 1.

1 k 1 k+1
—1—-(=) = -
(z) —#+ ()

Cayuaj bpyq = 1:

2k+1_2k
= e g T
2k . (2—-1)
R T
:1—%—%“

Cayuaj bgyq = O:

N—
-

>iw "0
)

N~ N~ N -

||
7~ N -~/ N -~/

B 2k 2 1 k+1
1
:1—W—2k+1

]

IIpumep 5. Ha cimmu 3.1 je maT janaii 3a Koju je, y OBOM IPUMEPY, JTEMOHCTPH-
pana BepsiekamiioBa metosia. IlpBa rpana je HeraTuBHa, IITO O3HAYMABA HETATUBHY
oreny. Bbunapna Tauka je uamelhy tpehe u yerBpre rpane. C jieBe cTpaHe OuHapHe
tadke 30up je 2. C mecue crpane modujen je domnapuu o0poj 010 Ha KOju je momar
1, makse 0101. Bpeanoct Tor opoja je %+1-%+0-%+1-%6 = %. CabupameM JieBe u
JlecHe CTpaHe JI00uja ce 21—56. Kao mro je na moyerky pedeHo, nmpBeHa rpaHa 3Ha9IH

. . 5
Jla je pe3ysITaT HeraTuBaH, Tako Jia j€ KOHAYHU Pe3ysTar -2 %.

Jpyru npuctyn Koju Moxe ja ce npuMmenn je merona Tea Ban Pyma (Tea van
Rud) [2]. IIpucrym je cimgan, CBAKOj IIaBOj TPAHU Ce JI0/Ia BPEIHOCT 1, a IPBEHO]

BpeaHOCT -1. Bunapna Tadka mocTOju M y OBOj METO/IH, ajid 00e T'PaHe OMHapHE
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TayKe OBOT IIyTa yja3e y PAdyHHILy IIPU YeMy ce He Jiojiaje 1 Ha Kpajy OMHapHOT

opoja.

IIpumep 6. Y oBoM mpumepy ce 3a JiaHall ca cauke 3.1 JIeMOHCTpUpa MeTo/a
Tea Ban Pyma. Cpakoj miaBoj ce mogenu Bpeanoct 1, a mpsenoj -1. Ox manma
nodujena je ciepeha padyHuna: —1—1—1+%+}1—é+%6 = —21%. Moxke ce mpumeTuTn

Jla OBa METOJIa Jiaje MCTU pe3yJiTaT Kao n bepjekaMmnoBa MeTojla y TPUMEDPY o.

BepnekammioBa merona je mHBEpTHUOW/IHA, IITO 3HAYU Jia C€ O] OIEHE MOXKe
KpenpaTu Jianal Koju uma 1y oreny. OreHa ce cacToju U3 JiBa Jiejia, 1mejor opoja
x u pasziaomka y. Ileo Opoj mpejicTaB/ba HU3 rpaHa UCTe Ooje Ipe OMHAPHE TavuKe
a pa3joMaK Iocje OMHapHe Tadke. AKO OlleHa He CaJIpyKU MPBU J€0, 11e0 OPOj, TO
3HAYM Jla OMHAPHO] TadKW Ha MpeTxoju Hujeana rpaHa. O 3HaKa OIeHE 3aBUCU
KOja je mpBa rpaHa, IUIyC 3a ILUIaBY, MUHYC 3a IIPBEHY IpaHy. ¥ OJIHOCY Ha 3HaK,
IIPBO Ce HAI[PTA T TpaHa, a 3aTUM I'pPaHe OnHapHe Tadke. HakoH Tora ce pasjioMak
y mpeTBopu y OmHapHuU 3amnuc. llomro ce nmpuimkom ojipehuBama oreHe Ha KpPaj
OmHapHOr 3ammca JomaBajio 1, caja ce Ta jenununa opume. [Ipema 3Haky u
OMHAPHOM 3aIlnCy, JI0/ajy ce rpaHe oarosapajyhe doje. 3a mosutusHy oreny 1 je

wiaBa rpana, a 0 npBeHa. 3a HETaTUBHY OIEHY BaXKU OOPHYTO.

5
16"

OmHapHe Tadke, INITO 3HAYU Jla y JIAHIYy ce HaJjJa3e 3 y3acTOIHEe I[PBEHE I'paHe

IIpumep 7. /lata je omena -2— bBpoj -2 npecraB/ba j1Be IpPBEHE T'paHe IIpe
KOjy IpaTH jeJlHa ILIaBa. BpeaHocT % y dunapuom 3armcy je 0101. Ilomrro ce
NIPUJINKOM padyHarba OIleHa OWMHAPHOM Opojy mojajo 1 Ha Kpaj, Ta jeuHUIA je
n3davena n3 3amuca. Ocrtao je 0poj 010 koju mpejcTras/ba IIaBY, IIPBEHY U ILJIABY

rpany. Cauka 3.1 ojroBapa oBOM HU3y I'paHa.

Kao mro je Beh HanmomenyTo, /1aTe MeTO/e Cy MCKIYYUBO 3a PadyHame BPeJ-

HOCTH JIAHIIA, HE MOT'Y Ce IIPUMEHUTH Ha oduvHe rpadose monyT 2.1 uan 2.3.

3.2 Pauyname BpeaHOCTH IO3UIIHje W IIPABUJIO

jeJHOCTAaBHOCTH

[Ipumep ca ciuke 2.1 je olemeH MHTYUTUBHOM METOJIOM W JIOOUjeH je TadaH
pesyarar. Kao mro je Beh pedeno, oBO je Beoma jeHOCTABAH IPUMEP IITO je
JIO3BOJIMJIO JIa C€ JIAKO M3padyHa TadHA OIEHA 0e3 HeKe METOJa U/WJIH IIPaBUIIA.

[Ipe ynydspuBama y caMm Mpolec padyHarmba MO3UIHje Tpeda YBECTH HOTAIN]Y KAKO
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ce MOKe IIPEJICTABUTH TPEHYTHO CTame urpe. bBmio koja mosurmja G ce Moxe

OKapakKTepHCcaTH U3pa30M cJjejieher odnkKa:

{l(], ll, lg...|7“1, T, 7"3...}

rae lg,l1,ls..., IpeJacTaB/ba Mpesia3 U3 TPEHYTHOI' CTalba y HOBO CTalbe Urpe, Te
cy orerne HOBOT Trpada ly,lq,ls... HAKOH MTO Ae6u oaurpa OWI0 KOju O MOryhux
nore3a. CaudHo, 11,79, 3..., Cy OlleHEe Tpada HAKOT IITO gechy OIUrpa OUJIO KOju
o, moryhux nore3a. Kao mro je Beh manomenyTo, mpeiHOCT 1€607 Ce OCUKABA, Y
[MO3UTUBHUM BPEJTHOCTUMA, & gecHol y HeraTuBHUM. lIpemHocT of jegHOr moresa

3a .1e60% je 1 0K je IpeIHOCT OJT jeJTHOT TMoTe3a 3a gecHor -1.

ITpumep 8. OBom HOTanumjom rpad ca cimke 2.1 ce MOXKe IpeJCTABUTH Kao {-
5, -7| -3}. Jlesu wrpad mma BpEIHOCTH TOTe3a -H U -7 3a YKJIAHAE ILIABUX
rpana. Bpeanoct -5 ce moduja Kaja .4e6u YKIOHU OMJIO KOjy IJIaBY I'PaHy TaKBY
Jla He JoJupyje T10. 30Mp IMpeocTaynX ILIaBUX I'paHa je b, a mpeerux 10, Tako
na je 5-10=-5. Bpemnoct -7 ce modmja Kaja /ey YKJIOHU jeHy TpamHy, OJ JIBE
moryhe, koja momupyje Tio. Kojy rom npBeHy rpaHy gecHu da YKJIOHU JI00Hja Ce
HUCTU pe3yarart, -3, jep Opoj mpeocTajnx IPBEHUX I'PaHa ce He Mema, yBeK je 9.

CamdHIM TOCTYIKOM ce BUIM Ja rpad ca ciuke 2.3 uma Bpegaoctu {-1|1}.

ITocrapba ce murTame, Kako ca JaTuM nHMopMammjama gohu 10 omere? 3a
OJI'OBOP HA TO IHTAME je MOTPEOHO JeMUHUCATH TPABUJIO jeIHOCTABHOCTH (€HIJI.

Simplicity Rule)

Hedbununmja 2 (IlpaBuio jemnocraBuoctn). 3a urpy G ca onmumjama (Moryhum

BPEJIHOCTIMA. )
{lg, ll, lg...|’r‘1, T, 7"3...}

HOCTOjU OPOj T Takas Ja Baxku Jia je Behu oJ] cBakor [; u Mamu oJ] cBakor 7. Bpoj

x Tpeda 1a Oye HajjeJHOCTAaBHUjU OpPOj KOjU MCIyHbaBa 0Baj YCJIOB.

[Ipe nedunucama BpeanocTu Opoja x, Tpeda IMOjeIHOCTABUTH HOTAIHjY. 3a

urpy G ca omnmujama

{l(], ll, lz..."f’l, T, 7’3...}

HeKa Opoj a IpecTaB/ba MAKCUMYM M3 CKyla lg, [, ls...., JOK Opoj b mpejacTaBiba

MHUHHUMYM U3 CKYIa T'g,T1,72....
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Hedbununuja 3. 3a gare dpojese a u b rpada G, HEKA je T BPEIHOCT TPEHYTHE
nosuigje. BpemnocT z-a je 1meo Opoj TakaB Ja je HAjOMMKKA HYJIU U HCIYHaBa
ycaoBe Ja je x>a u x<b. Y cynpoTHOM, ako y uHTepBasy (a,b) He MOCTOjU 11€0

Opoj, = je palmoHAJHU OPOj YUjHU je MMEHUJIaIl HajMarmhyu MOTYNH CTEIeH JIBOjKe.

Jla i1 ce paBMJIO jeTHOCTABHOCTH MOXKE KOPHCTH 3a JIaHIEe KAa0 W 34 IIPOU-
3BosbHE TpacoBe? Hcmoctapiba ce Ja Cy JaHIN HOcedDaH CIydaj W Ja ce Ha IbHX

He MOXKe TIPUMEHUTH IIPABUJIO jeTHOCTABHOCTH, IIITO MOKa3yje cjaejiehu mpumep.

ITpumep 9. Jlanar ca cauke 3.1, uma gare spegaoctu {-3, -2|0, 1, 2}, HakoH cBUX
moryhux moresza oba urpada. Ckynosu ce cBojie Ha BpemHoctu {-2|0} u, npema
IIPaBUJIy J€JIHOCTABHOCTH, JIoOUja ce pe3yJrar -1. ¥ mnpumepy 5 pe3yarar Koju je
JI00MjeH, UMa MIOTIIYHO JIPYTadnjy BPEIHOCT TAaKO Jia OBE JBe METOJe He JIajy UCTe

pesyJTare.

Cauka 3.2 mpukasyje CKOpO CBe O UeMy je OMJI0 pedn Be3aHO 38 OIEHNBAIbe
ILTaBO-TIPBEHOr XakeHOyIma. Cpeanmrmu 'Jemup’ je peasHa oca ca Behnmm map-
KepuMa 3a Iiejie OpojeBe JIOK ce WCIOoJ JIUHHUje HaJja3e oJroBapajyhm XakeHOyIIr
gauamu. Ha commu je mpukazano Aycrpasnjcko OmHaApHO €TadJIo Of 9BOpa -3 0
uBopa 4. BpeanocT cBakor uBopa ce padyHa moMoly HajOIUXKer JeBOT U HajOJIu-
JKer JiecHor, ako mocroje. [louernu usop(usop {|}), Hema Hu HajOMMKK J€BU, HU
najoskm recan. CBU CHOJBAIIHI IBOPOBHU €A JIECHE CTPAHE, y OJIHOCY Ha MOYETHU
YBOp, UMAjy camo Hajosmker jeBor. CBU CIOJbAIbU YBOPOBU €A JIEBE CTPAaHE, Y
OJIHOCY Ha TOYEeTHU YBOP, UMAajy caMo Hajosumker jecHor. CBHM yHYyTpAIIbU UBO-
POBHU MMajy U HAjOJMKU JIeBU U JiecHU YBOp. Hajosmmku JieBU U JleCHU 9BOP CY
IIPEeNy TPEHYTHOT YBOPA, je/IaH OH HbUX je POINTEb TPEHYTHOT YBOPY, JIOK je JIpYyTHU
pojuTe/b IPBOT. BpeHocT uBOpa ce padyHa mpeMa MPaBUINMa PE3UMUPAHUM Y

tadbesu 3.1. PemoBu Tadese Tadbese peoM MpeaCcTaB/bajy:
1. Iloyernu gBOp,
2. YBOPOBE JIECHO O/l IIOYETHOT,
3. YBOpOBE JIEBO O] TTOYETHOT U
4. yHyTpalllihe YBOPOBeE.

[IITo je dpoj jemHocTaBHUjU, OJINKU je KOpeHY cTadJia.
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IIpumep 10. Usop uuja je BpeaHocT % nma Hajommke aBopose {0| 1}. Usop 1 je
HAajOJIMKU JIECHU YBOP U POJIUTE/H YBOPY %, JoK je uBop 0 HajOJIMKU JIEBU YBOp U
posuTesb 4BOpy 1.

o = {l}

nil = )
-1~ {|-n)
2p+1 . p | ptl
2q+1 - 24 29

Tadena 3.1: Hajjennocrasuuja dhopma dpojeBa

IIpumep 11. Tlosunuja na caunum 2.1 je npexacrasbena kao {-5, -7| -3}, ma ce Ha
OCHOBY TIpaBWJIa jeaHOocTaBHOCTH s0oduja orena {-5 | -3} = -4. 3a mosunujy ca
ciauke 2.3 orena je {-1|1} = 0.

Koja je omnena nosuruje ca cimke 3.37 3a 1aTo cTambe IPBEHU HEMa MHOTO I10Te3a,

IITa BUIIE, CAMO jeJIlaH jeJIMHU, JIOK IJIABU UMa MO0CTa MOTYhHOCTH.

1 1 1 _1 1 1
—,4—,6=,7=,8=-,9|10} ={9/10} = 9=

{27 27 27 2’ 2’ | } { ‘ } 2

Osaj npumep uiycrpyje na {njn + 1} = n + % Hekommko npumepa, 6e3 rpada,

JaTtu cy y Tadenu 3.2.

a b X
3 1

22 [ 61 | 3
5022 |10
0| 1 :
1] 5 || 8
4 16 32
A A
47 163 81

25 | 235 || 23

Tabena 3.2: I[Ipumepu npumMene paBuja je THOCTABHOCTHU

[Ipukazanu cy pazuu rpadoBU U U3padyHaTe BPEIHOCTH HUXOBUX IO3UIIH]A.
Hcnocrasiba ce [a ce IpaBUiIo jeJHOCTABHOCTH HE MOXKe YBEK MCKOPUCTHUTH 38, JI0-
omjame orene nozuryje. Pazmorpumo npumep Ha ciaunu 3.4. [Ipumenom npasuia
jemnocraBrocTu goduja ce {0 | -1, 2} = {0 | -1}. Ilpema nedununuju, mopa ma

[IOCTOjU OPOj x Takas jia je Marmbu o b=-1 u Behu o1 a=1, ayi TO OBJIe HUje TATHO.
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Chauka 3.2: Aycrpa/njcko IpBO OpojeBa, peajHa 0ca U XaKEeHOYII JIAHIINA

[Toctoju 1esta kiraca rpadoBa Ha Koje ce He MOXKe MPUMEHUTH IIPABUJIO jeIHO-
craBaoct. To cy crabma. Cpehom muxoBa oleHa ce MOXKe OJPEeJUTH Ha JPYTH

Ha4YWH, 0 YeMy he OUTHM peun y HapeJIHO] TAdKU.
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Cauka 3.3: Ilpumep onemuBama

Cnuxka 3.4: Ilpodiaemaruvan rpad

3.3 Pauyname onieHe ctadiia

Ha ciaunum 3.5a je jemnocraBan mpumep cradia. Camo jegHa rpaHa J0upyje
TJI0, & ocTaTak rpada je Be3aH 3a Ty IpaHy, AUPEKTHO WU UHIUPEKTHO. 3HAK U
oIleHa cTadJia 3aBHUCE OJT I'paHe Koja Joupyje TJo, Tj. o 0oje Te rpane. McTo Kao
U KOJI JIaHAIla, KOjU Cy CIeNUjajHu Caydaj cradasa (IUiaBa IpaHa je NO3UTUBHA
OlleHa, IPBEHA je HeraTWBHA OIEHA). 3a padyHame oleHe crabja MOTpedHa je
oleHa ocrarka rpada Tj. omeHa gesa rpada P, rae je P meo crabia koju ce
J1001ja OpucameM I'paHe JI0 TJIa U MOBE3UBAEM Ca TJOM CBHX YBOPOBA CYCEIHUX
obpucanoj rpann. Ako je Bpeanoct P nmea peasian Opoj x m ako je rpaHa Koja
JIofupyje TJIO TIaBa, OHJa ce oreHa cradiia o3HadaBa ca 1:x. CamdHo, 3a IpPBEHY
rpany, oreHa cradJa ce o3HavdaBa ca -1:x

3a peasian 6poj x, 6poj 1:x (opauHasHa cyma 1 u x ) uMa IPBY BPETHOCT U3
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cepuje:
r+1 24+2 2+3 z+4 +5

1727 4 7 8 7 16 7
KaJ1 oOpojusart mocrane Behu o 1. Mmennsal 6poja Ha KOju ce OBO OJHOCH je T+Nn

a He ij, L, KaJia ce 3aIuiiie Kao HajjeJHOCTaBHUjU parrmonaanu 0poj. Ciauaao, Opoj

(-1):x umahe npBy BpegHOCT U3 cepuje:

z—1 2z—-2 -3 z—4 -5
17 2 7 4 7 8 7 16 7

KaJ1a OpOjuJIall mocTane Mambu o -1[1].

VY ciy4dajy aa ce cradiio padBa Ha JBa ctada P u (), Tama je BpeIHOCT MO3UIIN]je
x+y, Tae je x BpemHocT 3a P u y je Bpemmoct 3a (). OBO je MIIyCTpOBAHO Ha
cimkama 3.5b um c. Jla Om ce modmia KoHaYHA OIleHA CTAdJa HA OBAKO OIMCAH
HaYWH, TOTPEOHO je m3padyHaTu OIeHy ocTaTka cradsia, Tj. P. Omnena crabma P
ce padyHa 10 UCTOM IPUHIINILY KAa0 U KOHAYHA OIeHA, OIEHA CBAKe I'pDaHe 3aBUCHU
oJ1 ene doje u oreHe nperxojne rpane. OtemuBame Kpehe o1 ncroBa Ha J10JI€.
JIucroBu y3umajy oreny 1 3a miaBy rpany u -1 3a 1pBeHy rpany. BpemaHoct jmucra
ce moduja nmpema npasuinma u3 tadese 3.1. Ha coumu 3.6b je npukazano oremeno

JIPBO T7/le Y3 CBaKy I'DaHy CTOjU OIleHa TPEHYTHE IIO3UIMje.

Teopema 1. Orena cradia ce qoduja mpuMeHOM (HOpPMYyJIE Qxfﬁ Ha CBaKy I'paHy

jaror cradia. 3HaK yHyTap (hopMyJie 3aBHCH OJ O0je TPEeHYTHe rpaHe (3a IpBeHe

-, a 3a wiase +). PopMmysa ce MpuUMemyje OJ1 JHUCTOBA K& KOPEHY.

Joxas. 3a naro cradimo T, BpeIHOCT CBake IIaBe T'PaHe ce padyHa 1Mo GopMyJin
;d—tcf, a BPEJHOCT CBaKe IPBEHe T'PaHe 1Mo (hOPMYJIn ;d—icf, TJIe je T BPEIHOCT IpeT-
xoaHe rpaHe. Konauna BpeHOCT cTadJia je HeKu Opoj v.

Baza unpykimje ko ctadia je ciaydaj Kaja rpad cajapKu caMo jeJHy IpaHy U Ta
rpana gomupyje T0. Kao Koj smcrosa, BpeaHocT je 1 3a miaBy, Tj. -1 3a 1pBeHy
T'pPaHy.

3a MHJIYKIIMOHY XHUIIOTE3Y IIPETIOCTaBKa je Ja cradyio 1’ uma BpegHocT v.

YV UHIYKIIMOHOM KOPakKy Jojaje ce HoBa rpana F, y crabmo T, TakBa 1a HacTaje
HoBO ctadsio 1. I'pana F ce momaje uctos crabdbaa 1), Tako Jia je TO HOBa IOCJIE A
rpaHa Koja yJa3W y padyHUIly npu padyHamy Bpeanoctu cradna 1. Cradmo T
“Ma BPEJIHOCT v’ Koja ce padyHa 1o ¢gpopmysn 1:v ako je F miaaBa rpaHa, OJHOCHO

-1:v ako je F npBena rpana. Tpeda nokasaru ja, ako je F miaBa rpaHa, BPeJIHOCT

v’ je TO3UTHUBHA, OJIHOCHO aKo je F npBeHa rpaHa, BpeJHOCT v’ je HEraTUBHA.
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[Ipe mokasuBama Tpeba MOHOBUTU YHILEHUILY KOja je OMTHa 3a KaCHUje JTOKA3W-

Bame. Y dopmyian 2’“%6{, Oupa ce TakBOo d Ja ako Ou mpejctaBuan r + d Kao

pa3jioMak §7 rie je H3/1(p,q)=1 ako je v parmonasan Opoj, Takas ja je p>1 3a
ILUIaBY T'PaHy, OJHOCHO p<-1 3a IPBEHY I'paHy.
Y oxmocy Ha BPEJIHOCT v, IOCTOje JBa CJydaja, Kaja je v 1eo Opoj m Kaja je v
palnuoHaJIaH opoj.

[IpBu ciyuaj je ako je v 1eo Opoj. Y OBOM ciy4ajy, yciaoB Ja je p Behe o
1 mwmm mame o -1, je mernorpedan. Cpakm 1eo OpOj ce MOXKe MPEJICTABUTH Kao
panuoHaJiaH Opoj YMju Cy MMEHWJIAIl U OPOjUJIall UCTU U CAMUM TUM D HUKAJ] HUje
1 omgmocuo -1. ¥V oznHOCy Ha 3HAK Opoja v M 3HAKA KOjU OYEKYjeMO Jia JOOUjeMO 3a

v’, mocToje 4 moryhe KomOuHaIje:

1. v<0,v<0

— /7
V=24 =l =0~ 1 <0,

2. v<0,v >0

d 1
v =3t583ad=—v+ 1,0 = 5= >0,

3.v>0,v'<0

v’:;d—i‘f,3ad:—v—1,v’:—2d%l<01/1

4. v<0,v" <0

/
V=4 =t =y 4+ 1 >0.

Hpyru ciydaj je ako je v pamuonasan opoj. Ilpemyciios je ma 6poj v, koju je
obmmka § mcmymasa ycaos H3/I(a,b)=1. Muenrudno kao 3a 1ene Spojese, omer

ce nenmu Ha 4 Moryhe KOMOMHAIIFje y OJTHOCY HA 3HAKOBe OpojeBa v U v’

1. v<0,v <0

V=gt = T o) <

2.0v<0,v">0

e Akojea <bmb—a > lonnajed=1jep 4% = ;?tl =2¢>0up>
1

e Akojea <bub—a=1,0n1a je d=2 jep 3a d = 1 noduja ce 1a je 44 =
b_T“>0aijep:1. 3a d = 2 nodwuja ce 2'5_;“>0

e Akojea>bu [§]-b—a>1,d=[%]. Creau ;’;i‘f = _Qd%:d = Z}:j =

db—a _ [3lb-a
pat=T = pga=1 > 0
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e Ako jea >bu [{]-b—a=1,d= [¢]+1jepzad = [§]|,d-b—
a = 1, a u3 ropme TavuKe ce BUIU Jia je p = d - b — a Tako ja ycjaoB p >
1 nuje ucnymen. 3a d = [¢|+1,p=d-b—a=[{]-b+b—a=0+1>0.

3. v>0,v"<0

a
v—d _ p~ L+ __ a—b
2d—1 — 91-1 — b <

e Ako je a < bma—b < —loumajed = 1 jep
Oup< -1

e Akojea <bma—b= —1,0ou1a je d =2 jep 3a d = 1 nodbuja ce ma je ;’d%‘f =

“T_b < 0 amu je p= —1. 3a d = 2 noduja ce 2’;;17 <0
a_ a—d-b
e Akojea>bua-[}]-b<—1,d=[%]. Cremn ;’d_ff = ;d,il = 51 =
—d —27b
;20!6!—? = ab-z(dbjl <0

e Akojea>bmna-[¢]-b=-1,d=[¢|+1jepsad=[{],a—d-b=
—1, a u3 ropme Tadke ce BuaU Ja je p = a — d - b tako ja ycioB p <
—1 nuje ncnymen. 3a d = [§]+1,p=d-b—a = [{]-b+b—a =b+1>0.

4. v>0,v" >0

! v+d %Jrl __ at+b
V=g =t =% > 0.

Ba 00a caydvaja cy U3BeIeHN CBU MOT'YNHU C/Iy4YajeBU Uy CBAKOM je MOKa3aHO Ja

ce J100Mja BpeHOCT ojroBapajyher 3uHaka, KoJuka roj ona omita. Kpaj mokaza. [

IIpumep 12. I'pad ca ciauke 3.6a ce jieiu Ha cTad/IO U jeJIHY ILJIaBY T'PaHy, T3B.
Oecriatan 1more3. 3a MoYeTak, Tpeda m3padyHaTH OIeHy cradiia, a OHJA YKYIIHY

omeny. Cradio je BeoMa jeHOCTAaBHO, TpazkeHm opoj je -1:(x+y+z)=-1:9. 2=

1
9-2 9-10 _ _ 1 s 1

5 t1a = —E13- AlaKJIe BDEJHOCT cTadsa je —5. [Jla ou ce noduna onena urpe,
1 ) — oll

moTpedHo je cadpaTu oreHe cBux cradasa, 1 + (—m =35

3a ciuky 3.5a padyHame 0poja 1:x Moxe ce zammcatu kKao l:ix = {0, Lzl |
1:2f}. 0 je oncename miase rpane Koja Besyje 3a 1o a xl u 1:2% cy oncenama nexe
IJIaBe OJIHOCHO TpBeHe rpane. OBa (dyHKIMja Mammpa cBe OpojeBe y MO3UTHBHE
o npuHnuny jeanoctaBaoctu. Jlakse 0 kao HajjesnocTaBHUju Opoj Marmpa 1,
HajjeTHOCTAaBHUjU MMO3UTUBAH OPOj. -1 Mammpa HajjeIHOCTABHUjU MO3UTUBAH OPOj
JIEBO OJ1 1 IITO je y OBOM CiIydajy % CBe 0BO ce MOXKe BUJIETH Ha OMHAPHOM CTadITy
Ha ciury 3.2. Ilomrro cy mo3uTuBHE BPETHOCTH OHO IITO TPaXKXuUMo 3a r>=0 mpartu
ce JIeCHa CTpaHa 0e3 MKAKBOI' padBama, JOK 3a <0 padBa ce Ha IPBOM JIEBOM

YBOPY HAKOH Yera ce IpaTH JieCHa CTpaHa 0e3 OMJIO KaKBOI' JIOJIATHOT padBaiba.
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3a -1:x je ujeja ucta ¢ TUM JIa je IIyT KOJUM ce uie uHBep3 ox 1:x. Jlakmu npuka3s

IIPETXO/THOT TBphema ce MoxKe BujieTn y Tadesn 3.3.

x = -5 4 -3 -2 -1 01 2 3 4
1ZX:%%%%%12345

Tadena 3.3: Tabdesa MO3UTUBHUX BPEJIHOCTH 3a Iiejie OpojeBe

i 1:(x+y+z) ‘ -1:(x+y+z)
‘ ! I
a b

C

Cauka 3.5: OcHoBe pauyHama cTadJia

\ 1 1/2
1 -3/8
\ / 15/8

-3/16

‘ 13/16

Cauka 3.6: IIpumep crabia
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I'maBa 4
IIporpamcka peajm3aliuja

[Iporpam gemMoHCTpHpaA OllekhUBakhe TPEHYTHE MO3UIINje Y UI'PU ILJIABO-IPBEHOT
XaKeHOYIIa Kao U CJI000HY UTPY 3a JBa urpada. [Iporpam je HammcaH y mporpam-

cky jesuky Python kopurnrhemem crangap/mne OUOINOTEKe.

4.1 CTpyKTypa mporpamMa

IIporpam ce nenu Ha TpU IeJUHE:
e Jledpunucame cTpyKTypa,
e Pauyname mosunuje u

e Ciodo/iHa Urpa JiBa urpada.

Hdedunmncame cTpyKrypa

JIBe Kj1ace Koje ce AedUHUINY Yy JIaTO] UMILIEMEHTAIMjU Cy I'paHa rpada u
rpacd. Kiaca rpana mopen nedununuje Hema Hukakse metojie. Kiraca je cadwm-

IbeHa O/JI IIPBOI U JPYTOr YBOpa u 0Oje rpaHe.

class Edge:
def __init__(self, color, start, end):
self.color = color
self.vl = start
self.v2 = end

25



I''TABA 4. IIPOI'PAMCKA PEAJIN3AIIIJA 26

Knaca rpad cagp:ku aucty rpana, 0poj IIaBuX rpaHa, Opoj IIPBEHUX I'paHa U
PEYHHMK YBOPOBa. 3a CBAaKW rpad MOpa Jia MOCTOjU UBOP KOJU IMPEJICTAB/bA TJIO.
VY oBoj nmiiemenTaruju, Taj aBop je '0’. He mocrtoju moryhuoct ma ce apyraduje
HazoBe 4Bop Tiia ocuM '0’. CBH ocTajm IBOPOBU HEMAjy OTPpAHUYEHA Yy CMUCITY
KaKO Ce MOry IPEJCTaBUTH Tj. Ha3BaTU. UJAHOBU JIMCTe rpaHa cy tumna [Kdge.
Peunuk yBopoBa 3a cBaKM YBOP CAJPIKHU JIUCTY HETOBUX Cycela. Y OBOM PEUYHUKY
KJbYdY je YBOp, & BPEJHOCT je JINCTa cycesla. PeYHUK ce reHepwuine MpUJIMKOM WHU-

nujasmmsanuje rpada. AKO je 9BOp JINCT, H€TOB jeIMHU CyCeJl je HEeroB OTall.

class Graph:
def __init__(self):
self.edges = []
self.blue = 0
self.red = 0
self .nodes = {}

Cnenn xKom m objarmmeHe mMeTona rpada: cBaka HOBa rpaHa rpada ce joaaje y
JIUCTY rpaHa rpada, a y OJHOCY Ha O0jy HOBe rpaHe ce yBehaBa oarosapajyhn

opojad.

def add_edge(self, node_from, node_to, color):
edge = Edge(color, node_from, node_to)
self .edges.append (edge)
if color == ’blue’:
self.blue += 1
else:

self.red += 1

Nmvmiementanuja asropurma DES mpatu odjalnmmee Koje je 1aTo paHuje y Tek-
cry. Ilosa3u ce oj1 mpBOr HABEJIEHOT YBOPA M PEKYP3UBHO CE MIPATE IHETOBHU CYCEIN

JIOKJIE TOJI TIOCTOjU CyCeJl KOju HUje Y JIUCTU moceheHnx IBOpOBa.

def DFS(self, node, visited):
if node not in visited:
visited.append(node)
for node2 in self.nodes[node]:
self .DFS(node2, visited)
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Dpucame rpane, remove_edge, ce usBpia KopulihemeM JBe MeTone. lIpsa
MeToj1a, delete edge, dpure 3a71aTy TpaHy U3 rpada 1 axKypupa pPedHUK Cycea.
Hpyra merona, clean_ neighborhood, nomohy DFS-a onpebyje cBe rpane Koje Buile
HuCy yHyTap rpada. Ako rpaHa Bullle HHUje Je0 rpada, oHa ce Takohe dpwurre. Ha-

KOH OBe MeTo/le 3a I'pad BarKU Ja IIOCTOjU IIyT OJ TJIa JO CBAKOT UBOpA.

def remove_edge(self, vl, v2):
self.delete_edge(vl, v2)
self.clean_neighborhood ()

def delete_edge(self, vl1, v2):
for edge in self.edges:
if edge.vl == vl and edge.v2 == v2:
self .edges.remove (edge)
self.remove_neighbor(vl, v2)
if edge.color == ’blue’:
self .blue -= 1
else:
self.red -=1

def clean_neighborhood(self):
visited = []
self .DFS(’0°’, visited)
for edge in self.edges.copy():
if edge.vl not in visited or edge.v2 not in visited:

self.delete_edge(edge.vl, edge.v2)

Pauyname oneHe mo3uliuije

Oyukiuja Hackenbush mo3uBa ¢pyHKIMje 3a padyHarmbe OleHe MO3UIHje Y OJ1-
HOCY Ha Io4YeTHO cTtame rpada. I[lomro nodyernu rpad moxke dutm camMo JaHaIl
WA caMO CTadJI0, Ma CMUCJIA TIO3BATU JIUPEKTHO (DYHKINjy KOja padyHa OIEeHY 3a
Taj ciay4daj. Crabio, tanarl u odnvan rpad nMajy 3acedHe HaUMHE padyHamba KOju
cy u3JjoxKeHe y ryaBu 3. Jlanar m ctabyio mMajy 3ajeJHUYKO TO JIa UX Be3yje caMo
jemHa rpaHa 3a TJIO TaKO Ja Cce Ta JBa Cjaydvaja KacHuje pasasajajy. C od3mpom
na dyukruja Simplicity Bpaha oreny nosuiyje n Hajdo/be OTE3a 33 00a Urpada,

HCTO MOpa JIa Ce ypaJid U y CIydajy JaHIa/cradia.

def Hackenbush(g):
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if len(g.nodes[’0’]) > 1:
return Simplicity(g)

else:
red = 7’
blue = 7’
for edge in g.edges:
if edge.vl == ’0’ or edge.v2 == ’0’:
if edge.color == blue:
blue = edge.vl + ’-’ + edge.v2
for edge2 in g.edges:
if edge2.color == ’red’:
red = edge2.vl + ’-’ + edge2.v2
break
else:
red = edge.vl + ’-’ + edge.v2
for edge2 in g.edges:
if edge2.color == ’blue’:
blue = edge2.vl + ’-’ + edge2.v2
break

break

return chains(g, g.nodes[’0’]), blue, red

Oyuknuja Simplicity 3a qatu rpad oxapelhyje cBaku Moryhu rmore3u JieBOr U JIECHOT
urpada. Csaka rpana u3 rpada ce m3dallyje u padyHa ce OIeHA TPEHYTHE TO3W-
nuje. YyBajy ce caMo IIpBa MojaB/bUBamba cBake orene. Hakon odpaje cBux rpana,
Tj. cBUX MOryNuX IO3UIIN]ja, HAJL CKYIIOM OIE€Ha Ce IPUMEIbYje TPABUIIO jeTHOCTaB-
HOCTHU, KaO IIITO je OIHCAHO JeUHUINjOM 2, MO3UBOM (dyHKIHje int  number, Tj.
dyuxmmje real number, y 3aBucHOCTH O] ciaydaja. TOKOM mposacka Kpo3 rpad,
ImaMTe ce TPEeHyTHe HajOooJbe OlleHe MOoTe3a KOoju 00a urpada MOry Ja OJUTDAjy.
Kana je odbmmazak rpada roroB m Kaja je KoHadHa oreHa ojapehena, dynkimja

Bpaha nHdOpMAaIUjy O OleHN U HAjOO/FUM TOTE30M 3a 00a Urpada.

def Simplicity(g):

blue_values = []
red_values = []

value = 0

blue_best = -10000000000
red_best = -10000000000

red_branch = ’’
blue_branch = ’°’

for edge in g.edges:
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temp = copy.deepcopy(g)
temp.remove_edge (edge.vl, edge.v2)
zero_nodes = chain_nodes(g, temp.nodes[’0’])
color = g.find_color(edge.vl, edge.v2)
if len(zero_nodes) > O0:

value += chains(temp, zero_nodes)

for node in zero_nodes:

temp.remove_edge(’0’, node)
value += temp.blue - temp.red
if value > red_best and color == ’red’:
red_best = value
red_branch = edge.vl + ’-’ + edge.v2
if value > blue_best and color == ’blue’:
blue_best = value
blue_branch = edge.vl + ’-’ + edge.v2
if edge.color == ’blue’ and value not in blue_values:

blue_values.append(value)

elif edge.color == ’red’ and value not in red_values:

red_values.append(value)
value = 0
if len(red_values) > 0:

b = min(red_values)

else:
b =0
if len(blue_values) > 0:
a = max(blue_values)
else:
a =20

a = max(blue_values)

if a ==
result = 0

elif math.fabs(a - b) > 1:
if b < O:

result

int_number(a * -1, b * -1) *x -1
else:
result = int_number(a, b)
else:
x1, yl = a.as_integer_ratio()
X2, y2 = b.as_integer_ratio()
x1l *= y2 / y2
if b < O:

result = real_number(x2 * -1, x1 *x -1, y2) * -1
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elif b ==

result = real_number(x2, x1 * -1, y1) * -1
else:

result = real_number (xl, x2, y2)

return result, blue_branch, red_branch

OyukImju chains MpuUxBaTa JiBa apryMeHTa, rpad U JIUCTY YBOPOBa. UBOpOBU

JaTe JINCTe MOPAajy Ja WCIyHhaBajy JBa YCJI0Ba:
e JIa y JINCTHU CyCeJla UMajy 4BOpP TJa U

® Jla He IIOCTOjU IIyT OJ JIATOr YBOpa JO OWJIO KOT' JPYrOor 4BOpa U3 JIUCTE

cyceJla IBOpa TJIa.

ITomohy dyukiuje is_tree ce ompebhyje ma i ce mosuBa (pyHKIHja 38 padyHARHE
BpeaHoCcTH cTadsia win BpeanocTu Jianna. llpunrmun odmiracka rpada je momyT
DFS-a. Ilponackom Kpo3 rpad, y jucry moceheHnx 4BopoBa ce J1o/aje IpBU IBOP
cBake rpane. Ilpe momaBama y mcty moceheHnx YBOpOBa, IIPOBEpPaBa Ce Ja JIM Ce
TpeHyTHN YBOp Beh Hajasm y JimcTh. Y CIydajy Ja ce HCIyHH OBaj yCJIOB U A
9BOP je Beh y JiMcTh, 3HaYu Jia IOCTOjU padBaihe U3 HEeKe T'PaHe U Jia ce PeKyp3uja
Bpartuia Ha3a Ha Beh mocehen wBop. To 3Haum jma je y muramy cradigo. Ako ce
0Baj yCJIOB HE MCIIYHH TOKOM OOMJIacKa rpada, 3Ha4M Jia je y MUTamby JaHai. ¥
3aBUCHOCTHU O] OjiroBopa (byHKIIMje, TO3UBa ce oAronsapajyha dbyHKImja 3a J1abe
paayname. CBu Mehypesysiraru ce cadupajy u jiajy yKYIHY OIEHYy CBHX cradaJia

u/unm JaHana yuyrap rpada.

def chains (g, nodes):
value = 0
for node in nodes:
visited = []
if is_tree(g, node, visited):
nodes2 = copy.deepcopy (nodes)
nodes?2.remove (node)
tree = copy.deepcopy(g)
for node2 in nodes?2:
tree.remove_edge (’0’, node2)
value += tree_value(tree, node, ’0’, [])
else:
visited = []

colors = []
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chain_colors(g, node, colors, visited)

value += chain_value(colors)
return value

def is_tree(g, node, visited):
if node in visited:
return True
else:
visited.append(node)
for edge in g.edges:
if edge.vl == node:
is_tree(g, edge.v2, visited)

return False

3a JaTu MoveTHU YBOP JIaHIA oapehyjy ce Doje rpaHa Koje ra dnHe, HA OCHOBY
KOjUX ce JIo0uja W BpeHOCT JiaHta mpeMa Tea Ban PymoBoBoj merosau. Ilpuniumn
IPUKYILbakha 00ja rpaHa JaHma je candan DFS-y. O0e dyHKIHje ce m03UBajy

yuyTap dyuknuje chains. Pesysnrar chain_ colors je ynas 3a chain_ value.

def chain_colors(g, node, colors, visited):
if node not in visited:
visited.append(node)
for edge in g.edges:
if edge.vl == node or (edge.v2 == node and edge.vl==’0’):
colors.append(edge.color)

chain_colors(g, edge.v2, colors, visited)

def chain_value(colors):

color = colors[0]
index = 0
while len(colors) > index and color == colors[index]:

index += 1

value = index

if color == ’red’:
value = value * -1

power = -1

while index < len(colors):
if colors[index] == ’blue’:
value += pow(2, power)
else:

value -= pow(2, power)
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power -= 1
index += 1

return value

Pauyname BpemgnocTn crabiia ce pajau pekyp3uBHOM dyHKIMIjoM. M3m1a3 u3
pekypauje je odpama aucra. Oyskimja tree value Bpmm odmmazak cradia oJ Ko-
pena js0 cBakor Jmcta. JlokK roj He MMocToju pavBambe, MpoJia3 Kpo3 CTadJo je
nTepaTUBaH W ITaMTe ce Ooje rpaHa. Kajga ce mHambhe Ha padBarmbe, PEKypP3UBHO
ce mo3uBa (dyHKIMja 3a cBako oj mojcradiaa. Ceakm mehypesymrar ce padyna
nomohy dyuknuje fork wvalue. Y mormasmby 3.3 je J1eTa/bHO IPEJICTaB/HEH HAYUH

Ha KOjU €€ PadyHa BPEIHOCT CTAOJIA.

def tree_value(g, node, previous, color):
colors = []
if len(g.nodes[nodel]) > 2:
temp = 0
for neighbor in g.nodes[node]:
if neighbor != previous:
temp += tree_value(g, neighbor, node, g.find_color(
node, neighbor))
return fork_value(temp, color)
elif len(g.nodes[node]) == 2:
node2 = node
if g.nodes[node]l[0] != °0’ and g.nodes[node]l[1] != °0°:
colors.append(color)
else:
colors.append(g.find_color(’0’, node))
while len(g.nodes[node2]) == 2:
if previous == g.nodes[node2] [0]:
tempnode = g.nodes[node2] [1]
AlLEE 3
tempnode = g.nodes[node2] [0]
previous = node2
colors.append(g.find_color(node2, tempnode))
node2 = tempnode
temp = tree_value(g, node2, previous, colors.pop())
colors.reverse ()
for color in colors:
temp = fork_value(temp, color)
elif len(g.nodes[node]) == 1:

if color == ’blue’:
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return 1
else:
return -1

return temp

def fork_value(value, color):

if color == ’blue’:
sign = 1
else:
sign = -1
i=1
x, y = value.as_integer_ratio ()

while True:
result = (value + sign * i)/math.pow(2, i-1)
x, y = (value + sign * i).as_integer_ratio()
if x > 1 and sign == 1:
break

I

I
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elif x < -1 and sign
break
i+=1

return result

Cnobomna urpa aBa urpada

Aprymentn dbyurmnuje cy rpad u Ko je upBu Ha moresy o urpada. Ca cra-

JIApJTHOT yJjia3a ce YuTajy ojroBopu urpada. Ilojap:kanu cy HapeIHW OJTOBOPHU:

e ['pana u3 rpada nanucana y dopmary x-y, KOjy Urpad Keju Jia YKJIOHU. Y
cJIydajy Ja rpaHa He IOCTOjU WU je TpaHa KOJy TPEHYTHHU UI'Dad HE MOKE

Jla odpwuIle, IporpaM UCIUCYje O/roBapajyhy mopykKy O T'DEIu.

e 'pomoc’ 0BO je Hapeda Jia IporpaM u3padyHa HajOO/bU IOTE3 KOjU JIaTHh

Urpad MOXKe Ja OJIUrpa.
e ’stop’ oBO je Hapesda Jia IMporpaM HpPeKuHe MU3BPIIaBaibe.

OjiroBop mrpava IpeJicTaB/ba I'paHa KOjy HIpad KeJu ja u30puire. ¥ ciydajy
Jla urpad ojiadepe rpaHy Koja He IIOCTOjU WJIM HeMa IIPaBO Jia je YKJIOHH, J100uja
oaroapajyhy nopyky. Lok rog oda urpada mmajy rpane y rpady, urpa ce HacTa-

B/ba. YHOC ’stop’ je cremmjajaH YHOC KOJUM ce HpeKuga urpa. YHOC ‘pomoc’ je
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crreTiijaJjial yHOC KOjUM UTPad O]

1 def

play_game(g, m):
moves = m

print (graph(g))

end = False
poruka = ’Na potezu je °’
if moves == ’L’:

poruka += ’levi’
else:
poruka += ’desni’
print (poruka)
for line in sys.stdin:
found = False
line = line.strip()
if line == ’stop’:
print (’Prekidanje igre...?)
break
if line == ’pomoc’:
v, b, r = Hackenbush(g)
if moves == ’L7:
print (’Najbolji potez je °’
continue
ALEE 3
print (’Najbolji potez je
continue
vi line.split("-") [0]
v2 = line.split(’-’)[1]
for edge in g.edges:

if edge.vl == vl and edge.v2 =

if moves == ’L’ and edge.color

print (’Pogresan potez. Mozete izabrati samo neku

od plavih grana! Pokusajte ponovo.?’)
found = True
break

elif moves == ’R’ and edge.color ==

print (’Pogresan potez. Mozete izabrati samo neku

od crvenih grana! Pokusajte ponovo.’)
found = True
break
g.remove_edge (vl, v2)
if g.blue == 0:

34
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print (’Desni je pobednik!?’)

end = True
break
elif g.red ==
print (’Levi je pobednik!’)
end = True
break

print (graph(g))

if moves == ’L7:
moves = ’R’
else:
moves = 'L’
found = True
break
if end:
break

if not found:
print (’Grana koju ste izabrali ne postoji! Pokusajte
ponovo.’)
continue
poruka = ’Na potezu je °’
if moves == ’L’:
poruka += ’levi igrac.’
else:
poruka += ’desni igrac.’

print (poruka)

4.2 Kopumrheme nporpama

IIpenycisioB 3a Kopumliere mporpaMa je Jia IMOCTOjH TEKCTyaJHa JTaTOTeKa ca
YJIa3HUM ToJIalMa 3a reHepucarbe rpada. [lorpedno je na maroreka cagap:xku n
JINHUja y KOjJUMa ce HaJjla3e MMeHA YBOPOBa KOjU YMHE T'DaHy u 00ja JlaTe rpaHe.

Hapennu ko nmpuka3syje dyHKIH]y YATaba JIaTOTEKe U (popMupama rpada.

def initialize_graph(edges_file):
file = open(edges_file, "r"
g = Graph()
for line in file:
temp = line.strip().split(’ ?)
g.add_edge (temp[0], temp[1], temp[2])
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if temp[0] in g.nodes.keys():
g.nodes [temp [0]] . append (temp [1])
else:
g.nodes [temp [0]] = []
g.nodes[temp [0]] . append (temp[1])
if temp[1] not in g.nodes.keys():
g.nodes [temp [1]] = []
file.close ()

return g

[Tpu nokperarmy mporpama ce mpocjehyje ce Jiokaluja JaToTeKe IoMohy Koje ce
dopmmupa rpad. 3atum ce maje oaroBop Slobodna igra 3a nBa urpada uaun Vrednost
pozicije 3a padyHame oreHe TpenyTHe nosuije. [lpu ogadupy Slobodna igra, na-
BOJIM Ce KO WIpa NpBU ca levi 3a JieBor u desnog 3a jJecHor. Hakon Tora Ham-
3MEHMYHO UI'Pavn Jajy Ham3MeHnIHO ojarosope. Ommc moryhmx oarosopa je jar
y oOjallliberby MMILIeMeHTaluje oBe dyuknuje. llpumep omurpane urpe y3 acu-
crennyjy je nart ua cauru 4.5. Omadupom Vrednost pozicije, mporpaMm m3padyHnana
BPEJIHOCT IO3UIHMje 3a YHETHU I'pad U UcCIucyje JI00MjeHy BPeJIHOCT Ha CTAHIAP/IHA
n3j1a3 0e3 jja/be MHTEPAKIje KOPUCHUKA.
def main():
edges_file = sys.stdin.readline() .strip()
g = initialize_graph(edges_file)
while True:
print ("0Odaberi zeljeni tip.")
game_mode = sys.stdin.readline().strip()
if game_mode == ’Slobodna igra’:

print (’0daberite ko igra prvi, levi ili desni:?’)

moves = 7’

if sys.stdin.readline() .strip() == ’levi’:
moves = ’L’

elif sys.stdin.readline().strip() == ’desni’:
moves = ’R’

else:

print (’Pogresan unos. Pokusajte ponovo.’)
continue

play_game (g, moves)

break
elif game_mode == ’Vrednost pozicije’:
start = time.time()
print (’Vrednost pozicije za dati graf je:’, Hackenbush(g))

end = time.time ()
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print ((end-start)/60)
break
else:
print ("Pogresno uneta vrednost. Podrzane vrednosti su: Vrednost

pozicije i Slobodna igra")

4.3 Pe3yararu TecTUpama

3a TecTupame Tporpama reHepucanu cy HacymudHu rpadosu. Hacymmuan

1)- . .
rpad caap:Ku n YBOpOBa U @ - (nth)m rpasa, IJe je a IllapameTap KOJU y3uUMa

2
. (n+1)-n
BDEJHOCT IIPOIIEHTa IpaHa Koje Cy, Off n-—a>—

y3uma BpegHocT u3 ckyna {10%, 20%, 30%, 40%}, 10k n y3uma BpeHOCT U3 CKyIa

moryhwux, seo rpada. Ilpornenar a

{10, 20, 30,40, 50}. KpuBa Ha cBakoM jjarpamy IpejCcTaBba 3aBUCHOCT BPEMEHA
y OJHOCY Ha pacT Opoja uBopoBa. (CBaka KpuBa OJroBapa jeJIHO] OJ BPEIHOCTH
mapameTrpa a. 3a CBaKO 1 U @, TeHepHIle ce k rpadoBa u y3uMa MPOCEK FbUXOBOT
u3BpiiaBama. Clieu npukKa3 jaujarpaMa 3a pasianyaunte Bpeganoctu k. llub je

BUJaeTu Ja JIM 1 HA KOj Ha4YUH K yTHUY€ Ha KPHUBY.

Vremenska slozenost u odnosu na broj grana u grafu

Procenat grana
11 — 10%
— 20%
— 30%
40%

T
10 15 20 25 30 35 40 45 50
Broj cvorova

Cnuka 4.1: I'pyme ox o 5 rpadosa
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Vremenska slozenost u odnosu na broj grana u grafu

Procenat grana
14 —— 10%
—_— 20%
— 30%
40%
0 .
E
o
g -1
_2 .
_3 B T T T T T T T T T
10 15 20 25 30 35 40 45 50
Broj ¢vorova
Cauka 4.2: T'pyme ox o 10 rpacosa
Vremenska slozenost u odnosu na broj grana u grafu
Procenat grana
14 —— 10%
— 20%
— 30%
40%
D -
E
g1
_2 -
_3 -
T T T T T T T T T
10 15 20 25 30 35 40 45 50

Broj ¢vorova

Cauka 4.3: I'pyme ox o 20 rpadosa
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Vremenska slozenost u odnosu na broj grana u grafu

Procenat grana
1 A — 10%
— 20%
— 30%
40%

Log(T)

T
10 15 20 25 30 35 40 45 50
Broj ¢vorova

Cauka 4.4: T'pyme ox o 50 rpacosa

Moxke ce mpuMeTHTH Jla KpUBE UMA]y UJIEHTUYHO IOHAIAHE 33 PA3JIUYUTO K
u Jia Behu Opoj rpadosa 1o rpynu He yTude 3HaYajHO Ha KpuBy. lIpumerHo je ma

rpad ojicTyna oJ eKCHOoHEeHIIHja He (PYHKIIFje O/ BpeMeHa Ha CBAKOM JIMjarpamy.

4.4 OrpaHudyema

[Ipunukom padyHarma OlleHe TPEHYTHE MO3UIIKje ITOCTOje HEKA OTPAHUIEHha:

e AKko crabiio calp:Ku IHUKJIYC, TO HUje BaJUIHO CTadJIO U 33 TaKBO CTadJIO ce

He MOXKe JTOOWUTHU OIleHA.

e Jlamal umju movyeTrak M Kpaj Cy Be3aHU 3a TJIO, HEMa ONTUMHU30BAHO pady-

Halbe.

e Cayuaj rpada ca cimke 3.4 HUje TEOPUjCKH MOKPUBEH, TAKO Jla UMILJIEMEH-

Talja He Jiaje TadHe pe3yJTarTe.
e He moctoju ferekimja MpeTXoHO ONMUCAHUX OI'PaHUYEHA.

Orpannuerne padyHarmba OIleHe MMO3UIMje 3aBUCH OJ1 TUIla rpada Koju ce jgaje Kao

yna3. 3a jaHal orpanuvee je oko 1000 rpana jep je orpaHuYerhe MPOrpaMCcKOr
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jesuka Python 1000 pexkypsupHux mnosusa. OBO orpanndeme ce Moxke moBeharw,
amu Beh Ha 1200 rpana ce J07a3u 10 IpOKopadema creka (eHrit. stack overflow).
3a renepucame rpada kopuiitheHa je yHKIHja KOja HACYMUYUHO J10JIaje I'DaHe
KOje He TocToje y rpady JIOK ce He JOCTUTHE KeJbeHu Opoj rpana. M3 Tor pasyora
YBEK MOXKe Ja MOCTOoju BepoBaTHOha ja he ce renepucartu rpad 3a KOju MOCTOjU

nosirpad, Koju ce JI00Mja YKJIAmbameM jeJHe TPaHe, TAKaB J1a Y ceOU CaJIpKu JIAHAI]

oj peko 1000 rpana mTO JOBOJM JIO PETXO/IHO HAIIOMEHYTOI ITpodJIeMa.

Cruka 4.5: Cumysanuja urpe



I'maBa 5

3aKJby4vaK

Y oBoM OBOM paJiy je mpukKaszaHa KOMOWHATODHA UI'Da 3a JBa Urpada, ILIaBO-
[IPBEHN XaKeHOYIl. 3a perpe3eHTallnjy IpTexKa Urpe KOpuimheHn cy rpadoBu 3a-
paJt JIaKIIer TEOPUjCKOT TIpeJICTaB/barha U uMILieMenTaiuje. JlaTo je odjammerse
3a padyyHame MO3UIMje OIMMCAHUX THUMOoBa rpada. 3a UMILIEMEHTAIUjy je KOpU-
mhen mporpaMcku je3uk Python m mmmiemenTanmjom cy mMOKpUBEHaA CBU TUIIOBU
rpada y3 oapebena orpanudema. [Iporpam mojapzkasa MoryhHOCT cj1000/HE UTpe
JBa Urpada.

Pan ce moxke mpormupuTu JIpyruM BapujaHTaMa UI'De XaKeHOYI IOIyT 3eJIEHOT

XaKEeHOYIITa U IJIaBO-3€JIEHO-IPBEHOT XaKEHOYIIIA.

41
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