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Abstract

This thesis gives a description of different methods for recognizing geometric
objects on raster pictures, as well as a short overview of their results. Description
of point movements in different tools for dynamic geometry is also given. The
thesis introduces an approach for moving of constructed points which uses tools
that automatically solve construction problems.

The proposed approaches are implemented within the tool Touch&Drag.
The tool enables the hand drawing of points, lines, circles, and polygons as well
as their recognition in real time. In addition, the tool also recognizes the relati-
onships between those objects. A distinguishing feature of the tool Touch&Drag
is that it enables moving of constructed points in addition to free points.

Sazetak

U tezi je dat opis metoda za prepoznavanje geometrijskih figura na raster-
skim slikama, kao i kratak prikaz rezultata ovih metoda. Opisano je i pomeranje
tacaka u alatima za dinamicku geometiju. Predlozeno je reSenje za pomeranje
konstruisanih tacka koje koristi alate za automatsko resavanje konstruktivnih
problema.

Opisana reSenja implementirana su u okviru alata Touch&Drag. U alatu je
omogucano crtanje rukom tacaka, pravih, krugova i poligona i njihovo prepo-
znavanje u realnom vremenu. Takode, omoguéeno je prepoznavanje medusobnih
odnosa tih figura. Za razliku od ostalih alata za dinamicku geometriju, u alatu
Touch&Drag mogucée je pomerati ne samo slobodne, veé i konstruisane tacke.
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Predgovor

U ovoj tezi bic¢e opisan alat za dinamicku geometriju Touch&Drag koji sam
razvijala protekle dve godine. Znacajan deo rezultata ove teze je sadrzan u radu
Milica Selakovi¢, Vesna Marinkovié, Predrag Jani¢ié:

New Dynamics in Dynamic Geometry: Dragging Constructed Points,
koji je na recenziranju u jednom medunarodnom ¢asopisu.

Alat Touch&Drag dostupan je na Google Play prodavnicﬂi besplatan je za
koris¢enje. U alatu je omogucano crtanje tacaka, pravih, krugova i poligona i
njihovo prepoznavanje u realnom vremenu. Takode, omoguceno je prepozna-
vanje medusobnih odnosa tih figura. Za razliku od ostalih alata za dinamicku
geometriju u alatu Touch&Drag mogucée je pomerati ne samo slobodne, veé i
konstruisane tacke. U glavi [5| je dat detaljan prikaz alata, implementacije i
integracije sa sistemom ArgoTriCS.

Prepoznavanje geometrijskih figura na rasterskim slikama opisano je u glavi
Bl U poglavlju [3:4] dat je kratak prikaz rezultata opisanih metoda. U okviru
glave [4| opisano je pomeranje tacaka u alatima za dinamicku geometriju i sistem
ArgoTriCS, koji se koristi kao sisem za resavanje konstruktivnih problema.

Prvenstveno, izuzetnu i najveéu zahvalnost, dugujem mentoru, prof. dr Pre-
dragu Jani¢i¢u, na pruzenoj prilici, strpljenju, poverenju i razumevanju, na
svestranoj pomoéi i podrici u svim fazama izrade ovog master rada. Zelela bih
da se zahvalim i ¢lanovima komisije prof. dr Filipu Mari¢u i prof. dr Srdanu
Vukmirovi¢u za komentare i sugestije tokom izrade rada. Veliko hvala i dr Vesni
Marinkovié¢, koja mi je nesebi¢no pomagala u tome da moj rad bude unikatan.
Zelela bih da se zahvalim i kolegi Aleksandru Veljkoviéu, koji je osmislio izgled
aplikacije. Hvala i dr Tijani Sukilovié¢ za pomo¢ tokom izrade aplikacije.

Na kraju, veliku zahvalnost dugujem i mojoj porodici za svu podrsku i pomo¢
tokom studija.

Thttps://play.google.com/store/apps/details?id=touch.drag.milica.master
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Glava 1

Uvod

Konstrukcije lenjirom i Sestarom nezaobilazan su deo matematickog obra-
zovanja vise od dve i po hiljade godina. Ilustracije geometrijskih konstrukcija
obi¢no ¢ine (neformalan) deo resenja, ali ¢esto ih nije lako kreirati ,,slobodnom
rukom”. Tokom poslednjih decenija razvijeni su razliciti programi za dinamicku
geometriju, svi sa ciljem da se omogudéi lakse ilustrovanje konstrukcija.

Uprkos postojanju velikog broja alata za dinamicku geometriju, predavaci
ih u maloj meri koriste. Razlozi ovome su nedovoljna obucenost predavaca i
tehnicka opremljenost. Takode, koriS¢enje alata u toku predavanja oduzima
vreme, pa i predavaci koji nisu vicni crtanju radije skiciraju sliku na tabli nego
§to koriste neki od postojeéih alata.

Uredayji osetljivi na dodir omogucéavaju ilustrovanje geometrijskih konstruk-
cija, kao i interakciju slicnu onoj kada se koriste papir i olovka, ali imaju i brojne
prednosti koje se mogu iskoristiti. Analizom skica unetih u uredaj moguce je
olaksati ilustraciju konstrukcija i dati reSavanju ove grupe matematickih pro-
blema potpuno novu dimenziju.

Slika 1.1: Skica kruga



Kako pogoditi sta se krije iza skice? Problem iako trivijalan ¢oveku, ra¢unaru
uopste nije lak. Racunar moze da prepozna figure na slici, koristeéi, na primer,
Hafovu transformaciju, o kojoj ¢ée biti vise re¢i u daljem tekstu. Medutim, krug
na slici [I.1] ne¢e prepoznati. Za veéinu algoritama za prepoznavanje figura na
rasterskim slikama se ocekuje da su figure na slikama neke iz malog skupa figura,
na primer, prave, krugovi, poligoni. Jedan pristup reSavanju ovog problema jeste
dozvoliti gresku prilikom provere odstupanja. Postavlja se pitanje koliku gresku
i sa ¢ime je treba uporediti? Ako postavimo gresku tako da na slici bude
prepoznat krug, onda ¢e i figura sa skice sa slike [I.2] biti prepoznata kao krug.

OO

Slika 1.2: Prepoznavanje skice na slici u sredini. Da li prepoznati figuru kao
krug(levo) ili kao petougao (desno)?

U ovom radu bic¢e opisana implementacija algoritma za prepoznavanje geo-
metrijskih figura na osnovu skica. Ovaj algoritam je implementiran u Android
aplikaciji Touch&Drag koja je glavna tema ovog rada i o kojoj ¢e biti reci dalje
u radu.

o
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Slika 1.3: Prikaz konstrukcije ortocentra u alatu GeoGebra[4]

U vecini alata je omogucéeno pomeranje slobodnih tacaka. Slobodne figure su
one ¢ija konstrukcija ne zavisi od prethodno konstruisanih figura. Ova osobina,
iako veoma prosta, veoma je efektna jer pomaze razvijanju intuicije i boljem
razumevanju problema. Razmotrimo sledeéi jednostavan scenario.

Primer 1 Korisnik crta trougao ABC' i potom konstruise visine iz temena A
1 B i mjihovu preseénu tacku H, ortocentar trougla. Nakon toga, pomerajuci
temena istraZuje Sta se desSava sa pravama koje je konstruisao i otrocentrom.

Ovu osobinu softverskog alata nije tesko implementirati. Dovoljno je pamtiti
spisak konstruktivnih koraka koji se izvode i pri promeni pozicije tacaka samo



ponovo izvrsiti konstruktivne korake. Ako bi, pak, korisnik pozeleo da pomera
konstruisanu tacku H, alat mu to ne bi dozvolio.

U ovom radu bic¢e prikazan novi pristup za pomeranje tacaka koji omogucava
i pomeranje konstuisanih tacaka. Ova funkcionalnost ne postoji ni u jednom
alatu do sada. U alatu Touch&Drag je implementirano pomeranje konstruisanih
tacaka na osnovu ideja iz ovog rada.

Slika 1.4: Prikaz pomeranja konstruisane tacke H u alatu Touch&Drag



Glava 2
Dinamicka geometrija

Prvi alat za dinamicku geometriju, Geometric Supposer|2] nastao je poce-
tkom 80tih godina XX veka. Zatim su nastali i alati Cabri, Geometer’s Sketch-
pad i mnogi drugi. Ovi alati su tokom godina prona$li put do ucionica Sirom
sveta i postali nezamenljivi deo matematickog obrazovanja. Najpopularniji geo-
metrijski alat GeoGebra ima vise od deset miliona korisnika. Ovi alati su se
tokom godina razvijali i dobijali razne dodatne funkcije uklju¢ujuéi i automat-
sko dokazivanje geometrijskih teorema.

U alatima za dinamicku geometriju, geometrijske figure obi¢no su predsta-
vljene kroz Dekartov ravanski model euklidske ravni. Povr§ (platno), na kojoj
se nalazi crtez, odgovara pravougaoniku u Dekartovoj ravni. Cela konstruk-
cija se pamti u obliku spiska konstruktivnih koraka lenjirom i Sestarom. Pored
osnovnih konstruktivnih koraka lenjirom i Sestarom, veé¢ina alata daje opciju i
naprednijih konstrukcija, kao sto je konstrukcija sredista duzi, upravne prave,
paralelne prave, itd.

Pomeranje slobodnih figura je obi¢no podrzano u ovim alatima. Pri pro-
meni neke figure dovoljno je samo izvrsiti ponovo konstruktivne korake i slika
¢e se izmeniti. Pomeranje slobodnih figura pomaze u istrazivanju veza medu
figurama. Sta ¢e se desiti sa konstruisanim orotocentrom trougla ako se pomeri
jedno teme? Ili pak, kada dva kruga vise nece imati presek?

Kortenkamp u svojoj doktorskoj disertaciji[l] uvodi determinizam, konzer-
vativizam 1 neprekidnost kao osobine alata za dinamicku geometriju. Alat je
deterministicki ukoliko u alatu za isti pocCetni skup figura, izvodeéi iste kon-
struktivne korake, dobijamo iste figure. Veéina alata za dinamitku geomeriju
je deterministicka. Konzervativizam je direkna posledica determinizma, i u
deterministickim alatima razlika izmedu ove dve osobine se tesko primecuje.
Konzervativizam se ogleda u tome da kada pomerimo figure i potom ponistimo
promene, vracajuéi se unazad, dobijemo iste figure kao i pre promena. Ova
osobina je prisutna u svim deterministicim alatima, ali se moze ocekivati i kod
nedeterministickih alata. Trece, i kako Kortenkamp navodi najizazovnije, svoj-
stvo alata za dinamicku geometriju je neprekidnost. Neprekidan alat jeste onaj
u kome ne dolazi do velikih ,,skokova” izazvanih malim promenama parametara.



Slika 2.1: Geomeric Supposer: konstrukcija ¢etvorougla

U nastavku ¢e biti ukratko opisani neki od alata za dinamicku geometriju.

2.1 Geometric Supposer

Geometric Supposer [2] je alat za dinamicku geometriju koji je napravio
najveéi pomak u matematickom obrazovanju i omoguéio razvoj ostalih alata.
Pisanjem manjih programa korisnik crta figure koje je moguée konstruisati
koriséenjem lenjira i Sestara. Moguce je nacrtati ¢etvorouglove, duzi, paralelne
prave, normale, simetrale uglova, opisane i upisane krugove. Takode, korisnik
moze da meri rastojanje, uglove i povrsine, kao i da racuna aritmeticke kom-
binacije navedenih mera. Ovaj alat ima i osobinu da zapamti konstrukciju i
iskoristi je iznova.

2.2 GCLC

GCLC [3] (od ”Geometry Constructions — ITEXConverter”) je alat za vi-
zuelizaciju i pravljenje ilustracija. Glavne svrhe su mu:

1. pravljenje matematickih ilustracija visokog kvaliteta;
2. upotreba u nastavi matematike (posebno geometrije);

3. kao alatka u geometrijskom rezonovanju.

Osnovna ideja koja stoji iza sistema GCLC je da geometrijske konstrukcije
nisu slike, nego formalne procedure. Zbog toga, u GCLC-u, pravljenje ma-
tematickih ilustracija zasnovano je na njihovom opisivanju, a ne crtanju. U
opisivanju ilustracija moze se koristiti veliki broj osnovnih i slozenih konstruk-
cija 1 izometrijskih transformacija, krive, povrsi, simbolicki izrazi, moduli za
crtanje stabla i grafova, kontrola toka, korisnicki definisane funkcije, itd.
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Slika 2.2: GCLC - prikaz krivih drugog reda

GCLC ima ugradena i tri automatska dokazivaca (jedan zasnovan na metodi
povr§ina, drugi na Vuovoj metodi i treéi na Grebnerovim bazama) koji mogu
da dokazu veliki broj kompleksnih geometrijskih teorema.

2.3 GeoGebra

GeoGebra je interaktivni matematicki sistem razvijan sa namenom za lakse
savladavanje nauke (posebno matematike) od nivoa osnovne skole pa do univer-
zitetskog nivoa. Alat ima podrsku za veliki broj osnovih i slozenih konstrukcija,
kao sto su: tacke, vektori, duzi, konstrukcija prave kroz tacku, crtanje grafika za-
date funkcije i mnoge druge. Sve nastale figure (tacke, prave, poligoni, konike,
itd.) mogu se menjati dinamicki. GeoGebra je i deterministicki i neprekidni
alat. Korisnik moze uneti i modifikovati elemente putem panela za konstrukciju
i panela za unos.

GeoGebra nije samo alat za dinamicku geometriju. Alat ima podrsku za
algebru i matematicku analizu, pa je tako u alatu moguce izra¢unati integral ili
izvod zadate funkcije.

Glavne osobine ovoga alata su:

e Interaktivno okruzenje (2D i 3D);

e Ugradeni tabelarni prikaz;

Podrska za simbolicka i algebarska izracunavanja,;
e Podrska za matematicku analizu i statistiku;

e Moguénost pisanja skripti;

Veliki broj materijala za uc¢enje na GeoGebra Materials.
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Slika 2.3: Prikaz trougla u alatu GeoGebra

2.4 Sketchometry

Sketchometry je matematicki alat namenjen za ilustrovanje geometrijskih
konstrukcija u euklidskoj ravni i crtanje grafika funkcija. Korisnik slobodnom
rukom skicira svoje konstrukcije, a alat ih potom pretvara u geometrijske kon-
strukcije. Nastale figure se potom mogu pomerati i modifikovati. Ovaj alat je
namenjen za jednostavan rad u nastavi i prevashodno je namenjen uredajima
osetljivim na dodir, iako postoji i verzija za internet pregleda¢. Na ovaj nacin
mogu se konstruisati tacke, krugovi, prave, poligoni, paralelne prave, presecne
tacke, itd.

Ideja da se skice prenose u geometrijske konstrukcije daje nove moguénosti
u nastavi geometrije. Crtanjem slobodnom rukom ubrzava se proces crtanja, a
dobija se ispravna geometrijska konstrukcija na kojoj se sve jasno vidi.

. o

Slika 2.4: Sketchometry
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Glava 3

Prepoznavanje figura na
rasterskim slikama

Problem prepoznavanja geometrijskih oblika kao $to su prave, krugovi, kruzni
isecci, elipse, itd. na rasterizovanim slikama je centralni problem u prepozna-
vanju obrazaca, ra¢unarskom vidu, robotici i mnogim drugim oblastima. Zbog
znacaja ove oblasti razvijeni su raznovrsni algoritmi za prepoznavanje figura, a
medu najznacajnijim su Hafova transformacija, Radonova transformacija, ana-
liza krivine i srednjekvadratna aproksimacija funkcija.

Masinsko ucenje je jedan od moguéih pristupa ovom problemu. U radu
[5] je prikazano poredenje rezultata prepoznavanja figura na slikama primenom
algoritama masinskog uc¢enja. Medutim, iako su rezultati koji daju ovi aloritmi
veoma dobri, u ovom master radu bavi¢emo se drugim metodama.

3.1 Hafova transformacija

Hafova transformacija je metod za prepoznavanje krivih koja koristi dualnost
izmedu tacaka na krivoj i parametara te krive. Klasi¢na Hafova transformacija
identifikovala je prave na slici, ali kasnije je prosirena na identifikaciju proizvolj-
nih krivih, najcesée krugova ili elipsi. Hafovu transformaciju, na koju danas
referiSemo, osmislili su Ricard Djuda i Piter Hart 1972. [6] i nazvali je genera-
lizovana Hafova transformacija po srodnom patentu iz 1962. Pola Hafa [7]. U
nastavku ¢emo opisati kako funkcioniSe klasi¢na Hafova transformacija prepo-
znavanja pravih na slici. Razmatra¢emo rasterizovanu sliku sa belom pozadinom
i iscrtanom crnom pravom.

Za svaki crni piksel na slici postoji beskonaéno mnogo pravih koje ga sadrze,
jedna za svaki mogudéi ugao. Svaka od ovih pravih, osim vertikalne, se moze
prikazati u eksplicitnoj formi:

Yy =ax +b,

11



gde su (z,y) koordinate piksela kroz koji prava prolazi. Ako ovu jednacinu
razmatramo drugacije, tako da su z i y konstante, a a i b koordinate, jednacina
se moze zapisati u obliku:

b=—za+y,

Sto predstavlja pravu u prostoru parametara a i b. Dakle, svaka tacka odgovara
pravoj u parametarskom domenu. I obratno, svaka tacka u parametarskom
domenu odgovara jednoj pravoj u prostoru slike. Primetimo da tacke preseka
pravih u parametarskom domenu odgovaraju kolinearnim pikselima (tackama)
u prostoru slike.

Udaljenost od centra

Ugao

Slika 3.1: Na slici desno je prikazan Hafov prostor parametara slike levo

Koriséenje prethodnog eksplicitnog oblika reprezentacije prave dovodi do
problema kada se na slici nalaze vertikalne prave (tj. prave oblika y = ¢).
Resenje navedenog problema dali su Ri¢ard Djuda i Piter Hart. Oni su predlozili
koris¢enje Heseove normalne forme umesto gore navedene:

p=xsind + ycosb. (3.1)

U ovom slucaju se svaka prava identifikuje sa parom (p,6) u parametarskom
prostoru. Ovim unapredenjem nestaje problem vertikalnih pravih.

Hafovom transformacijom konvertujemo tacke u prave u parametarskom pro-
storu. Ako postoje kolinearne tacke na slici, onda ¢e se sve odgovarajuce prave
seli u jednoj tacki. Odredivanje da li ima preseka u prostoru parametara izvodi
se procedurom ,,glasanja’”.

Kako procedura zapravo funkcionise? Prvo kreiramo dvodimenzionalni niz
(akumulator) i postavimo svako polje inicijalno na 0. Neka vrste oznacavaju p, a
kolone €. Veli¢ina niza zavisi od tacnosti koja nam je potrebna. Na primer, ako
za ugao hocemo tac¢nost 1 bi¢e nam potrebno 180 kolona. Najveéa vrednost za
p je dijagonala slike, pa ako hoéemo ta¢nost 1 piksela, broj vrsta ¢e biti duzina

12



dijagonale. Prolazimo sada kroz svaki piksel. Kada naidemo na beli piksel njega
preskacemo, jer on ne uti¢e na glasanje.

Razmotrimo situaciju kada naidemo na crni piksel. Poznate su nam koor-
dinate (x,y) piksela. U jednacinu uvrstimo vrednosti § = 0,1,2,....,180
i izra¢unamo odgovarajuce p. Za svaki dobijeni par (p,f) uveéamo vrednost
na poziciji (p,6) u akumulatoru za 1. Po zavrSenom obilasku svih piksela
pronademo poziciju (p,d) maksimalne vrednosti u akumulatoru. Prava koja
se nalazi na slici ima jednac¢inu p = xsiné + y cos 6.

Kako je prostor parametara diskretan, javljaju se slede¢i nedostaci:

e Detektovanje debljine linije (,,bin-splitting” problem);
e Detektovanje duzi;
e Problem ocene parametara;

e Brzina i potrebna memorija.

Usavrsavanjem ovih nedostataka nastale su brza Hafova transformacija [g],
modifikacija povezanosti i debljine linije [9], robusna Hafova transformacija [10],
generalizacija Hafove transformacije za proizvoljne oblike [I1].

3.2 Diskretna krivina

Kako je svaka ravanska kriva jedinstveno odredena svojom krivinom do na
translaciju, to se prepoznavanje krive na slici moze svesti na problem odredivanja
njene krivine[I2]. Uvodeéi pojam diskretne krivine i koriséenjem mere sli¢nosti
medu objektima predlozen je novi metod detekcije i klasifikacije krivih na ra-
sterizovanim slikama.

Definicija 1 Regularna (parametrizovana) ravanska kriva je preslikavanje
a: (a,b) = R2, klase C%, za neko k > 1, tako da je %‘ #0, za sve t € (a,b).

Razmatrajmo regularnu ravansku krivu o« : (a,b) — R2, parametrizovanu
duzinom luka krive s, tj. rastojanjem duz krive merene od neke fiksne tacke c:

¢
s(t) = / o (u)du, c¢<t<b.

Tada je o/(s) njen tangentni vektor T'(s) i ’’(s) je kolinearan jediniénom vektoru
normale N (s). Tada imamo

a’(s) = k(s)N(s). (3.2)
Definicija 2 Funkciju k(s) nazivamo krivina krive a(s) u tacki s.

Definicija 3 Diskretna ravanska kriva je preslikavanje o : A — R2?, gde je A
diskretan podskup (a,b).

13



Neka je P = «(t),t € (a,b), tacka na diskretnoj krivoj i neka su Q; =

a(s;),i=1,...,n tacke na krivoj u okolini tacke P. Ako P nije na kraju krive,
pretpostavljamo da su tacke @; ravnomerno rasporedene. Odnosno, pretposta-
vljamo da je broj tacaka sa jedne stane tacke P priblizno jednak broju tacaka
sa druge strane tacke P.

Kriva a moze biti razvijena u Tejlorov red u okolini tacke P

als) = a(t) + (s — o/ (t) + “‘T’f)a"@) +o((s —)?). (3.3)
Koristeéi i za svako @; dobijamo
PG, = afsi) — aft) ~ (s — 7(1) + L (p)n ),

Kako su @; balansirani, parametri (s; — t) se ponistavaju i sumirajuéi po

svim ¢ dobijamo

n n n
I S DI LGRS
Iz jednacine dobijamo aproksimaciju krivine u tacki P krive a:
n
21> Pl
k(P)~ ——= (3.5)
> IPQIIE
i=1

Potom se prepoznavanje vrsi na sledeéi nacin:

e Duz krive, za svaku tacku P; izracunamo k;, diskretnu krivinu u zadatoj
tacki.

e Kao sto je receno na pocetku, svaka kriva je jedinstveno odredena svojom
krivinom. Ostaje da na osnovu diskretnog skupa vrednosti funkcije krivine
{k;|1 < i < n} proverimo koja je to funkcija. U radu [12] je predloZena
slede¢a mera udaljenosti dva skupa

11 1
D(P.Q) = = (— i — i . .
(P,Q) 5 (Np pEGP min d(p,q) + No qEGQ min d(p,q)) (3.6)

Gde je d Lo metrika. Ovom merom se proverava udaljenost dva skupa tako
Sto se pronade prosek rastojanja tacke i njoj najblize iz drugog skupa.

3.3 Metod najmanjih kvadrata

Metod najmanjih kvadrata ima Siru primenu nego prethodna dva metoda.

Ovaj metod se koristi u regresionoj analizi za reSavanje preodredenih sistema.
Metod trazi najbolje resenje tako da je suma kvadrata reziduala (razlika izracunate
vrednosti i originalne vrednosti) najmanja, odakle je i ime metoda.
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Primer 2 Za zadati skup tacaka pronaci pravu koja nagbolje srednjekvadratno
aproksimira zadati skup tacaka {(z;,y;li =1,...,n}.

Slika 3.2: Metod najmanjih kvadrata minimizuje sumu kvadrata rastojanja na
levoj, a ne na desnoj slici.

3.3.1 Srednjekvadratna aproksimacija u Hilbertovom pro-
storu

Definicija 4 Vektorski prostor koji je kompletan (svaki Kosijev niz elemenata
vektorskog prostora konvergira elementu tog prostora) u odnosu na metriku in-
dukovanu skalarnim proizvodom.:

d(z,y) = |l —yll = V(z —y)?
se naziva Hilbertovim prostorom.

Definicija 5 Za sistem vektora {e;|i € N}, kaZemo da je ortonormiran ukoliko
vazi

1 i=j
e -ej = .
0 A
Sledeée teoreme navodimo bez dokaza, dokazi se mogu nadi u [13].

Teorema 1 Za ortonormiran sistem {e;|i € N} w Hilbertovom prostoru H,
sledeéa turdena su ekvivalentna:

e Za svako x € H i svako € > 0, postoje skalari M1, o, ..., A, takvi da vazi
lo = 320 el <€

.. oo .
o Za svako x € H vazi ) .~ (x-e;)e; = x, pri emu se podrazumeva konver-
gencija u smislu metrike prostora H;
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o Za svako v € H vazi Y o (x-€;)? = ||z]|*;
o Ako je vektor x € H takav da je x-e; =0 za svako i € N, onda vazi x = 0.

Teorema 2 Neka je f element Hilbertovog prostora H i neka je H' njegov pot-
prostor ¢iju bazu cine elementi {g1, ga, ..., gn}. Postoji element najbolje aprok-
simacije g* = Y, ¢;gi € H', takav da vazi

= 1nf
C1

Z C'ng

Dodatno, vazi da je (f —g*)-x =0 za sve x € H' akko je g* element najbolje
aproksimacije za f iz H'.

Hf—g*

Na osnovu ove teoreme sledi da se koeficijenti najbolje aproksimacije mogu
odrediti iz sistema:

n
ZCZ =f-9, ji=1,...,n (3.7)
i=1

Ako se za Hilbertov prostor H uzme prostor funkcija Ls[a, b], odnosno pro-
stor funkcija integrabilnih sa kvadratom na intervalu [a,b], u kome je norma
definisana integralom

b
||f|\2:/ P(e)dz € Lala,b

onda se element najbolje aproksimacije naziva elementom najbolje srednjekva-
dratne aproksimacije.

Za funkcije zadate na diskretnom skupu tacaka, metoda koja odgovara sred-
njekvadratnoj aproksimaciji je metod najmangih kvadrata. Integral se zame-
njuje sumom, te su skalarni proizvod i odgovarajuca norma dati jednakostima:

m

Frg=> fla)g(x:)

i=1
WP =F-f =2 f)
i=1

Jednacine[3.7]za ovaj konkretan izbor skalarnog proizvoda dobijaju sledeéi oblik:

n m m
oY gilzn)gi(@) =Y flar)gi(@e), j=1,...,n.
k=1

i=1 k=1

Razmenom redosleda sumiranja, dobija se:
m n m
D ai@) O cigi(@n) = > flan)gi(ee), G=1,....n.
k=1 i=1 k=1
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ili zapisano u matri¢noj notacji

gi(z1) .. gi(zn)]| [alz) .o gul@)] [a
(T (T, Tm) ... (T Cn
gn (1) gn( )__ 91(2m) In(Tm) (3.8)
91(551) gl(wm) f(l'l)
_gn(xl) ce gn(xm) f(xm)
Uvodeéi sledeée oznake u 3.8
gi(z1) ... gnl1) 1 f(x1)
A=| | a= ] b=
dobijamo se jednacine normale:
AT Az = ATp,
odnosno
r=(ATA)~1 AT, (3.9)

koje predstavljaju reSenje optimizacionog problema

min || Az — b||*.
x

Slika 3.3: Srednjekvadratna aproksimacija tacaka krugom

Primer 3 Za zadati skup tacaka {(z;,y;)|i = 1,...,n} pronadi krug koji ga
nagbolje srednjekvadratno aproksimira.
Razmatrajmo jednacinu kruga sa centrom u tacki (a,b) i poluprecnikom r:

(x—a)*+ (y—b)* =12
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Ukoliko Zelimo da krug sadrzi sve navedene tacke (x;,y;) dobijamo preodredeni
sistem jednacina, koji nije linearan po nepoznatim veli¢inama a,b i r. Medutim,
prezapisivanjem jednacina sistema u obliku

z? — 2azx + a® + y? — 2by + b> =12,
odnosno

20z + 2by +r? — a® — b? = 2% + o2,
i uwvodenjem smene ¢ = r2 — a® — b2, dobijamo preodredeni linearni sistem po
nepoznatim a, b i c,

2xia+2y¢b+c:x?+yf, i=1,...,n.
Uvodeéi oznake

201 2y 1 o1 + ot

A= b=

8
I
o o e

2, 2y, 1 x3L+y3L

dobijamo
Az =b.
Resenje ovog problema dato je formulom[3.9

3.4 Poredenje tri algoritma na primerima

U ovom odeljku razmotri¢emo tri primera na kojima ¢emo uporediti rezultat
prepoznavanja, gresku i vreme izvrSavanja tri ranije opisana algoritma. U pr-
na krug, a na kraju razmotri¢emo primer u kome je ulaz Sestougao. Metod naj-
manjih kvadrata i algoritam zasnovan na diskretnoj krivini su implementirani
u MATLAB-u[I4], dok su za Hafovu transformaciju koris¢éene MATLAB funk-
cije houghlines za detekciju duzi na rasterskoj slici i imfindcircles za detekciju
krugova.

Slika 3.4: Ulaz u prvom primeru

Rezultati rada algoritama u primeru kada je ulaz krug, prikazan na slici[3.4]
prikazani su u sledecoj tabelﬂ

IDobijene vrednosti su izmerene na ra¢unaru sa procesorom Intel i5-52000U i 12 GB RAM
memorije.
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prepoznata figura

greska

vreme izvrSavanja
(u sekundama)

Hafova transformacija krug nije poznato 2,015
Diskretna krivina krug 0 0,000409
Metod najmanjih krug 0 0,000124

kvadrata

Duzina izvrSavanja algoritama se veoma razlikuje, Hafova transformacija je
znatno sporija od druga dva algoritma. Jedan od razloga je taj sto je ulaz za
Hafovu transformaciju rasterska slika, dok su za druga dva vektori tacaka sa
kruga.

Slika 3.5: Ulaz (levo) i rezultati prepoznavanja (desno) u drugom primeru. Pla-
vom linijom je prikazan krug prepoznat metodom najmanjih kvadrata, dok je
crvenom prikazan krug prepoznat algoritmom zasnovanom na diskretnoj krivini.

Na slici [3:5] je prikazan poligon sa 180 temena koji veoma li¢i na krug. Re-
zultati rada algoritama u ovom slucaju su prikazani u slede¢oj tabeli:

prepoznata figura greska vreme izvrsavanja

(u sekundama)

Hafova transformacija nista nije nije poznato 2,50724
prepoznato

Diskretna krivina krug 3,9-10~7 0,00124

Metod najmanjih krug 7,9354 0,00011

kvadrata

Hafova transformacija ne daje dobre rezultate kada je na slici figura koja
lici na krug. Greska algoritma zasnovanog na diskretnoj krivini racunata je
formulom dok je greska za metod najmanjih kvadrata racunata kao prosek
rastojanja tacaka od aproksimiranog kruga i izrazena je u pikselima.

U poslednjem primeru razmatra¢emo Sest izabranih tacaka iz prethodnog
primera kako bismo uporedili razliku u greskama izmedu metoda najmanjih
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Slika 3.6: Ulaz sa rezultatima prepoznavanja u tre¢em primeru. Zelenom lini-
jom je prikazan rezultat prepoznavanja Hafove transformacije, crvenom rezultat
prepoznavanja algoritma zasnovanog na diskretnoj krivini i plavom rezultat pre-
poznavanja metode najmanjih kvadrata.

kvadrata i algoritma zasnovanog na diskretnoj krivini. Rezultati rada algori-
tama u slucaju kada je ulaz Sestougao dati su u sledecoj tabeli:

prepoznata figura

greska

vreme izvrSavanja
(u sekundama)

kvadrata

Hafova transformacija Sest nije poznato 1,1002
duzi

Diskretna krivina krug 1,6114-107° 0,0000156

Metod najmanjih krug 7,9317 0,0000938

Mala promena greske u metodu najmanjih kvadrata je o¢ekivana jer su te-
mena odabranog Sestougla na krugu (slika . Promena greske kod algoritma
zasnovanog na diskretnoj krivini je takode mala. Ovo dovodi do toga da je tesko
postaviti granicu izmedu figura koje bi trebalo da budu prepoznate kao krug i
onih koje koje bi trebalo da budu prepoznate kao poligon.
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Glava 4

Pomeranje tacaka u alatima
za dinamicku geometriju

U vedini geometrijskih alata korisnik koriste¢i neke slobodne tacke konstruise
druge tacke i figure. Potom korisnik pomerajuéi slobodne tacke istrazuje pro-
mene koje se deSavaju nad konstruisanim figurama. Ovaj scenario, iako jedno-
stavan, veoma je efektan, posebno u matematickom obrazovanju. Pomerajudéi
polazne tacke i posmatrajuéi promene daci razvijaju intuiciju i dolaze do za-
klju¢aka o odnosima koji vaze medu geometrijskim figurama.

Osim opisanog standardnog scenarija u alatu Touch&Drag mogudée je po-
merati i konstruisane tacke. Ovo, za razliku od standardnog scenarija, nije
lako izvesti. Da bi se pomerila konstruisana tacka potrebno je resiti (uglavnom
kompleksan) konstruktivan problem. Razmotrimo sledeéi jednostavan primer.

Primer 4 Korisnik bira tri slobodne tacke A, B i C i onda, koristeéi normale
i preseke, konstruise ortocentar H trougla ABC. Ako bi korisnik pomerio, na
primer tacku A, konstrukcija tacke H bi se ponovo izvela sa novim tackama A,
B i C i dobili bi novu tacku H. Ako bi, pak, korisnik Zeleo da pomeri tacku
H, zadriavajuéi pozicije B i C i dozvoljavajuéi A da se pomeri, bilo bi potrebno
resiti sledeci konstruktioni problem: za zadate tacke B, C' i H konstruisati tacku
A takvu da je H ortocentar trougla ABC'.

4.1 Lokacijski problemi konstrukcije trougla i Ar-
goTriCS

Lokacijski problemi konstrukcije trougla su konstruktivni problemi ¢&iji je cilj,
koriS¢enjem lenjira i Sestara, konstruisati trougao na osnovu zadatih pozicija
tri karakteristicne tacke. Viljem Vernik [20] je 1982. godine predstavio listu
lokacijskih problema konstrukcije trougla gde su karakteristi¢ne tacke iz sledeceg
skupa tacaka:
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A, B, C, O: temena i centar opisanog kruga;

Mg, My, M., G: sredista stranica trougla i teziste;

H,, Hy, H., H: podnozja visina i ortocentar;

Ta, Ty, T,, I: podnozja bisektrisa unutrasnjih uglova u trouglu i centar
upisanog kruga.

Harold Koneli je razmatrao prosiren skup tacaka [21], koji ukljucuje cetiri
dodatne tacke:

o E,, Ey, E.: tri Ojlerove tacke, koje predstavljaju sredista duzi odredenih
temenima A, B i C i ortocentrom H;

e N: centar Ojlerovog kruga trougla ABC (to je krug koji sadrzi devet
znacajnih tacaka trougla: tri srediSta stranica, tri podnozja visina i tri
Ojlerove tacke).

Nadalje sve ove tacke zvacemo Konelijeve tacke. Nema svaki problem,
odreden Konelijevim tackama, jedinstveno reSenje. Neke od trojki tacaka su
redundatne (jedna se moze konstruisati na osnovu druge dve), dok za neke po-
stojanje reSenja zavisi od pozicija tacaka. Postoje i trojke tacaka na osnovu kojih
se ne moze rekonstruisati trougao, jer on ne postoji ili se ne moze konstruisati
koriséenjem lenjira i Sestara.

ArgoTriCS [1I7, 18, [19] je alat kojim se, na osnovu nekog raspolozivog geo-
metrijskog znanja reSava lokacijski problem konstrukcije trougla. Na osnovu
raspolozivog znanja, alat zakljuc¢uje da li je problem redundatan, resiv/neresiv
ili postojanje reSenja zavisi od pozicije tacaka. Nama su interesnatni samo oni
koji su resivi za zadate pozicije karakteristicnih tacaka. ArgoTriCS za svaku
trojku Konelijevih tacaka koja odreduje resiv problem, generise spisak osnovnih
konstruktivnih koraka (dodatak |A)) i uslove pod kojima resenje postoji.

Primer 5 Za problem: za zadate tacke A, B i H konstruisati trougao ABC
tako da je tacka H ortocentar traZenog trougla, ArgoTriCS automatski generise
sledece resenge:

1. Konstruisati pravu h, kroz tacke A i H (pravilo W02);
2. Konstruisati pravu hy kroz tacke B i H (pravilo W02);

8. Konstruisati pravu b tako da sadrzi tacku A i upravna je ma pravu hy
(pravilo W10);

4. Konstruisati pravu a tako da sadrzi tacku B i upravna je na pravu hg
(pravilo W10);
5. Konstruisati preseénu tacku C pravih a i b (pravilo W03).

Uslovi odredenosti: prave a i b nisu iste; tacke B 1 H nisu iste; tacke A i
H nisu iste.

Uslovi nedegenerisanosti: prave a i b nisu paralelne.
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Slika 4.1: Pomeranje slobodne tacke A i rekonstrukcija konstruisane tacke H

4.2 Pomeranje konstruisanih tacaka

Razmotrimo jednostavan primer pomeranja slobodne tacke.

Primer 6 Pretpostavimo da korisnik bira slobodne tacke A, B i C (temena
trougla) i da potom izvodi sledeéu konstrukciju:

1. Konstruisati pravu a kroz tacke B i C;

2. Konstruisati pravu b kroz tacke A i C;

3. Konstruisati pravu hy tako da sadrzi tacku A i upravna je na pravu a;
4. Konstruisati pravu hy tako da sadrZi tacku B i upravna je na pravu b;
5. Konstruisati preseénu tacku H pravih hy i hy.

Ako se tacka A pomeri, ostavljajuci tacke B i C na istim pozicijama, cela
konstrukcija se ponovo izvodi i dobija se nova pozicija tacke H (slika .

Primetimo da je pomeranje slobodne tacke dosta lako za implemetaciju.
Ako bi, pak, Zeleli da pomerimo konstruisanu tacku, problem bi bio potpuno
drugaciji. Pomeranjem konstruisane tacke mozemo istraziti Sta se deSava sa
slobodim tackama ako se konstruisane nalaze na zadatim pozicijama. Ili, spe-
cijalno, sta se deSava sa temenima trougla ako se konstruisane tacke nalaze na
zadatim pozicijama. Razmatra¢emo poslednje pitanje sa posebnom paznjom na
tri bitna problema.

Koje su tacke fiksne? U standarnom scenariju pomeranja tacaka podra-
zumevano je da su sve slobodne tacke fiksne, osim one koja se pomera. Medutim,
u slu¢aju pomeranja konstruisanih tacaka tu pretpostavku ne mozemo da na-
pravimo, moramo odabrati koje su tacke fiksne. Naime, pozicije svih tacaka
(slobodnih i konstruisanih) su ogranic¢ene konstrukcijom, pa samo neke mogu
biti oznacene kao fiksne. Razmatra¢emo scenario u kome se pomera jedna tacka
trougla, dok su neke druge dve izabrane tacke fiksne.
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Koja je karakteristiéna tac¢ka odabrana konstruisana tacka? Ne
mozemo pomerati konstruisanu tacku bez nekog prethodnog znanja o njoj. Na
primer, ako pomeramo ortocentar nekog trougla, mi mozemo iskoristiti podatak
da je konstruisana tacka koja se pomera ortocentar trougla. U standardnom
scenariju ovo pitanje takode ima trivijalan odgovor - nemamo nikakvo znanje
o tatkama koje pomeramo, ali nam to znanje i ne treba. Odgovor na pitanje
mozemo dobiti na viSe na¢ina, najjednostavniji bi bio uporedivanje koordinata
tacke sa svim karakteristi¢nim tackama u trouglu. Bolji pristup bi bio analiza
konstrukcije karakteristicne tacke.

Kako rekonstruisati trougao? Iako imamo podatke o odabranim fik-
sim tackama i karakteristicnoj tacki koju pomeramo, i dalje je tesko da re-
konstruisemo trougao. Ako uspemo da rekonstruiS§emo temena trougla, ostale
tacke je lako rekonstruisati izvodeci konstruktivne korake. Ovaj problem je za-
pravo lokacijski problem konstrukcije trougla. ReSavanje ovog problema moze
se delegirati nekom resavacu kao $to je ArgoTriCS ili se moze pamtiti unapred
izracunata lista svih moguéih konstrukcija.

Primer 7 Pretpostavimo da korisnik bira slobodne tacke A, B i C (temena
trougla) i da potom izvodi sledeéu konstrukciju:

1. Konstruisati tacku M, koja je srediste stranice BC;
Konstruisati tacku My koja je srediste stranice AC';
Konstruisati pravu my kroz tacke A i My;
Konstruisati pravu my kroz tacke B i M,y;
Konstruisati preseénu tacku G pravih mg i my;
Konstruisati pravu ¢ kroz tacke B i C;

Konstruisati pravu he tako da sadrzi tacku C' i upravna je na pravu c;

o RS & o e

Konstruisati preseénu tacku H. pravih ¢ i he.

Razmotrimo situaciju kada korisnik pomera tacku H., dok su tacke M, i G
fiksirane. Iz konstrukcije zakljucujemo da je tacka H. podnoZje visine iz temena
C, tacka M, srediste stranice BC i tacka G tezZiste trougla ABC. Da bismo
rekonstruisali trougao ABC' kada se pomeri tacka H. potrebno je da resimo
sledeci konstrukcijski problem: za zadate pozicije tacaka H., M, i G konstruisati
trougao ABC, tako da je H. podnozje visine iz tacke C, M, srediste stranice
BC i G teziste trougla ABC. Za ovaj konstrukcijski problem ArgoTriCS daje
sledece resenge:

1. Konstruisati tacku A tako da vazi AG : AM, =2 :3 (pravilo W01);

2. Konstruisati pravu ¢ kroz tacke A i H. (pravilo W02);
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Slika 4.2: Konstrukcija tacaka M,, G i H. trougla ABC' (levo) i rekonstrukcija
trougla ABC' (desno)

3. Konstruisati krug k(M,, B) ¢&iji je centar tacka M, i koji sadrZi tacku H,
(pravilo W06);

4. Konstruisati preseénu tacku B kruga k(M,, B) i prave ¢, koja je razlicita
od tacke H. (pravilo W08);

5. Konstruisati tacku C tako da vazi BM, : BC=1:2 (pravilo W01).

Izvodeéi ove konstruktivne korake za novu poziciju tacke H, dobijamo nove
pozicije temena trougla ABC' (slika[{.4 desno).

25



Glava 5

Alat Touch&Drag

Alat Touch&Drag je razvijan za Android uredajeﬂ Ovayj alat, koristeéi pred-
nosti uredaja osetljivih na dodir, pretvara skice u geometrijske konstrukcije. U
alatu je omoguéeno pomeranje, ne samo slobodnih, ve¢ i konstruisanih tacaka.

mtis ¢ 4 4.1l 69% =) 8:32 PM

HoOBEDX O

S5c

Slika 5.1: Konstruisanje trougla u alatu Touch&Drag

Glavni deo korisnickog interfejsa jeste platno po kome korisnik crta. Otisak
koji korisnik ostavlja dok crta po platnu se prepoznaje u hodu i iscrtava ispreki-

L Aplikacija se moze skinuti sa Google Play prodavnice i besplatna je za korigéenje.
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danom linijom, dok su ostali, ranije prepoznati objekti, iscrtani punom linijom.
Po prestanku crtanja isprekidana linija zamenjuje se punom linijom.
Postoje tri rezima rada:

1. Osnowvni rezim za crtanje. U ovom rezimu mogu se crtati novi objekti, ali
se ne mogu menjati postojeci.

2. Rezim za pomeranje. Ovaj rezim omogucava pomeranje slobodnih tacaka
na platnu, kao i uveéavanje i smanjivanje prikaza.

3. RezZim za odabir. U ovom rezimu je omoguceno menjanje tipa tacaka.

Alat Touch&Drag implementiran je u programskom jeziku Java koriste¢i
biblioteke AndroidSDK[I6] i GeometryCalculations. Na slici je prikazana
arhitektura sistema, osnovne uloge svakog sloja, kao i spoljne komponente koje
se koriste.

AndroidSDK je skup biblioteka i alata koje omogucavaju razvijanje, testira-
nje i debagovanje aplikacija za android uredaje. AndroidSDK sadrzi emulator,
dokumetaciju, primere i uputstva. Razvoj android aplikacija koriste¢i Andro-
idSDK podrzan je na veéini Linux, Mac OS i Windows platforma.

Korisnik interaguje sa pogledom koji o akcijama korisnika obavestava kontro-
ler (veza izmedu pogleda i modela). Kontroler obavestava model o promenama
na pogledu i koje akcije bi trebalo izvesti i Salje signale pogledu u slucaju kada
se model promeni da je potrebno da se azurira.

Model platna na kojem korisnik crta pamti sve informacije o nacrtanim geo-
metrijskim figurama i opisu njihovih konstrukcija. Model komunicira sa spo-
ljasnjim komponentama. On sadrzi reSenja koja obezbeduje resavaé ArgoTriCS.
Resenja, koja su iz ArgoTriCS-a eksportovana u JSON datoteku, se u¢itavaju u
mapu koja je sadrzana u modelu. U sluc¢aju zamene ili dodavanja resenja drugih
reSavaca potrebno ih je eksportovati u odgovarajuéu datoteku koja bi se ucitala.
U ovom slucaju je odabrana JSON datoteka zbog manjeg broja konstrukcija, u
slucaju veceg broja konstrukcija JSON bi mogao biti zamenjen bazom podataka.

Razmotrimo komunikaciju izmedu komponenti u osnovnom rezimu rada. Ko-
risnik crta na platnu, pogled obavestava kontrolera da se promene deSavaju.
Kontroler reaguje na promene i obavestava model da je crtanje u toku. Kontro-
ler salje modelu vektor tacaka koje predstavljaju trag koji je korisnik ostavio na
platnu. Kada dobije taj vektor tacaka, model ih prosleduje prepoznavacu koji
na osnovu vektora tac¢aka prepoznaje odgovarajucu geometrijsku figuru. Kada
je geometrijska figura prepoznata ona se dodaje u vektor svih nacrtanih geo-
metrijskih figura i opis njene konstrukcije se pamti. Potom model obavestava
kontroler da je doslo do promene i da je potrebno ponovo iscrtati pogled. Kon-
troler obavestava pogled da se ponovo iscrta i pogled se ponovo iscrtava.
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Wiew

Interakcija sa korisnikom

Controller

Komunikacija pogleda | modela

Model

GeometricObject Recognizer

SadrZi podatke o nastalim
figurama 1 njihovim konstru-
kcijama. SadrZi podatak o
prepoznavacu.

GeometryCalculations

2]

ArgoTriCs

Slika 5.2: Arhitektura alata Touch&Drag, osnovne uloge svakog sloja, kao i

spoljne komponente koje se koriste
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5.1 Biblioteka GeometryCalculations

Tokom razvijanja alata Touch&Drag razvijena je android biblioteka Geome-
tryCalculations. Ova biblioteka je napisana u programskom jeziku Java koristeci
biblioteku OpenCV.

OpenCV (Open Source Computer Vision Library [I5]) je biblioteka funkcija
za analizu, obradu i modifikaciju slika. Napisana je i optimizovana u C/C++,
te moze koristiti prednosti viSejezgarnog izra¢unavanja. Biblioteka ima C++,
C, Python i Java interfejs i podrzana je na Linux, Windows, Mac OS, iOS i
Android operativnim sistemima. Dizajnirana je sa fokusom na aplikacije za
efikasan rad u realnom vremenu. U ovom radu korisé¢ene su funkcije za Hafovu
transformaciju i metodu najmanjih kvadrata.

U okviru biblioteke GeometryCalculations nalaze se implementacije algo-
ritma za prepoznavanje figura, klase kojima su predstavljene figure, implemen-
tacija osnovnih geometrijskih konstrukcija, kao i druge pomoc¢ne klase. Spisak
osnovnih geometrijskih konstrukeija moze se naéi u dodatku [A]

GeometricObject

L

=
=
Gl
i
S
G5

GeomPoint Polygon

Slika 5.3: Hijearhija klasa kojima su predstavljene figure

Geometrijska figura predstavljena je klasom GeometricObject. UML prikaz
ove klase nalazi se na slici Klasa ¢uva opste podatke o figuri kao $to su
identifikator, oznaka, vidljivost, itd. Klasa GeometricObject sadrzi apstraktne
metode za crtanje (draw), proveru da li je figura povezana sa drugom figurom
(connect), translaciju figure (translate), skaliranje figure (scale), proveru da li
se figura nalazi na zadatoj lokaciji (isUnderCursor), kao i pomoéne metode.

Klasu GeometricObject direktno nasleduju sledeée klase:

e Klasa GeomPoint, kojom je predstavljena tacka u ravni. UML prikaz ove
klase moze se videti na slici Klasa, pored implementacija nasledenih ap-
straktnih metoda klase GeometricObject, sadrzi i metode za ra¢unanje uda-
ljenosti od zadate tacke (distance) i proveru poklapanja sa zadatom tackom
(equal). Metod equal vraéa True ukoliko je zadata tacka na rastojanju manjem

od minimalDistance(5.1]).
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GeometricObject

- constraints: Constraints
- visible: boolean

- label : String

- id : String

- triangle: Triangle

+ draw{canwvas: Canvas, paint: Paint, finished: boolean, info: Geominfo): void
+ connection{object: GeometricObject). boolean
+ isUnderCursor(x: float, y- float): boolean

+ fransiate (x: fioat, y- float). void

+ scale{ scaleFactor: float): void

+ getld(). String

+ setld(id:String): void

+ getLabel(): String

+ setLabel{label:String): void

+ getTriangle() : Triangle

+ setTriangle(iriangle: Triangle) - void

Slika 5.4: Klasni dijagram klase GeometricObject

GeomPoint

- % float

-y float

- move : boolean
- type : Type

<<enum=>
Type

- pointNum: String

[TRIAMGLE_FREE
[TRIAMGLE_CANFREE
[TRIAMGLE_CANNOTFREE

OTHER

+ GeomPoint(x: float, y: float)

+ GeomPoint(x: float, y: float, move: boolean)

+ draw{canvas: Canvas, paint: Paint, finished: boolean, info: Geominfo): void
+ connection{object: GeometricObject): boolean
+ isUnderCursor(x: float, y- fioat). boolean

+ franslate (x: float, y: fioat): void

+ scale( scaleFactor: float). void

+ X(): float

+Y(): float

+ setX(x: float): void

+ sef¥(y: float): void

+ getPointld(): String

+ setPointld{pointld: String): void

+ distance( point: GeomPoint): float

+ equal{ point: GeomPoint): boolean

Slika 5.5: Klasni dijagram klase GeomPoint

e Klasa Line, kojom je predstavljena prava u ravni. UML prikaz klase Line
moze se videti na slici [5.6] Pored nasledenih metoda, u ovoj klasi su imple-
mentirani metodi za ra¢unanje udaljenosti od zadate tacke (distance), proveru
da li tacka pripada pravoj (contain) i proveru poklapanja sa zadatom pravom

(equal).

e Klasa Circle, kojom je predstavljen krug u ravni.UML dijagram ove klase
prikazan je na slici Ova klasa pored nasledenih metoda implementira i
metode za ra¢unanje udaljenosti od zadate tacke (distance), proveru da li tacka
pripada krugu (contain) i proveru poklapanja sa zadatim krugom (equal).

e Klasa Polygon kojom je predstavljen poligon u ravni. UML dijagram
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Line

- begin: GeomPuoint
- end: GeomPoint

+ Line{begin: GeomPuoint, end: GeomPuoint)

+ draw(canvas: Canvas, paint- Paint, finished: boolean, info: Geom/nfo): void
+ connection{object: GeometricObject). boolean
+ isUnderCursor(x: fioat, y- fioat): boolean

+ fransiafe (x- fioat, y- float): void

+ scale{ scaleFactor: float): void

+ begin(): GeomPoint

+ end(): GeomPoint

+ direction(): GeomPoint

+ setBegin({begin: GeomPoint). void

+ setEnd(end: GeomPoint): void

+ distance( point: GeomPuoint): float

+ equal( line: Line): boolean

+ contain({point. GeomPuoint): boolean

Slika 5.6: Klasni dijagram klase Line

Circle

- center: GeomPoint
- radius: float

+ Circle{center. GeomPoint, radius: float)

+ draw{canwvas: Canvas, paint: Paint, finished: boolean, info: Geominfo): void
+ connection{object: GeometricObject): boolean
+ isUnderCursor(x: float, y- float): boolean

+ fransiate (x: fioat, y- float). void

+ scale{ scaleFactor: float): void

+ center(). GeomPoint

+ radius(): float

+ setCenter{begin: GeomPoint): void

+ setRadius(r: float): void

+ distance( point: GeomPoint): float

+ equal( c: Circle): boolean

+ contain(point: GeomPoint): boolean

Slika 5.7: Klasni dijagram klase Circle

Polygon

- points: vector=GeomPuoint=

+ Polygon(points: vector<GeomPoint=)

+ draw{canwvas: Canvas, paint: Paint, finished: boolean, info: Geominfo): void
+ connection{object: GeometricObject): boolean

+ isUnderCursor(x: float, y- float). boolean

+ fransiate (x: fioat, y- float). void

+ scale( scaleFactor: fioat): void

Slika 5.8: Klasni dijagram klase Polygon

moze se videti na slici 5.8

e Klasu Polygon nasleduje klasa Triangle. Klasom Triangle je predsta-
vljen trougao u ravni (slika [5.9)). Svaki trougao je jedinstveno odreden sa tri
tacke (aktivna trojka). Na osnovu ove tri tacke se trougao rekonstruise kori-
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Triangle

- significantObjects: HasMap=String, GeometricObject=
- idFP1: String

- idFP2: Siring

- idFP2: String

- triangleMum: String

- recontructionCommands: vector<Siring=

+ Triangle(points: vector=GeomPoint=)

+ draw(canvas: Canvas, paint: Faint, finished: boolean, info: Geominio): void
+ connection{object: GeometricObject). boolean

+ isUnderCursor(x: float, y- fioat). boolean

+ fransiate (x: fioat, y- float). void

+ scale( scaleFactor: fioat): void

+ fixPoint(point: GeomPoint, trics: HashMap=String, Veector=Siring==): void
+ freePoint{point: GeomPoint, trics: HashMap=String, Vector=String==): void
- isBisector(line: Line): boclean

- isAltitude(line: Line): boolean

- isMedian(line: Line): boolean

- isPrepBisector(line: Line). boolean

- isOrthocenter(point. GeomPoint): boolean

- islncenter{point: GeomPoint): boolean

- isCentroid{point: GeomPoint): boolean

- isCircumcenter({point: GeomPoint): boolean

- isMidpoint(point: GeomPoint): boolean

- isFootOfAltitude(point: GeomPoint). boolean

- isFootOfBisectors(point: GeomPoint): boolean

- isEulerPoint({point: GeomPoint): boolean

- isCircumscribedCircle{circle:Circle): boolean

- islnscribedCircle(circle:Circle): boolean

- isEulerCircle(circle:Circle): boolean

+ reconstruct(trics: HashMap=String, Vector=String==]: void

- canBeContructeditrics: HashMap=String, Vector=String==). boolean

Slika 5.9: Klasni dijagram klase Triangle

steci konstruktivne korake koji su zapamdéeni u vektoru recontruction Commands.
Konstruktivni koraci koji su zapamdéeni u vektoru su resenje koje ArgoTriCS
daje za problem: za zadate tacke iz aktivne trojke konstruisati trougao ABC.
U slucaju da su te tri tacke temena trougla, vektor recontructionCommands
je prazan. U rezimu za odabir moguce je promeniti tip jedne od tacaka koje
odreduju trougao i time je izbaciti iz aktivne trojke, tada trougao i dalje postoji
i interno je odreden svojim temenima, ali takav trougao korisnik ne moze da
modifikuje. Metodima fizPoint i freePoint menja se aktivna trojka. Pored ovih
metoda u klasi Triangle su implementirani i pomo¢ni privatni metodi kojima
se proverava veza trougla sa zadatom figurom. U alatu su podrzane sledece
provere veze trougla sa drugim figurama:

— da li je prava simetrala ugla (isBisectorLine);

da li je prava visina trougla (isAltitude);

da li je prava trzisna linija (isMedian);

da li je prava simetrala stranice (isPrepBisector);

da 1i je tacka ortocentar trougla (isOthocenter);
— da li je tacka centar upisanog kruga trougla (isIncenter);
— da li je tacka centar opisanog kruga trougla (isCircumcenter);

— da li je tacka teziste trougla (isCentroid);
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— da li je tacka srediste stranice trougla (isMidpoint);

da li je tacka podnozje visine trougla (isFootOfAltitude);

da li je tacka presek simetrale ugla sa stranicom (isFootOfBisectors);
— da li je tacka Ojlerova tacka (isEulerPoint);

da li je krug opisani krug trougla (isCircumscribedCircle);

da 1i je krug upisani krug trougla (isInscribedCircle);

— da li je krug Ojlerov krug (isEulerCircle).

Konstante, koje se koriste u proveri odnosa izmedu geometrijskih figura i
tokom prepoznavanja figura, definisane su u klasi Constraints. Konstante di-
rektno zavise od karakteristika ekrana uredaja na kom se aplikacija izvrsava,
zbog Cega se instanca klase kreira pri pokretanju android aplikacije. Svakoj no-
voj instanci klase GeometricObject instanca klase Constraints se prosleduje
kroz konstruktor. Definisane su konstante minimalDistance, minNumOfPo-
ints, maximalNumberOfPoints, minimalRatio, mazimalRatio, maximalRadius i
EPS. Do vrednosti ovih konstanti se doslo eksperimentalno. Zbog raznovrsnosti
uredaja i o¢ekivanja korisnika vrednosti ovih konstanti se mogu menjati.

U okviru biblioteke nalaze se i klase ConnectionCalculation i
GeometricConstructions. U klasi ConnectionCalculation su implementi-
rane metode koje proveravaju da li su dve figure povezane. Ove metode se pozi-
vaju u okviru implementacija metoda connect. U klasi GeometricConstructions
su implementirane osnovne geometrijske konstrukcije.

5.1.1 Implementacija algoritma za prepoznavanje figura

Implementacija algoritma za prepoznavanje figura nalazi se u okviru klase
GeometricObjectRecognizer. Metod getGeometricObject kao argument prima
diskretizovan vektor tacaka otiska na ekranu i kao rezultat vraca prepoznatu
figuru.

Prvobitna implementacija algoritma prepoznavanja figura koristila je Hafovu
transformaciju. Koriséene su funkcije HoughCircles i HoughLines iz biblioteke
OpenCV. Hafova transformacija nije davala dobre rezultate jer otisak koji ostaje
na ekranu dok korisnik crta nije pravilna figura. Mana ovog pristupa je jos i to
sto funkcije HoughCircle i HoughLines primaju kao argumente rastersku sliku,
pa dolazi do znatnog usporenja rada aplikacije, $to je nedopustivo za aplikaciju
koja treba da radi u realnom vremenu.

Sledeé¢a implementacija koristila je algoritam zasnovan na diskretnoj krivini
opisan u odeljku Ova implementacija je davala bolje rezultate u odnosu
na prethodnu. Ukoliko je otisak slican pravoj ili poligonu metod getGeometri-
cObject, implementacija zasnovana na diskretnoj krivini, vraca pravu, odnosno
poligon. Medutim ako je otisak slican krugu metod ne vraéa krug. Naime,
zbog malog broja tacaka koje se zapamte, u proseku oko 20 tacaka, dolazi do
problema da se figure koje bi idejno trebale biti prepoznate kao krugovi budu
prepoznate kao poligoni. Ako bi se konstante podesile tako da prepoznavanje
krugova bude bolje, onda prepoznavanje poligona postaje losije.
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Slika 5.10: Skiciranje trougla (levo) i prikaz prepoznatog trougla na osnovu skice
(desno)

Najbolje rezultate dala je implementacija koja koristi metod najmanjih kva-

drata opisan u odeljku [3.3] Prepoznavanje se vrsi na sledeéi nacin:

1. Ukoliko je broj tacaka manji od minNumOfPoints metod getGeometricO-

bject vraca Nothing kao naznaku da ni jedna figura nije prepoznata. Ova
provera je uvedena kako bi se resio problem nagomilavanja tacaka.

. Zbog numerickih gresaka prilikom deljenja sa malim brojevima skup tacaka
se proreduje tako da rastojanje izmedu svake dve uzastopne tacka bude
bar minimalDistance.

. Ukoliko je broj tacaka posle proredivanja manji od minNumOfPoints me-
tod vraca tacku.

. Metodom najmanjih kvadrata, na nacin opisan u primeru dati vek-
tor tacaka se aproksimira krugom. Koris¢ena je implementacija najma-
njih kvadrata iz biblioteke OpenCV. Odluka da li je dobijeni krug zaista
dobra aproksimacija datog vektora tacaka vrsi se proverom odnosa uda-
ljenosti tacke od centra dobijenog kruga i polupre¢nika kruga. Ukoliko
je ovaj odnos u intervalu (minimal Ratio, maximal Ratio) i polupreénik
manji od mazimalRadius metod getGeometricObject vrata aproksimirani
krug. Provera polupre¢nika vrsi se jer metod najmanjih kvadrata vektor
tacaka, koje najpre pripadaju pravoj, aproksimira krugom velikog polu-
precnika.

. Ukoliko aproksimirani krug nije dovoljno dobra aproksimacija vektora
tacaka onda se metodom isPolyLine proverava da li se dati skup tacaka
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moze aproksimirati pravom ili poligonom. Proverom ugla izmedu svake
dve uzastopne tacke odlucuje se da li tacke leze na pravoj, pripadaju po-
ligonu ili nijedno od navedenog. Kod ovog metoda je naveden u dodatku

Bl
Pocetak

/ Vektor tacaka /

I

premalo tacaka?

proredi tacke

premalo tacaka?

Nista nije prepoznato / / poligon /

Kraj

Slika 5.11: Dijagram toka prepoznavanja figura

6. Metod getGeometricObject vraca Nothing, kao naznaku da nista nije pre-
poznato.

Prepoznavanje figure se vrsi u hodu, dok korisnik crta. Figura koja je prepo-
znata na osnovu dotadasnje skice se iscrtava isprekidano, kako bi korisnik uvek
imao informaciju $ta je prepoznato na osnovu skice i mogao da je menja ne bi
li dobio Zeljeni rezultat. Po zavrSetku prepoznavanja figure linearanom pretra-
gom po ranije nacrtanim figurama proveravaju se odnosi prepoznate figure sa veé
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Slika 5.12: Konstrukcija visine trougla

postoje¢im. Ukoliko postoji priblizna veza sa nekom ve¢ postoje¢om figurom,
prepoznata figura se menja tako da data veza zaista vazi. Na primer, ukoliko
je prepoznata prava priblizno jednak&ﬂ visini trougla, prava se menja tako da
ona postane visina trougla. Po zavrsenom prepoznavanju ova veza se pamti u
obe geometrijske figure. Ovakvo resenje olaksava odgovaranje na pitanje koja je
karakteristicna tacka odabrana konstruisana tacka. Kada se kontruise karakte-
risti¢na tacka, sistem prepozna koja je to karakteristi¢na tacka i tu informaciju
upamti. Tada konstruisana tacka ima informaciju koja je karakteristi¢na tacka
i kom trouglu pripada. Takode, i trougao, kome je konstrisana tacka karakte-
risticna tacka, pamti informaciju o karakteristicnoj tacki. Moguca situacija je
da novo prepoznata figura nije samo povezana sa jednom, ve¢ sa vise figura. U
ovom slucaju alat prepoznaje samo prvo pronadenu vezu. Veze izmedu figura
se proveravaju takode u hodu i informacija o pronadenoj vezi se ispisuje (slika
5.12)).

5.2 Pomeranje tacaka

Kao i u veéini alata za dinamicku geometriju, u alatu Touch&Drag je omogu-
¢eno pomeranje figura. TacCnije omogucéeno je pomeranje tacaka, a kako su sve
ostale figure zavisne od tac¢aka, one se pomeraju (menjaju) pomeranjem tacaka
od kojih zavise. Za razliku od ostalih alata, u ovom alatu je mogucée pomerati i
konstruisane karakteristicne tacke trougla.

Za pomeranje konstruisanih tacaka koristi se ranije izracunata lista kon-

2Prava je priblizno jednaka visini trougla ukoliko je udaljenost odgovarajuéeg temena i
podnozja visine iz tog temena od prave manja od minimalDistance.
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strukcija u alatu ArgoTriCS (pamte se konstrukcije samo za resive probleme).
Ova lista konstrukcija se pamti u JSON formatu. Pri pokretanju aplikacije
konstrukcije se ucitavaju u mapu trics ¢iji je kljué konstruktivni problem (niska
oblika X Y Z) i vrednost resenje konstruktivnog problema za zadate tacke X
Y Z konstruisati trougao ABC. Kako alat ArgoTriCS daje reSenja samo za
tacke iz Konelijevog korpusa, dozvoljeno je pomeranje samo Konelijevih tacaka.

Da bi pomerao neku konstruisanu karakteristicnu tacku trougla, korisnik
mora da promeni aktivnu trojku, kojom je odreden trougao. Kao $to je veé
pomenuto, ovo se moze uraditi u rezimu za odabir. Pre nego $to odabere novu
tacku koju zeli da pomera, korisnik mora da ukloni jednu od prethodnih tacaka
iz trojke. Kada ostanu dve tacke X i Y u trojci, korisniku se nudi opcija da doda
tre¢u tacku Z takvu da ArgoTriCS daje jedinistveno resenje za problem 7 X Y
Z” (odnosno postoji klju¢ X Y Z” u mapi trics). Pri promeni trojke tacaka
koje odreduju trougao, azurira se vektor recontructionCommands i postavlja se
na trics[ XY Z].

Slika 5.13: Pre pomeranja tacke H (levo) i posle (desno)

Pri pomeranju karakteristicne tacke salje se signal trouglu, ¢ija je to karak-
teristi¢cna tacka, da je potrebno da se rekonstruise. Prvo se izvode konstruktivni
koraci iz vektora recontructionCommands i time se dobijaju nove pozicije tema
trougla, a potom se izvode konstruktivni koraci kojima su opisane sve figure na
slici i slika se azurira. Postoje situacije kada na osnovu pozicija tacaka trou-
gao ne moze biti rekonstruisan (degenerisani slucajevi). Tada trougao nestaje
sa svim svojim karakteristicnim figurama (interno se temena postavljaju na
NULL, a potom pri izvodenju konstruktivnih koraka sve figure koji zavise od
njih postaju NULL) osim tacaka iz aktivne trojke. Kada tacke opet budu na
pozicijama tako da odreduju trougao, trougao ¢e se pojaviti na slici sa svim
svojim ranije konstruisanim karakteristicnim figurama.
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Primer 8 Razmotrimo situaciju kada korisnik konstruise trougao ABC' i njegov
ortocentar H i Zeli da pomeri tacku H.

U osnovnom rezimu, korisnik skicira trougao i alat prepoznaje trougao. Po-
tom skicirajuci prave koje su ,,blizu” wvisina hy i hy, korisnik konstruise visine.
Ortocentar H se jednostavno konstruiSe kao presek pravih hy i hy dodirom na
mesto preka pravih.

Kada je izvrsio opisanu konstrukciju korisniku je dozvoljeno da u reZimu za
pomeranje pomera samo temena trougla ABC. Da bi pomerao tacku H potrebno
je da je odabere u rezimu za odabir. Pri ulasku u reZim za odabir korisnik
ima samo mogucnost da ukloni neko od temena trougla, jer su sve tri tacke
odabrane. Po uklanjanju tacke C (ista situacija bi bila da je uklonjeno neko
drugo teme) omogucen je odabir tacke H. Korisnik bira tacku H i prelazi u rezim
za pomeranje. Sada korisnik moZe da pomera tacke A, B i H. Pomeranjem
tacke H trougao se automatski rekonstruise i nova slika se prikazuje.

5.3 Pregled dodatnih funkcionalnosti alata

Pored opisanih funkcionalnosti omogucene su i sledece:

° Cuvanje/ Ucitavanje. Moguce je sacuvati konstrukciju i potom je kasnije
ponovo ucitati. Konstrukcije se ¢uvaju u lokalnom formatu u memoriji apli-
kacije na uredaju. Za sada nije podrzano ucitavanje i eksportovanje drugih
formata, kao ni razmena sacuvanih konstrukcija izmedu aplikacija na razlicitim
uredajima.

Slika 5.14: Tacka C van ekrana (levo), trougao centriran (desno)

e Centriranje slike. Usled pomeranja tacaka deSava se da neke figre ,,po-
begnu” iz okvira ekrana. Pritiskom na dugme B3 slika se translira u centar i
skalira tako da sve figure budu u okviru ekrana.
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e Undo/Redo.

< Settings

Point Labeling [ )

Show significant geometric
objects of triangle

Text size Medi...
Point size Medi...

Free Point Color

Constructed point color

Active point color

Color of point that can be active
Color of point that cannot be

active

Other points color

.- .-. ‘ ‘

Sensitivity
Slika 5.15: Podesavanja u alatu Touch&Drag

e Podesavanja. Moguce je promeniti boju i veli¢inu prikaza tacaka, kao i
prikaz oznaka tacaka. Za pomo¢ pri konstrukciji karakteristicnih tacaka, pravih
i krugova trougla, moze se aktivirati pretprikaz karakteristi¢nih figura. Takode,
moze se podesiti i osetljivost.
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Glava 6

Poredenje sa srodnim
sistemima

6.1 Prepoznavanje geometrijskih figura na ski-
cama

Ideja o prepoznavanju skica nije nova. Skice i dijagrami su nacin komuni-
kacije koji je prethodio pojavi pisma pre vise od 30 vekova. Suterland je 1963.
godine predstavio Sketchpad [23], prvi interaktivni sistem koji je koristio sve-
tlosnu olovku za crtanje dijagrama direktno na ekranu. Glavni nedostaci ovog
alata su neprepoznavanje figura na osnovu skica, ograniceni resursi i visoka cena
racunara.

U radu [25] je predlozen algoritam prepoznavanja oblika na osnovu skica.
Preciznost prepoznavanja ovog algoritma je preko 90%. Pretprocesiranje tacaka
se sastoji od aproksimacije tacaka poligonskom linijom, filtriranja i racunanja
konveksnog omotaca. Rezultat pretprocesiranja je konveksan poligon. Broj te-
mena poligona se potom smanjuje, uklanjaju se temena kod kojih je ugao blizak
opruzenom uglu. Skica se klasifikuje kao poligon ili elipsa. Za prepoznavanje
poligona se koristi metod najmanjih kvadrata. Ose i zize elipse se racunaju na
osnovu skupa proredenih tacaka i potom se minimizuje razlika izmedu skice i
prepoznate elipse.

Opis sistema za prepoznavanje oblika na osnovu skica koji koristi osnovna
geometrijska znanja i ne zavisi od konkretne primene dat je u radu [26]. Proces
prepoznavanja se sastoji od dve faze. U prvoj fazi se skica aproksimira jednom
primitivnom geometrijskom figurom (prava, luk, krug, zavojnica) ili kombinaci-
jom primitivnih figura. U rekurzivnom algoritmu se skica deli na osnovu pravca
i krivine nacrtale linije (skice). Zatim se delovi aproksimiraju primitivnim fi-
gurama. U postprocesiranju se analiziranjem veza izmedu prepoznatih figura
uklanjaju suvisne primitivne figure. Za osnovne figure ovaj prepoznavac je pre-
poznao ispravnu figuru u 98% slucaja.
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Istrazivanje u oblasti prepoznavanja oblika na skicama je u ranim fazama
bilo fokusirano na konkretan domen, kao Sto je prepoznavanje osnovnih oblika
u UML dijagramima, masinstvu, web dizajnu, itd. Kako bi se olaksao razvoj
novih prepoznavaca nastao je LADDER|2T], jezik za opisivanje crteza, prikaza
i modifikacije skiciranih dijagrama. Medutim, da bi se napisao prepoznavac za
novi domen potrebno je napisati gramatiku kojom se opisuje novi domen. U
LADDER-u je izmedu ostalih napisan i PaleoSketch|28]. PaleoSketch prepo-
znaje osnovne geometrijske oblike kao $to su prave, poligoni, krugovi, elipse,
lukovi, itd. Prepoznavaci napisani u LADDER~u su prepoznavali najvise dva-
desetak razlicitih oblika. U 2010., razvijen je sistem koji prepoznaje stotinak
razlicitih oblika. Medutim, i ovaj sistem je zavisio od prethodno odredenog
skupa oblika koji se mogu prepoznati. Veéi napredak u prepoznavanju oblika su
napravili nau¢nici iz Microsoft Research-a[29]. Oni su razvili sistem za prepo-
znavanje oblika koji ne zavisi od domena i nije ograni¢en prethodno odredenim
skupom oblika koji se mogu prepoznati. Najnoviji metod za prepoznavanje
oblika na skicama patentiran je u januaru 2018.

U okviru alata GeoGebra 4.2 dodata je moguénost crtanja figura slobodnom
rukom. Ukoliko je figura nacrtana slobodnom rukom sli¢na nekoj geometrijskoj
figuri (tacka, prava, krug, elipsa, poligon, itd.) onda ¢e ona biti prepoznata i
iscrtana. Alat ne daje informacije u toku crtanja o tome da li se i koja figura
moze prepoznati.

Crtanje u alatu Sketchometry se izvodi slobodnom rukom. U toku crtanja
se vrsi prepoznavanje i ispisuje se koja bi figura bila prepoznata ako bi crtanje
prestalo u tom trenutku. U toku prepoznavanja proveravaju se odnosi sa po-
stojedim figurama (paralelnost, normalnost, pripadnost, itd.). Na primer, ako je
prava koja se crta skoro paralelna sa nekom veé nacrtanom, ona ¢e se prepoznati
kao prava paralelna sa tom pravom.

6.2 Pomeranje tacaka

Od samog pocetka u alatima za dinamicku geometriju moguce je modifikovati
ulazne parametre i posmatrati posledice. Po promeni ulaznih parametara u
alatima se izvodi konstrukcija ostalih figura i korisniku se prikazuje izmenjena
slika. Ni u jednom alatu do sada ne postoji moguénost pomeranja konstruisanih
tacakd'] Alat Touch&Drag je prvi alat za dinamicku geometriju u kome postoji
ova funkcionalnost.

1U jednoj verziji alata Geoplan-Geospace (iz 2005.) postojala je slina funkcionalnost
zasnovana na algebarskom pristupu. Nazalost, vise detalja o toj funkcionalnosti nije nikada
objavljeno.
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Glava 7
Zakljucci 1 dalji rad

U okviru ovog rada su prikazana moguca reSenja za prepoznavanje geometrij-
skih figura koje se skiciraju na uredajima osetljivim na dodir. Algoritam za pre-
poznavanje geometrijskih figura, opisan u tekstu, implementiran je u aplikaciji
Touch&Drag. Pokazalo se da poznati algoritmi nisu davali najbolje rezultate,
kao i da prepoznavanje nije jednostavno. U okviru aplikacije implementirani su
i algoritmi za prepoznavanje odnosa izmedu prepoznatih figura.

U daljem radu na aplikaciji Touch&Drag potrebno je unaprediti prepozna-
vanje tako da prepoznaje vise figura. Potrebno je popraviti iskustveno iza-
brane vrednosti za dopustiva odstupanja. Ovo se moze unaprediti, na primer,
koriséenjem algoritama masinskog ucenja. Pri prepoznavanju veza izmedu pre-
poznatih figura trenutni pristup pronalazi prvu vezu kojoj je greska dopustiva
i potom prestaje pretragu. To se moze unaprediti tako Sto ¢e se umesto prve
traziti sve veze, kojima su greske dopustive i birati ona koja ima najmanju
gresku.

U radu je takode opisana nova funkcionalnost: pomeranje konstruisanih ka-
rakteristicnih tacaka trougla. Pomerajuéi konstruisanu tacku, korisnik istrazuje
uticaj na ostale postojece figure. Ova funkcionalnost je implementirana u alatu
Touch&Drag. U radu nisu pokrivene sve mogucée karakteristicne tacke, veé
samo Konelijeve tacake. U daljem radu na aplikaciji moguée je prosiriti skup
karakteristi¢nih tacaka trougla. Takode, skup figura moze se prosiriti sa tacaka
na dodatne geometrijske figure. Ovo otvara nove konstrukcijske probleme koje
je potrebno (automatski) resiti. Predlozeno resenje koristi resava¢ AgroTriCS,
koris¢enje drugog resavaca ili kombinovanje rezultata vise njih moze povecati
skup figura. U alatu Touch&Drag moze se sacuvati konstrukcija samo u lokal-
nom formatu na uredaju na kome je aplikacija instalirana. Dodavanjem opcija
¢uvanja i Citanja drugih formata povecéala bi se povezanost sa drugim alatima i
uvecao broj gotovih konstrukcija koje je moguce istrazivati u novom svetlu.
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Dodatak A

Spisak osnovnih konstruktivnih koraka:

WO01 Ako su date tacke X, Z i W, i racionalan broj r moguée je konstruisati
tacku Y tako da vazi: % =,

W02 Ako su date dve tacke X i Y moguce je konstruisati pravu XY’; uslov
odredenosti je da su tacke X i Y razlicite;

W03 Ako su date dve prave, moguce je konstruisati njihovu zajednicku
tacku; uslov nedegenerisanosti je da prave nisu paralelne, a uslov odredenosti
da nisu jednake;

W04 Ako su dati prava i krug, moguée je konstruisati njihove zajednicke
tacke; uslov nedegenerisanosti je da se prava i krug seku;

W05 Ako su dati prava i krug i jedna njihova zajednicka tacka, moguce je
konstruisati njihovu drugu zajednicku tacku; uslov nedegenerisanosti je da se
prava i krug seku;

W06 Ako su date dve razlicite tacke X i Y moguée je konstruisati krug
k(X,Y) sa centrom u tacki X koji sadrzi tacku Y ; uslov nedegenerisa- nosti je
da su tacke X i Y razlicite;

W07 Ako su data dva kruga, moguce je konstruisati njihove dve zajednicke
tacke; uslov nedegenerisanosti je da se krugovi seku, a uslov odredenosti da su
krugovi razliciti;

WO08 Ako su data dva kruga i jedna njihova zajednicka tacka, moguce je
konstruisati njihovu drugu zajednicku tacku; uslov nedegenerisanosti je da se
krugovi seku, a uslov odredenosti da su krugovi razliciti;

W09 Ako su date tacke X i Y moguce je konstruisati krug sa pre¢nikom
XY ; uslov nedegenerisanosti je da su tacke razlicite;

W10 Ako su dati tacka X i prava p moguce je konstruisati pravu ¢ koja
sadrzi tacku X i upravna je na pravu p;

W11 Ako su dati prava p i tacka X koja ne pripada pravoj p moguce je
konstruisati krug k sa centrom X koji dodiruje pravu p; uslov nedegenerisanosti
je da tacka X ne pripada pravoj p;

W12 Ako su dati krug & i tacka X van kruga k, mogucée je konstruisati dve
tangente iz tacke X na krug k; uslov nedegenerisanosti je da je tacka X van
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kruga k;

W13 Ako su dati krug k, tacka X van kruga k i jedna tangenta iz tacke X
na krug k, moguce je konstruisati drugu tangentu iz tacke X na krug k; uslov
nedegenerisanosti je da je tacka X van kruga k;

W14 Ako su date tacke X i Y moguce je konstruisati medijatrisu duzi XY;
uslov odredenosti je da su tacke X i Y razlicite;

W15 Ako su dati tacka X, prava p i racionalan broj r, mogudée je konstrui-
sati pravu koja je slika prave p pri homotetiji u odnosu na tacku X sa koefici-
jentom 7;

W16 Ako su dati tacka X i prava p mogude je konstruisati pravu koja sadrzi
tacku X i paralelna je pravoj p;

W17 Ako su date tacke X i Y, koeficijenti A, B, C'iD i ugao a moguce je
konstruisati pravu ¢ tako da je ugao <(XVY,q) = A5y + Cp;

W18 Ako su date tacke X 1Y, koeficijenti A, B, CiD i ugao o moguce je
konstruisati pravu ¢ tako da je ugao <(q, XY) = Agx + C4p;

W19 Ako su date tacke X, Y i Z moguce je konstruisati tacku W koja je
harmonijski spregnuta sa ostalim; uslov nedegenerisanosti je da su tacke X i Y
razlicite, tacke Y i Z razli¢ite i da tacka Y nije srediste duzi X Z;

W20 Ako su date tacke X i Y i ugao a moguce je konstruisati skup tacaka
iz kojih se duz XY vidi pod uglom Agx + C'355;

W22 Ako su dati tacka X i krug k; moguce je konstruisati krug ko sa
centrom u tacki X koji iznutra dodiruje krug ki; uslov nedegenerisanosti je da
je tacka X unutar kruga k; i da tacka X nije centar kruga kq;

point Za zadata dva broja x i y moguce je konstruisati tacku X sa koordi-
natama (z,y);

line Za zadate tacke X i Y moguée je konstruisati pravu sa prolazi kroz
tacke X i Y,

circle Za zadatu tacku X irealan broj r moguce je konstruisati krug k(X r)
sa centrom u tacki X i poluprecnika r;

polygon Za zadate tacke X7, Xo,...X,, moguce je konstruisati poligon ¢ija
su temena zadate tacke;

triangle Za zadate tacke A, B i C' moguce je konstruisati trougao sa teme-
nima u tackama A, B i C.
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Dodatak B

GeometricObject isPolyLine(Vector<GeomPoint> points){
int lessThenPI = 0;

int n = points.size();

Vector<GeomPoint> breakPoints = new Vector<>();

breakPoints.add(points. firstElement ());

for (int i = 1; i < n — 1; i++) {
GeomPoint begin = points.get(i — 1);
GeomPoint end = points.get(i + 1);
Point P = points.get(i);
double angle = ConnectionCalculations.angle(begin, P, end);

if (angle < constants.getMaxAngle()
&& angle > constants.getMinAngle()) {

lessThenPI++;
if (lessThenPI > constants.getMaximalNumberOfPoints()) {

ovo onda nije ni pologon ni prava
maximalNumberOfPoints tacaka je

na malom rastojanju

a ugao izmedju njih nije blizu opruzenog
zakljucujemo da nije prava ili pologon
return null;

S~ T T
S~ T T

}
breakPoints.add (P);
} else {
lessThenPI = 0;
}

}

breakPoints.add(points.lastElement ());

if (breakPoints.size() > 2) {
int size = breakPoints.size ();
GeomPoint first = breakPoints.firstElement () ;
GeomPoint last = breakPoints.lastElement () ;

GeomPoint secondLast = breakPoints.elementAt(size — 2);
double angle = ConnectionCalculations. angle (secondLast, last ,
first);

if (first.distance(last) < constants.getMinimalDistance ()
|| Math.abs(angle) > constants.getMaxAngle()) {
// poslednja tacka je na maloj udaljenosti od prve
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// ili je ugao blizu opruzenog
// izbacujemo poslednju tacku

breakPoints.removeElementAt (size — 1);
}
if (size = 3) {
GeometricObject triangle = new Triangle(breakPoints);

triangle .setConstants (constants);
return triangle;

}

GeometricObject polygon = new Polygon(breakPoints);
polygon.setConstants (constants) ;
return polygon;

}

// ugao izmedju svake dve uzastopne tacke je blizu opruzenog

// prepoznajemo pravu

GeometricObject line = new Line(breakPoints.firstElement (),
breakPoints.lastElement ());

line .setConstants (constants);

return line;

isPolyLine
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