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HacsioB mactep paga: Ckpusenn MapKoB/beBr Mojien y OMONHMOPMATUIINA —

€JIEKTPOHCKA JIEKITH]a,

Pesume: Ckpuenun Mapkosibesu mogenu (HMM, npema enrn. Hidden Markov
Model) npeicraBibajy croxacTudKe KOHAYHE ayTOMATE Ca IPUBATHUM (CKPHBEHIIM )
cramuMa U jaBHHM (orncepBadmiHUM) emucujama. lIpomene crama, Koje rpaje
CKpHWBEHEe IIyTeBe, Ka0 M MPUKA3 CUMOOJIA, KOjU UMHE OIarkarba, 3allPaBO Cy JIBa
[MOBe3aHa CTATUCTUYKA MPOIeca, IUju ce OJHOC Mojesyje. [Ipumene oBux mosmernra
Cy pa3HOPOJIHE, KAKO Y PeIaBarby IPod/eMa HaJINJIEAHOT, TAKO U HEHAIIJIeJaHOT
MAIITHCKOT yYerha HaJl CEKBEHIMjaTHUM TojanuMa, (HIIp. BPEMEHCKUM ceprjama),
Moy T KJiacuduKaIyje IpoTernHa 1 IpoHajaXema rena y ouonndopmaruim. N3-
pabeHa je eJleKTPOHCKA JIEKIja Koja mokpuBa reMmy HMM kao dnonHGOpMaTHIKY
HacTaBHY jeamHully. Jleknmja ce cacTojum m3 JIeTa/bHOT TEOPHUjCKOT Jlesia U IIpaTe-
hux mMIIeMeHTaIja aJropuTamMa HeonmxoaHux 3a paj ca HMM. Nznarame 3a-
IIOYHUHE OIMCOM MOTHUBAIMOHUX ITPoOJeMa IpoHaJaxKema rera y JIHK ceksenru,
KJIacuukalyje nporenta Ha npuMmepy oapehuBama Tuna mzosnara XNB-a, kao u
JIOJIATHOT TIPpOOJIeMa HEIOIITeHe KOIKAPHUIIE. ¥ HACTABKY CY, aHAJIU30M yBEJICHOT
podJjieMa Ka3WHa, pa3MOTpeHe U peajinm3oBaHe Moryhuoctu ckpuBeHux Mapko-
BJbEBUX MOJIeJIa, IMOIYT JeKoaupamwa (BurepdujeB ajsropuram) u u3padyHaBamba
BepoBaTHONe onazkama (ajaropuram ,Harnpes’). HakoH Tora, NIpuKasaHo je Kako ce
JedUHUCAHN W UMILJIEMEHTUPAHU MOJIEST MOXKE MCKOPUCTHUTU 32 PelllaBatbe MU3JI10-
JKEHUX MPOOJIEMa, KOHKPETHO TpoHasaxkemem CG octpsa (CpG mecra) u ymorpe-
Som tipobusiaux HMM (HMM upodwuna). Hanocserky je onucana u morylhinoct
yUerma rmapaMeTapa Mojeia Ha OCHOBY OlaxKama, Takohe y3 mparehe mminiemeHTa-
uje (asropuram ,Hanpe-uasa’, Burepdujeso u Baym-Bemdoso yueme). Jleknuja
je peasm3oBaHa y BULy WHTepakTuBHE Jupyter cBecke ca Python komoBuMa, Koja je
jaBuo mocrymna Ha GitHub-y. Hamnpasibena je u HTML Bep3uja marepujasia ucre
caJIpKUHe, KAKO O JIEKIIUjU MOIJIO Jla Ce MPUCTYIH U CAMO IIPEKO Iperjeaada

Beda, 0e3 morpede 3a Jupyter cepepom uinu Python unrepuperaTopoM.

Kuipyune peun: duonndopmaruka, ckpusern Mapkoibeu moenu (HMM), enek-

TpoHcka Jieknuja, CG ocrpsa (CpG mecta), npodbuwiau HMM (HMM upodusm)
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I'maBa 1

YBOI

Buonndopmarnka je MHTEpAUCIUILIMHAPHA OOJIACT KOja ce OaBH IPUMEHOM
pPadyHAPCKUX TEXHOJIOIHja y 00JACTU OMOJIOTHje U CPOJHUX HAyKa, Ca HAITIACKOM
Ha pa3yMeBampy OHMOJIONIKUX TojaTaka. KipydHa ocodmHa joj je ympaBo IIOMeHyTa

MYJATAAACTIATIINHAPHOCT, KOja je MIycTpoBaHa JujarpaMoM ca ciauke 1.1.

A

ST PAUVHAPCTRO

bUOJIOTWJA

Cuauka 1.1: Benos aujarpam unTepucimminaapaoctu [12]

OBako mpejicTaB/beHa, OMOMH(MOPMATHKA je 3aIPaBO CIIOj CTATUCTUKE, Pady-

HapCTBa U OMOJIOTHje — CBa TPU MCTOBPEMEHO — IO YeMy Ha/IMJIa3U II0je/IMHaATHe
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I'JIABA 1. Yesog

CIlojeBe: OMOCTATUCTHUKY, HAYKy O IOJaluMa W padyHapcky oumosornjy. Komn-
KPETHO, CTATUCTHYKHU (MATEMATHIKN) amapaTaT CIyKH 3a paJl ca HojanuMa, pa-
YyHAPCKE TEXHOJIOTHje Taj alapaT 4YuHe YIOTPeO/bUBUjUM, JIOK OUOJIOTHja Jaje
HOTPEeDHO JIOMEHCKO 3Harbe (pasdyMeBarbe) 3a paJi ca OUOJIOIIKUM U CPOJIHUM I10-
garuma. lako ce moxke pehm na je dwomndopmaTnka, y CaBPEMEHOM CMUCITY
[IPEJ/ICTAB/HEHOM IPUKA3AHUM JIUjarpaMOM, PEJIATHBHO MJaJjia HayKa, Op30 je 1o-
cTaJia TOIyJIapHa U MHOTHU Cy jOj MOCBETHJIN NaXKiby uin ce mwoMme dase [1, 36, 41].

Ckpusenn MapkosibeB Mojies (y HacTaBKy yriaBHoM ckpalieno HMM, npema
earn. Hidden Markov Model) npencraB/ba CTaTHCTUYKU MOJIET KOjU C€ CACTOjU
u3 cienelinx esemenara: CKpuBeHuX crama (x;), oncepsaimja (y;), BepoBarHoha
npesasa (a;;), HOJIA3HUX (7;) 1 U3Ia3HuX BepoBaTHOha (b;;), 10 IpUMepPy ca CIuKe
1.2. HMM ce Tako MO»K€ CXBATHTH K0 KOHAYHU ayTOMAT, IPU YEMY CTatba
3a/p2KaBajy yoOndajeHo 3Havere, JIOK BepoBaTHONE Ipesia3a OIUCYjy KOJUKO ce
qecTo HeKHu mpesa3 peanusyje. llonmaszne BepoBaTHOhe 0Jipel)yjy moYeTHO cTambe.
OBakaB ayTomar JOIymyje Ce MIejOM Jia CBaKO CTame ca ojpeheHoOM u3JIa3HOM
BepoBaTHOOM emwutTyje (mpukasyje) Heky omcepBanujy. Illrasuine, najuernthe cy
caMo omaxkama u 1mo3nara y paiay ca HMM, 1ok ce mmo3aJMHCKH HU3 CTaiba mnoraha

(,ipenpuba’), ma ce yupaBo 3aTO CTamba M MOJEIN HA3UBajy CKpuBeHUM |64].

ail2 a23

Cauka 1.2: JemgnocraBan npumep ckpuseHor MapkossseBor mojesna [65]

[Mub oBoOr pajia je crajame MPEeTXOHO YBEJICHUX II0jMOBa — OMOMH(MOPMAaTHKE
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I'JIABA 1. Yesog

U CKpuBeHUX MapKOB/beBUX MOe/Ia. 3aMucao je, JaKjie, JeTajbHa 00paja Teo-
PUjCKHUX U NpaKTUIHUX acriekara HMM, kao n npuka3 npumMepa mbUXOBE TIPUMEHe
y ounoundopmaruru. [lopex nucanor paja, npeasuhena dpopma je u eJIeKTPOHCKA
JIEKIIHja, Koja OM KacHHUje OW/a Jieo IUper eJeKTPOHCKOI YIIOeHWKa U3 OMOWH-
dopmatuke. Uneja yridbenuwka je ja Oye KOMILIETHO HACTABHO CPEJICTBO U3 OBE
odJtacTh, Koje ce MOyKe KOPHCTUTH Y Pa3HUM OOJIMIIUMA HacTaBe (IIpejiaBamba, Be-
»K0e), aJu U 3a MPUIIPEMy UCIATA WX jeJHOCTABHO yIIO3HaBambe ca mojmom HMM.

Usnarame je 3acHoBaHO Ha Kmusu Bioinformatics Algorithms: An Active
Learning Approach [38] ayropa @uiuna Kommoa (Phillip Compeau) u Ilasena
[TeB3uepa (Pavel Pevzner), Koja ce KOPHCTU Ko YHUOEHUK Ha BUIIE OJ[ CTO CBET-
ckux dakynrera [2], mehy kojuma je m Maremarmuku daxynarer YHuBep3uTETA
y Beorpagay [3|. ¥V rekcry cy objammmenn, a y JEKIUjH ¥ UMIJIEMEHTUDAHH, CBI
AJITOPUTMU KOjU Cy TPEJCTAB/bEHU Y KIbU3U, aju U MHOru Jipyru. Pesynrar je

Jupyter ceecka ca Python komoBuMa, Koja je jaBHo gocrynna Ha GitHub-y [14].



I'maBa 2

MoTuBaruja

Y 0BOj 1y1aBU U3JI0XKEHA je MOTHBaIIAja 3a yrnoTpedy ckpuBeHHX MapKOB/HEBUX
MoJiesia y onoundopmaruii. KoHKpeTHO, IpeJicTaB/beHa Cy JIBa BayKHA OUOJIOIIKA
IpodJIeMa Koja ce IbIMa MOTY PelIuTH U nparehn mojMoBu u3 JJoMeHa, Kao U jeTHa

I/ICTOpI/IjCKI/I MOTHUBHCaHa BEPOBATHOCHA MO3TaJIAIA.

2.1 Ilorabame deHOTHIIA

XUB je Bupyc xymane numMyHOAeMUITAjEHIIjE, je/IaH O HAJIO3HATUJUX BUPYCA,
KOjU 3apazkaBa Jbyjie mupoM cBeta. CBOjUM JYyTOPOYHUM JIEJIOBAFHEM JIOBOJIU JI0
CMPTOHOCHOT CHHJIPOMa CTedeHe UMyHO ieuIinjeHiije, Mo3HaTujer Kao CuIa min
AIDS. Masa nojequau ayTopu pacupocrpamenoct XV B-a nazuBajy namaeMujoM,
CaeTcka 37paBCTBeHA OpraHu3allija 03HaYaBa je Kao ,,odaaHy emnugemujy’ [4].

[Tocrojame XVIB-a 3BannvHo je moTBpHEHO MOYETKOM OCAM/IECETHX MOJIMHA JIBA~
JleceTOr BeKa, MaJla Ce MPETIIOCTaB/ba Jla je ca MpuMaTa Ha JbyJie MPerrao 3HATHO
panuje. Hemyro mo oom orkpuhy, taunuje 1984, u3z amepuukor MunucrapcTsa
3/IpaB/ba U yCJIyra CTAHOBHUIITBY HajaB/HEHO je Ja he BaKIMHA OUTU JIOCTYITHA
KpO3 HapeJjHe JiBe rojuHe. ['oToBa BakiuHa, Mel)yTum, HE JJaHac HUje JIOCTYITHA, a
MHOTH ITOKYIIaji Cy OTKa3aHU HAKOH IIITO Ce UCIIOCTABUJIO JIa BaKIIMHE KaHIUJIATH
Jak noBehaBajy pu3uk oj WHQEKIHje KO/ M0jeUHNX UCITUTAHUKA.

AnTuBupycHe BakiuHe Hajdenihe ce mpase O MOBPITUHCKUX TPOTEHA BUPYCa
Ha KOjH ce IW/ba, Y HaJU Ja e NMYHCKU CUCTeM, HAKOH BaKIIMHE, ¥ KOHTAKTy Ca
JKUBHUM BHPYCOM 3HATHO OpyKe MPENO3HATH IIPOTENHE OMOTa4Ya BUPYCa KAaO CTPaHe
U YHUIITUTH UX IIPe HEro mrTo ce BUpyCc HaMHOXKU y Teixy. XUB je, mehyrum,

KapaKTEePUCTUYIAH 10 TOME IITO BPJIO OP30 MyTHPA, & CYy IHerOBU NPOTEUHU H3Y-



I'JIABA 2. Mowusauyuja

3€THO BapHjabUIHU U HUje JIAKO HAYYIUTH UMYHCKH CUCTEM JIa UCIIPABHO Ojipearyje
Ha cBe mytarnuje. IllTaBuire, MoxKe ce JIeCUTH Ja UMYHUTET HAYYH JIa UCIPABHO
pearyje caMo Ha jeJIHy BapHUjaHTy BUPYCA, a Ja peakiiuja HeMa edeKTa Ha OcTajie
BapujanTe. OBakaB MMYHHTET je JIONIUjA OJ UMyHHUTETa KOjU HUINTA HE 3HA O
BUPYCY, TOIITO HE MOKYIIaBa Ja Hay4dd HUIITa HOBO, IITO je pa3Jjor Beh moMmenyTe
cuTyalgje Jia Cy KOJI HeKUX HUCIIMTAHWKA BaKIIMHE KaHIuTaTu rnosehasiu pusmk o
zapase. Jla crBap Oyjze ropa, XVIB 0p3o myTupa u yHyTap jejaHe ocodbe, Tako Ja
je pasiuKa y y30pIuMa y3eTUX OJT PA3/IMYATHX TalldjeHaTa YBEeK 3HadajHa.

Kama ce cBe y3me y 003up, kKao odehasajyha sammcao 3a am3ajH CBeOOy-
xBaTHe BakiuHe Hamehe ce cieneha uieja: waeHTUUKOBATH HEKU IEITH]I KOjU
CaJIpXKM HajMame BapujaduUsIHe J1eJI0Be MOBPIIMHCKUX IMPOTENHA CBUX ITO3HATUX
cojea XIB-a u uckopuctuTu ra Kao OCHOBY Bakmube. Hwu To, mehyrum, nmje
pemtemse, nomro XMB nma jorn jegHy HEmoromHy CIIOCOOHOCT: yMe Jia ce Cakpuje
mporecoM TymKo3mianyje. Hanme, mporemHn omoradya cy MaxoM TJIMKOIIPOTENHH,
IITO 3HAYU JIa Ce HAKOH IpeBOherha 3a IUX MOTY 3aKAYUTH MHOTOOPOjHU TJIMKAH-
cku (mehepun) sarmu. OBUM IPOIECOM JIOJIA3H JI0 CTBAPAHA IYCTOI TJIHKAHCKOT
MITATA, KOjU OMeTa UMYHCKH CHCTEM y Iperno3HaBamy Bupyca. Cse J10caj| N3HETO
yTU4e Ha HEMOTYNHOCT MPaB/heiba MPUKJ/IaJIHE BAKIIUHE Y CKOPUjeM BPEMEHY.

Yak m BaH KOHTEKCTa BakImHe, MyTanuje XV B-a nmpuimdao cy 3aHUMJbUBE 32
pasmarpame. KoHKpeTHO, HIyCTPATUBHO je DABUTH Ce env T€HOM, Uhja je CTOoIa
myTtanuje 1-2 % mo mykmeorumy romumimbe. OBaj TeH Koaupa JBa pPEIaTHBHO
KpaTKa TJIMKOIPOTENHA KOjU 3aje[HO IpaJie MubaK (CHajK) OMOTada, Je0 BUPYCa
3a/y?KeH 3a yjia3ak y JbyJcke henuje. Mare BaxKaH /10 MIUJbKA je TJIMKOIIPO-
renH gp41 (~ 345 aMMHOKHUCEIMHA), JIOK je BaxKHUju rimkornporent gpl20 (~ 480
amuHOKUCeMHA ). O BapUjadUIIHOCTHU JIPYTOT TOBOPU YUELEHUIA J1a HA HUBOY je]l-
HOT TIAIMjEHTa, Y KPATKOM POKY, CKOPO IIOJIOBHHA aMUHOKHCE/TMHA OyJie N3MEHeHa
IMO3aIMHCKUM MyTalldjaMa oJiroBapajyher rera, Kao Ja je CacBUM JPYTH IIPOTEUH.

[IpobiiemaTuka je jormn 3aHUMJbUBHja KaJia ce, MOPEJl I'eHOTHUIla BUPYCa, pa3-
marpa u weroB ¢denorurt. Ha npumepy XIVIB-a, nakon yinacka y Jbyicky hewnjy,
IJIUKOIIPOTENHU OMOTada KOJI HEKUX M30JIaTa MOTY JIa U3a30BY CIajalbe 3apakKeHe
hesmje ca cyceqauMm henujama. Pegysnrar Tora je cuHnumujyMm — HedyHKITMOHAJIHA,
BuIlejelapHa fiesnjcka (MUTOIIA3MATHIHA) MAca Ca 3aje THIYKOM NeJInjCKOM MeM-
opanom. IIpema Toj MoryhHocTu cBakKM KOHKPETHU BUPYC MOXKE C€ O3HAYUTU KAO
M30J1aT KOjU CTBapa CUHITUIAjYM WJIM Kao M30JIaT KOju Tra He cTBapa. lIpBa rpymna

ce TUM TIPOIECOM 3HATHO OprKe YMHOXKaBa, INTO Jajbe 3HA4YU Ja je OllacHUja u
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arpecuBHUja, jep YJIaCKOM y caMoO jeJiHy hejujy yOuja MHOTre Jpyre y CyCeICTBY.
OmpebhuBarme TaTHOT NeHOTHUIIA U morahame (peHOTHUIIa BaykKHO je KaKOo OM ce Ialli-
JEHTY IIPENucao HAJIPUKJIATHUAJI KOKTEJI AHTUBUPYCHUX JIEKOBA.

Ucnocrasiba ce Ja je mpuMapHa CTPYKTypa IyukonporenHa gpl20 BaxkaH cy-
IMITUHCKU TeHOTUICKHU TpeaukTop ¢denoruna XIB-a. Hawmwme, ysumajyhum y 00-
3Up caMO HU3 aMUHOKHCe/JINHA Koje unHe gpl20, MoxKe ce HAIIPaBUTHU jeJHOCTaBaH
KJIacuuKaTop Koju mnorabha Ja Jiu IpoydaBaHU U30JIaT CTBAPA CUHIIAIMjYM WJIN
ve. Konkperno, nayunuk zKan 2Kaxk ne Jour je 1992. anaam3upao BUIIECTPYKO
IopaBHake Tako3BaHe V3 mer/be, M3/IBOjEHOr pernoHa y okBupy gpl20, u dop-
mysiucao npasusio 11/25 [48|. TIpema tom mnpasuiy, coj XVB-a najBepoBarHuje
CcTBapa CHHIAIU]YM YKOJMKO My ce Ha 11. mmm 25. no3unuju y V3§ nerbu Hasiaze
amuHOKucennnae apruavd (R) wim musun (K). Ipuvep moruBa V3 metsbe mar je
na ciunu 2.1. I[Ipumerno je ma cy yupaso 11. u 25. nosunuja mehy najBapujaduii-
HUjUM, Te Jia yjaeo Kputndnux R u K Ha muma Huje rnperepano Besuk. HapasHo,

Ha (PEHOTHUIl yTUIy U MHOTe JIpyTe No3uiuje yuyTap gpl20 u Ipyrux mpoTenHa.

el

Cumka 2.1: Morus V3 nerbe n3 xkmure [38] renepucan anarom WebLogo [10]
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3a Kpaj u moeHTy yBOJHOT m3yarama o XIVIB-y, ocraje Hepasperen jorur jenan
BeoMa 3HauajaH mpodsem. Kako du ce yorire pa3zmarpaJo npeBuhame heHoTura
Ha OCHOBY IIpUMapHe CTPyKType ¢gpl20, HeomxomaHo je mpBO Johu 10 HMpernu3Hor
BUINECTPYKOT TTOPaBHAA PA3JIUIUTUX CEKBEHIM aMuHOKucenuHa. [IpBo, mopas-
Halbe MOpa OWTU XUPYPIIKU IPEIU3HO, jep HIIP. CAMO jeJHa I'pelrka JOBOIU JIO
IIOI'PEITHOT TOJIATKA KOoja BpeaHocT je na 11. u 25. nosunuju V3 nerme. Crnenehe,
HEOIIXO/THO je aJICKBATHO OOPaIUTH WHCEPIIAje U JIeJIeln]je, IITO Cy BPJIO YeCTe My-
tanuje X1B-a y maHorum permonmma renoma. Ha kpajy, morpedno je ma mpasu
HAYWH OIEHUTH KBAJUTET IOPABHAIHA, HIP. KOPHUIINEHEeM PA3/IMIUTUX MATPUIIA
CKOpa 3a cBaky mnojeanuHaqdny mnos3urmjy. OBo je mgonekse moryhe permmTu jemgHo-
CTaBHUM aJITOPUTMHMa 3a IIOPpaBHalke CEKBCHIH, IIOILYT OHOI' 3a HM3PadYyHaBabe
€JINT PacTojarba, ajii y3 JBa IVIABHA IPOOJIEMA: OBAKBU AJITOPUTMU JIMHAMUIKOL

IIpOrpaMupama Cy YeCTO BeJIMKE CJIOXKEHOCTH M Ca Marbhe CJI000JIe KOJ CKOPOBA,
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a IMPUTOM He IPECNKaBajy HajOO/be CYNITUHY OMOJIOIIKOT podJyemMa Kiacuduka-
nuje heHoTua y aJropuTaMCcKi IpodsieM (HeI0CTajy KOpaIl HAKOH [TOPABHAbA).
[TocToju, maxie, nmorpeda 3a HOBOM (OpPMyJIAIjOM KOja 00yXBaTa CBE IITO je

HOTpGSHO 3a CTaTUCTUYKHU IIOTKOBAaHO IIOpaBHalb€ CECKBEHIIN.

2.2 Ilorpara 3a reHuma

[Tosuaro je sma renom ymnm tek masu jeo JIHK ceksenmne. Ipyrum peunma,
JIHK mobpum nemom He komupa nporente. Ctora je jesian o1 BAaXKHUX OMOJIOMTKIX
mpodJieMa YIIpaBo MPOHAJIAXKemhe MeCcTa Ha KojuMa ce reHnm Hasaze. llpenmsauje,
TPasKU Ce MECTO IJie FHbIXOBO HMPENUCUBabe (TPAHCKPHUIIIU]a) 3aIll0Unbe.

[Touerkom nBasieceror Beka, @udyc Jlesun orkpuo je na JIHK dumne gerupu
HykJIeorua [56], uuju cy riaBHu jeo aszorHe daze: ajenus (A), murosun (C), rya-
auH (G) u Tuvud (T). VY To Bpeme, mehyTum, Huje duiia O3HATA TAYHA CTPYKTYPa
HaCJIEJIHOI MaTepujaJja, IITO je JBOCTPYKa 3aBOjHUIIA, KOJy Cy II0JIa BeKa KacHUje
orkpuin Borcon u Kpuk [68]. Jlesun je, crora, cmarpao ga JITHK wHocu nrdopma-
nyje jeaHake OUJIO KOjOj YeTBOPOCJIOBHOj a30yIy, a JIOJATHO U Ja je YyIAeO CBAKOT
OJ YeTUPU HYKJIEOTUJIA jeTHAK. 3aHUMJ/BUBOCT je Jia OBaj yHporrheHu MOIEs OJi-
roeapa cramy y caBpemenoj ononadopmaruru — JIHK ce yriraBHoM m mocmarpa
Kao CeKBEHIIA HYyKJIeOTH/Ia, OJJHOCHO HUCKa HaJl a3dykom {A, C, G, T}.

Orkpuhem TadHe CTPYKTypeE JIONMYIbEHA je Te3a O jeJIHAKOM yJIe/Ty HYKJICOTHUIA.
Kako cy Hyk/ieoTwm Ha CyIpPOTHUM JIAHIIUMA YIIAPEHU, IbUXOB YyJI€0 jecTe BPJIO
cnindaH Kaja ce nmocmarpa nenokymHa JIHK. To, mehyrum, Huje ciy4daj kaga ce
rmocMaTpa caMo jeJilaH JiaHall, IIITO je yOOM4ajeHO y TeHEeTUI U ONONH(OPMATHUIIH.
[Ipumepa paju, yieo ryaHrHa ¥ IUTO3WHA, KOJU YWHE jeJlaH OA3HU Iap, KO JbYIU
je 42 %, mTo je MnaK CTATUCTUYKM 3HAYAJHO Mambe OJ moJsa. Ha BummeM HHBOY
rpanyJsaiyje, y Cayd4ajy Jia ce IoCcMaTpajy camo IO JIBe cyceiHe Oa3e, MCIIOCTa-
Bba ce ja auaykiaeotnau CC, CG, GC, GG y3umajy cacBUM pPa3/IMINTE YIeJIe.
Konkperno, nako du ce o4eKmBaJso Jia, 10JI IPETIOCTABKOM PABHOMEDHE PACIIO-
Jesie, CBak! ojf mbux ys3uMma yaeo 4-5 %, nuayknerunn CG aunn camo 1 % Jbyackor
renoma. Cse oo 3Haun ga je JIHK cekBeHIa nmak HeImITo gajbe Ol CJIydajHe.

[Tocrasipba ce nmurame 3amTo je yaeo CG tako mamu. Oarosop, Mehyrum, Huje
KOMILJTEKCaH, TIOTOTOBY aKO Ce JIOJATHO IpUMeTH Jja je yaeo TG Hemrro BUIM O
OYEKUBAHOT, a 1MocedHO y pernonnma y kojuma je yiaeo CG mspaszuro masm. Pa-

3JIOT' TOME JIEZKH Y METHUJIAIN)U, Haj9elTho] n3MeH KOja MIPUPOJIHO HACTAje YHyTap
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JTHK. Ilojeiman HyKJjIieoTu i, HauMe, MOT'y OUTU HECTADUJIHH, Ia C€ Ha IbUX JIAKO
Hakadn metus rpyna (CHjz). Meby najnectaduaHmjuM yopaBo je IUTO3WH H3a
Kor cjemu ryanu, jgakie C' u3z CG. MerujgoBanu 1MUTO3UH JIajbe C€ 9IE€CTO CIIOH-
TaHO JleaMuHyje y TuMuH, dnmMe gunykiaeorus; CG mako nocraje T'G. CBeykynHu
pesynrar je ma ce C'G 1y100a/IHO TI0jaBsbyje BeoMma peTko, a 1'G Hemrro werrihe.
Metwmanuja Mema eKCIIPecujy CyceJlHUX reHa. LKcrmpecuja OHUX T'eHa YUju Cy
HYKJIEOTU/IN Y BEJINKO] MEPHU METHUJIOBAHU YeCTO je moTucHyTa. Vako je cam mporiec
MeTHUJIaIje BaykKaH y TOKYy hennjcke audepeHnnjanyje — JOIPUHOCH HEOBPATHO]
CHeIUjaan3anji MaTHIHNX hejrja — OHa YIJIABHOM HUje TOYXKeJ/bHA Y KaCHUjeM
J100y. XumepMeTunjaldja reHa IoBe3aHa je ca pa3/JuduTuM BpcTama paka. Crora
je MeTmiarmja BpJIo peTKa OKO T'eHa, IITO 3HaYH Ja je Ha TuM MectuMa C'G 3HATHO
gemnthe. Osaksu genosu JIHK wazuBajy ce CG octpBuma mwiu CpG mectuma.
Paznuka y yjieny IUHYKIEOTHIA Y HEKOAUPAjyhUM U PErHOHMMA OOraTUM TeHuMa

IpejcTaB/beHa je Kpo3 Tadbeny 2.1, Koja je jarta JUPEKTHO Y HACTABKY.

Yeo MTUHYKJIEOTH 1a y jeJTHOM JIAHITY JBYJACKOT X XPOMO30Ma
TaBena 2.1:  — yeBo y pernonuma CG ocTpBa, a JecHO BaH mux [38];
paznuka y yaeny CG HarialneHa je IpBeHOM 00joM

A C G T A C G T
0,053 0,079 0,127 0,036 | 0,087 0,058 0,084 0,061
0,037 0,058 0,058 0,041 | 0,067 0,063 0,017 0,063
0,035 0,075 0,081 0,026 | 0,053 0,053 0,063 0,042
0,024 0,105 0,115 0,050 | 0,051 0,070 0,084 0,084

HQAOQ>

Bakspydax je, JaKJe, Jia ce MpodJieM MoTpare 3a TéHUMa MOYKe CBECTH Ha IIPO-
Hajaxkeme CG octpBa. HamBan mpuctyn nmorpasu je yrnorpeda kanzeher mposopa.
Y3uma ce mpo3op ¢dhurcHe Besmunae u nomepa Kpo3 JIHK cekseniy. Ilpozopu
(mosurmje po3opa) ca HarmpocednuM yiesnaom CG jecy kaumuiaaru 3a CG ocTpsa.
Ocraje, MmehyTuM, muTame KaKO OJIPEIUTH J00PY BEJIUUUHY IPO30PA, aad U IITa
pajuTH Kaja npeksamnajyhu mpozopu (Kiauselin mpo3opu Koju cajprke McTe MOJI-
HU30BE) HyJe pas3jnduTy Kjiaacudukaiyjy nognusza. Il opjge Ou KopucHuje duiio

CTaTUCTUYKHN IIOTKOBaAHO penieihe, KOje OM OTKJIOHUJIO HaBeJI€eHEe HEeI0yMUIIEe.

2.3 Komnkame ca jaky3ama

Jakyse cy npuraJIHUII UCTOMMEHe KPUMUHAJHE OPraHu3aluje, TPaJuIInoHa -

HOI' CHH/IMKATa OpPraHn30BaHOr KpuMmuHasa. CaBpeMeHe jaKyse IMOTUIY OJ jallaH-
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cKUX IyTyjyhmx Korkapa, Koju cy OMJIM pacIpOCTPAaeHH Y OCAMHAECTOM BEKY.
Jenna o1 HAjIIO3HATHjUX UTapa KOjy Cy IMyTYjyhu KOIKApy OPraHu30BaJId Y CBOjIM
UMIIPOBU30BAHUM KOLIKapHUIaMa ouo je uyo-xan (jan. 1 %, cho-han), y 10ocioBHOM
npeBojy ,map-aenap”’ [42|. Wrpa je cacBum jegHocTaBHA — IpeTeda jakysa (Kpy-
nuje) dama JBe KOIKHUIE, JOK Ce Urpadu Kjaje Ja Jjiu he 30up Outu mapan wim
werrapas. Urpa je Takobe momireHa — jeITHAKO ce OCTBAPYjy 00a MCXOJa MapPHOCTH.
o 3aHMMJBUBOT TPEHYTKa JI0JIa3K KaJa ce U3 OUJIO KOI' Pa3jora OCETHO BUIIE
urpada ONKJIaJM Ha jeslaH of JiBa Moryha pesyararta. Taga Ou mMaso cMucaa jga
HOXJIEITHU KPYIIUje, y YKeJbH Jia 3apaju (OH y3uMa IPOIEHAT 3apajie MOOETHUKA),
Dalla oTexkaHe KOIKWIlE, Koje he ca BehoM BepoBaTHONOM JgaTu pe3y/aTaT Koju
je modmo Mame omKJIaja. JeTHOCTABHOCTH PaJid, YMECTO YO-XaHA je Y HAaCTaBKY
pa3MaTrpaHa HEIITO IIPOCTHja UI'pa darama HoBYuha. ¥ b0j Kpynuje dara Hopunh,
a urpadd ce KJjaJje Jia Ju he mactu nmucMo win riasa. OHa je 3HATHO JIAKIIA 33
aHAJIN3Y, & CYNITHHA je MCTa W JOBOJM JO CTATHUCTUYKHN IOTKOBAHOL PEIIEHa Yy
MIPETXOHUM ITOTHACIOBIMA U3JIOXKEHUX OUOJIONIKAX U CPOJHUX MIPODJIEMA.
Kpynujesa npeBapa y oBom ciydajy morjia ou Outu ynorpeda OTeKaHOr HOB-
unha, KOJI KOra WCXOJIi HUCY PaBHOMEPHO pacrojesbenu. Heka je mosnaro na
Kpyluje mMa JBa HOBYMha: jeJlaH IpaBeJaH U jeJIaH OTeXKaH TaKO Jia Ha TJIaBy
majia Tpuity T dernrhe Hero va nucmo. b je 3a onpehenn vu3 ucxosa openuTu sia
JIX je HACTao dallarbeM IpaBeHOT WM oTekaHor Hosumha. [laxk/puBujom anasm-
30M TIPOOJIEMA, UCITOCTAB/bA Ce J1a je MUTAbe Bapa JIu KPyInje Jiomre (pOPMYIUCAHO.
Hawnme, 0dba HoBumha mory ma mpousBey OMJIO KOjU HU3 MCXOJA, & TAKO HIIP. U
OTEeKaHU HOBYMN MOKe KOHCTAHTHO Jia 1aJjia Ha nmucmo. ako geduHUTHBHO HUje
moryhe ca curypsomrhy yTBp/uTu Koju je HoBumh KopuitheH, moryhe je mermto
CJIMYHO W YEeCTO JOBOJHHO JIOOPO — OJIPEIUTH KOJU je BePOBATHUje KOPUIIheH.
Konkperno, Heka je ynuTHu HOBUHMh OadeH oapehenn Opoj IyTa, mpu demy je
Jooujer HU3 ucxona. BeposarHohe ucxoma (H ox enrs. heads — rmaBa u T of
eHriI. tails — mucmo) kox npasennor (F' om enru. fair — dep) u orexanor (B ox

enry1. biased — npucrpacan) HoBunha Mory ce uckasaru ciejehnm dbopmyrama:

P{H|F} = P{T|F} = %,P{H!B} - Z,P{T!B} - i

Kako cy darmama mHesaBucHU jgorahaju — MNpeTXO[HU UCXOJIM HU HA KOjU HAYUUH He

yTU4y Ha HapeJHe — BepoBaTHONA J1a n darama Ipou3Be/ie HU3 UCX0Jla & = Ti...Xn,
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0/ KOjuX je maJjio k rjaBa, jecTe IPOU3BO/IL MOjeIMHAYHUX BepoBaTHONhA:
P{z} = [[ P{a:} = P{H}" - P{T}" .
i=1

36or Tora BepoBaTHONhA CBAaKOI HU3a MCXO/a KOJ, IIPABEIHOr HOBYMNa U3HOCH:

o= () ()"~

C npyre crpane, BepoBaTHOha HU3a MCXOa KOJI OTEXKAHOI HOBYMNA je:

o= () )"~

Yromuko je P{x|F} > P{x|B}, onja je BepoBaTHHU]e Ja je Kpynuje darao mpa-
Bennu HOoBuMN, JOK je y cayuajy P{z|F} < P{x|B} danao orekanu. 3aHUMIbIBO
je HAIIOMEHYTH Jla UTIaK Huje Jako u3padyHatu opojese 1/2" u 3% /4" za Besmxo n.
Omnu cy Tajia U3pasuTo Majid, 1a je IUTAE JIa JIU OU OUJIU J0OPO TPEICTAB/LEHN Y
padyHapy, Te Jia Jin ibuxoBo nopeheme jaje Tagan pesysnrar. Crora ce npadyHaBa

JIOTAPUTAMCKH OTHOC BepoBaTHONA, KOju Yy KOHKPETHOM CJIy4Yajy W3HOCH:

P{z|F} on
lOgQ (W) = 10g2 (@) =N — klOgQ 3.

Onaj 0poj ce Beh Oe3 mpodisiema m3padyHaBa U IpEACTaB/ba y padyHapy. KoH-
kpeTHO, Heka je n = 100 (cro bamama), a k = 63 (uemro Behu yueo riasa). Taza
je sorapuramcku ogHoc npubamkHO jennak 0,15. Tlosurusha Bpemnoct log(x/y)
3Ha4Yu Ja je x/y > 1, oMHOCHO T > y y CJIydYajy HEHEraTWBHUX BepoBaTHONA.
OBo 3uaum j1a je Beha BepoBaTHOhA /2 je Kpymuje darao mpaBeHd HOBYMN, HAKO
je k = 63 MHTYUTHBHO W IO alCOJyTHO] BpeaHoctu ommke 3/4 - 100 = 75 nero
1/2-100 = 50. Herarupan jorapuraMcKu 0J{HOC JOBEO OU JI0 CYyIPOTHOT 3aKJbY KA.
AnrepHATHBHO, KAKO je HEOIIXOIHO OJIPEJIUTU CaMo 3HaK usdpasa n — klog, 3, To ce
Moxke yunauTu nopehemwem n u klog, 3, omsocuo k/n = 0,63 u 1/log, 3 ~ 0,6309
HaKOH JieJberba k ca ode crpane. JleBa cTpaHa je Mamba, I1a je OJTHOC ITO3UTUBAH.
N3znoxkeHn BepoBaATHOCHU MOJIE/I UTPE TMaJ1a Y BOMY KaJa ce y3Me y 003UP MO-
ryhHOCT Ja Kpyluje Hau3MeHUYIHO Oalla IpaBeIHn n oTexkaHum HoBumh. Hamwme,
WUCKYCHH TIPEBAPAHT MOTAa0 OU Ja CMAIbU CYMIbY Jla KOPUCTHU OTE€XKAaHW HOBYHMN TaKo
IITO OU Ta MOHEKaI — JIOJIyIlle, PETKO, KaKo He Ou Ono yxBaheH — 3aMeHUO ca mpa-

BeJIHUM, 1 TaKO YKPYT. ITocTaBsba ce muTame Kako caMo Ha OCHOBY HH3a HCXOa U
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€BEHTYAaJIHO TT03HATE BepoBaTHONE MpoMeHe HOBUYMha HAKOH CBAKOT Oallarmba oJipe-
JIUTU KaJla je ODadeH mpaBeHH, a Kajia orexkanu HoBumh. U oBora myTa, oJroBop
MOKe OUTHU caMO HECUTYPHOT THUIIA — KOjU HOBYMN je Ka/la BEpOBATHHUj€ KOPUIITNEH.

Canano Kao Koj mpodJieMma mpoHasaxkema C'G ocTpBa, IOTPEOHO je Ha HEKH
HAYMH PA3JIMINTE CeKBEHIe HOBUMNhA YIIOPEIUTHU U OJPEIUTH KOja je DOJbH OJITOBOP
Ha TI0CTaBJ/LEHO THUTare. Il 0oB/le OM HAMBHO peIlerhe MO/IPa3yMeBaJio yIoTpedy
kym3ajyher mpo3opa Koju Ou mposasmo Kpo3 cBe HOJIHM30Be darama. Ha nusoy
IpO30pa MOTJIA OU ce padyHATH JIOTAPUTAMCKHU OJHOCH, IIpeMa KOjuMa Ou ce J1ajbe
OJIPETUJIO TIOPEKJIO TIPO30Pa — MO3UTUBAH OJHOC CYTEpUIle Ja je IMPOo30p HaCTao
DamameM MpasegHor HoBumha u cynporno. (OBakaB MPUCTYII 3aHEMAapyje TauHy
BepoBaTHOhY 3aMeHe HOBYMha, Ma/ia UMILIHIIUTHO Y3UMa Yy OO3UD JIa je OHa MaJia.

Ocrajy, mehyTum, Beh moMeHyTH IPOOJEMH Ca IPO30PCKUM IIPUCTYIIOM: KaKO
OJIPETUTH JIOOPY BEJIMYUHY ITPO30PA, KAO U IIITa PAJUTH KaJia IpeKJanajyhu mpo-
30pU HyJe pa3anduTy Kiacudukanujy nogausa. [Ipuvepa pamm, ako Kpynuje Ha-
M3MEHUYIHO Oalla JIBa IIPETXOIHO OlucaHa HoBUYMha, a J00WjeHn HU3 MCXOJa je & =
HHHHHTTHHHTTTTT, onna npo3op xi..x190 = HHHHHTTHHH nwva
HEraTUBaH JIOTAPUTAMCKHU OJIHOC, JIOK je OJHOC IpeKJarajyher mpo3opa Tg...T15 =
TTHHHTTTTT nosutuBan. Huje jacHO Kako OJIy9INTH KOjH je HOBYMN OaltaH y
peceky xg...r10 = 11 HH H, 0IHOCHO y KOM TPEHYTKY j€ TadHO JIOILIO JIO 3aMeHe
HOBYMha, Te Jla JIU je 3aMeHe YOIIIITe U OUJIO WA je KPYIIUje IOIITEH.

Jomr jemmnoMm je jacHo ja Om HajOO/be OMIO OCMHUCIUTU CTATUCTUYKU IMOTKO-
BaHO peIleme 3a CBe J0caJj u3jioxKeHe mpoosieme. To je m ydumeHo y ciieaehem
[IOTVIABJbY, OAIll ca IIPETXOJIHO M3JIOXKEHNM OallarbeM HOBUYMha Kao MPUIUYIHO je]i-

HOCTaBHUM, aJId UIIaK CaCBUM MHTYUTHUBHUM MOTUBAIIUOHUM ITPUMEPOM.

2.4 JlomaTHu npodjemMu

Hocan cy m3jiokeHa JBa OHMOJIOIIKA ITPOOJIEMa 3a KOja je 3aKJ/bydeHO ja Ou
J00pO OMJIO OCMHUC/IUTH CTATHCTUYKHU IIOTKOBAHO pellemhe: norahame dpeHoTuia u
norpara 3a reauma. [IpBu ce cBoam Ha KiaacudUKaIUjy TeHOMCKe CeKBeHIle (HIIp.
XUB-a) Ha ocHoBy mozHaTumx Moryhmx mcxoja um sUXOBUX mpumepa. [lpyru ce
cBojn Ha oTKpuBame CG octpsa, peruona JIHK ca Bucokum yaesrom JTuHyKJIe-
oruma CG. Nako cy 0BO JiBa KOHKpeTHa MPOOJeMa W3 JIOMEHa OMOJIOTHje, jacHO
je 1a du ce YKeJbeHO PEIerhe MOIVIO MPUMEHUTH W Ha MHOIITBO JIPYTHX CIAMIHUX

podJieMa, IMITO YKJbYUyje IMOCIeIIbN IIPUMeED ca dallabeM HOBYHMNA.
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[IpumeTHO je 7@ je CeKBEHIMjaJHOCT TIJIABHA OCOOMHA IOJIaTaKa Ca KOjuMa Ce
paJiu Ipu pelraBamby TPeTX0HO OIUCcaHuX mpoosema. [IpBu mpodsem cTora ce 3a-
[IPaBO JIAKO YOIIIITaBa Ha IIPOdJIeM Kjacudukaruje O1I0 KaKBUX CEKBEHITUjATHUX
[Io/IaTaKa, Mo/, YCJIOBOM JIa Ce CJIUYHOCT MePH Ha OCHOBY M3MeHa KOje OJroBapajy
MyTaljaMa Koje HACTajy y T€HOMY, IITO Cy CYNCTUTYINje, WHCEPIUje U JeJIeTr]e.
Jpyru npodJsiem My je camdaH, ¢ TUM IITO KJIacupuKyje (3ampaBo rpynuiine — Kia-
crepyje) mojHU30Be jejHe cekBerie. KaJ ce cBe y3me y 003up, UCIOCTaBIba, Ce Ja
OH »KeJbeHO pellleheé NCTOBPEMEHO OMJIO KOPUCHO KaKO 3a IpodJIeMe HaIIJIeaHoOT,
TAKO M HEHA/IIJIEJAHOT MAIMHCKOT yUeiha HaJl CEKBEHIMjaTHUM Hojanuma, [52].

OBakKBoO pelliemne MOTJIO OU ce AHAJIOTHO KOPUCTUTH 34 JI0/Ie/bUBAHE HOBOOTKPH-
BEHUX IIpOTerHa HeKoj mocrojehoj dammnnju (58| (kracudukammja), MoIeI0BabEe
U IpEo3HABambe JbYJICKOr MOHAIlaka, TeCTOBa, pyKomuca u rosopa (43| (kmacu-
dbukammja), 0dpasy 3ByKa u curtasa [26| (kiacudukanuja u KJIacTepOBAE) WU
onpebhuBame Bpcre peun y Tekcry [57|. JloMeH mpuMmeHe je W4aK M MOJEJIOBAHE
toka nangemuje COVID-19 3acHoOBaHO HA HAJOCHOBHU)UM IOJAIMMA, UNjU CE TIPU-
Mep pesyiararta y ciay4ajy Pernydnuke Cpduje Moxke BujieTu Ha cauiu 2.2, 10K ce

JleTasbHEje nHMOPMaIFje 0 MOJIeTUMa MOTY JIOOUTU YBHUJIOM Y IIUTUPAHHU PaI.

GaussianHMM (full) — umrli
80 -
70 Kljué
zdravo
%01 talas 1
50 1 pauza 1
40 talas 2
30 - pauza 2
[0 talas 3
20 pauza 3
10 - W talas 4
0 i ]
1010f“\‘iﬁalﬁﬁﬁiﬁmqﬂf’@@f“ﬁ 101-::f"g@1@3\'10:;}":'\'@1&'@101&'“%

Cuauka 2.2: Mogenosamwe enmpemuje COVID-19 y Cpbuju [13]

Hocas je BuIlle myTa HArOBEMITEHO Ja Cy J00ap n300p cKpuBeHn MapKoB/beBU
Mozenu. Basba, MehyTum, HAIOMEHYTH Ja c€ MHOTH HABEJIEHU MPOOJIEMH jOIII
edekTHHje pelaBajy cBOjeBpcHUM mporuperbuma HMM-a, onyT ycJIOBHUX CJTy-

YajHUX 1M0Jba [59], MM KOMOMHAIIMOM Ca BEIITauKUM HEyPOHCKUM Mpexkama [37].
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I'maBa 3

MonaenoBame

Hakon MmoruBamuje, y 0BOj riiaBu cy jeduHncann ckpuseHu MapKOB/BEBU MO-
JIein, Kao IPEJJIO’KEHO PeIerhe CBUX J0CaJ U3JI0XKeHux Ipoosema. Ilopem me-
dbunnnmje, Ha npumMepy Odanama HoBUYMNA (HEMONITEHe KOIKAPHUIE) MPUKA3AHO
je Kako ce TavHO IpodjaeMu Mojenyjy nmomohy HMM, Te Kako ce Ha OCHOBY TOT

MoO/JeJ1a MO2Ke OJINOBOPUTH Ha HEKa BaKHa ITHUTalba.

3.1 dedmuummja momesia

Kako Ou ce jrakie KOHCTpyMCao OIIITH MOJEJ 3a PeIlaBame CBUX JI0CAJIA-
MIBLUX TpodJieMa, a mocedHO dallarba HOBUMha, KPYIHMje ce, yMeCcTO Kao 0coda,
MOYKe CXBATUTHU Kao MPUMUATUBHA MalmuHa — ayToMaT. CTpyKTypa My 3a ModeTak
HIje BasKHa, ajill IeroBO JIeJIoBambe jecTe. AyToMar je ceKBeHIHjajHe IPUpPO/IE,
Te OIEpUIle KPO3 HU3 KOpakKa. ¥ CBAKOM KOPaKy je y HEKOM IIPUBATHOM CTalby,
KOje 03HauaBa Koju HoBuHl je 3anpaBo dadeH (KOHKpeTHO F' u B), npu yeMmy jaBHO
npukasyje ucxof damnama tor Hopunha (koukperano H u T). Crame je, nakie, Hero-
3HATO, 114 Ce Jpyradnje Ha3uBa CKPUBEHUM cTarmeM. V crama u omakarmba MOrOTHO
je amcTpaxoBaTH CUMOOJIUMA, HIIP. Oalll KapaKTepuMa, KaKo je U yIUHEHO.

YV cBaKOM KOpaky, ayTOMAT JIOHOCH JIBe OJJIyKe: y KOje CKpUBEHO cTarbe mpehn
(/12 11 ra IIPOMEHUTH ) U KOju CUMOOJI EMUTOBATH Y TOM HOBOM cTamby. VlcrmocraBiba
ce Jia ce 0de OJJIyKe MOTY JIOHETH Yy IOTIYHOCTH CTOXACTUYIKH, IITO OM 3HAYUMIIO
Jla je J00MjeH YKeJbeHW CTATUCTUIKHU ITOTKOBAHU MOJET IIPodJIeMa. 3aucTa, IpBa
OJJIYKa MOXKe Ce JIOHETH TaKO IITO Ce CJIyvajHO ojadepe F mim B Kao 1OYeTHO
crame (HIp. dall paBHOMEPHO, ca jegHakuM BepoBarHohama 1/2), a Hamame ce y

CBAKOM KODaKy CTale Merba ca HEKOM MajioM BeposarHohom (Hop. 1/10), mok ce
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ca 3HaTHO BehoMm mpeocrasom (ump. 9/10) ocraje y ucrom cramy. [Ipyra ommyka
JIOHOCH Ce Ha OCHOBY IIpBe U Beh mo3HATUX BEPOBATHOCHUX OCOOMHA HOBYMhA, —
HIOp. BepoBaTHOha emuToBama H jemnaka je 1/2 y crawy F, a 3/4 y cramy B.
[IpeTx01HO M3JI0KEHN ayTOMAT 3aIIPaBO OArOBapa Jyro HAajaB/BUBAHOM IIOjMY
ckpuBeHnx MapkoBbeBux Mmojena. HMM ce TpaauruoHaJHO IIPEICTaB/ha Kao

CTATUCTUIKU MOJIEJI KOjU C€ CacTOju U3 cjaeJehnx OCHOBHUX eJleMeHaTa:
® CKPHBEHHUX CTarba I; — CBAKO CTalbe U3 CKyIa T UMa WHJIEKC 1,
e onaXkarba, OllcepBallija, eMUCH]ja, IPUKa3a, UCX0/1a, CUMOO0JIa ;,
e 1I0JIa3HUX BepoBaTHONA 7r; — KOJIMKO je 9eCTO I; MMOYETHO CTaIbe,
e BeposaTHONA IIpesasa @;; — KOJUKO Ce 9eCTO U3 X; Ipeslasu y T,
® U3JIa3HUX BepoBaTHONA b;; — KOJMKO Ce 9eCTO y CTalby I; eMHUTYje V;.

[Ipumep koju omrosapa oBakBoj medbununuju gat je wHa caunu 1.2. Hapasno,
nojipasyMeBa ce Jia Cy HO3HATH Opoj crama n (Tako 3ampaBo T = {Zi,...,Z,},
m={m,...,m} 1 a={a;}i<ij<n) # Opoj Moryhux omcepsaruja m (Tako 3ampaso
y=1{y1, -, Ym} 1 b={bij }1<i<ni<j<m) Kao momohuu enemenru csaxor HMM.
Kako cy ¢Bu CKyIIOBU KOHAYHU, IPEIU3HUje Ce TOBOPU O JUCKPETHUM (MyJITH-
HomujastauM) HMM, mana je maade moryhe momesoBaTn pasHe HENpPEKUHE Pac-
nozene [49]. Homarno, HMM ce y nureparypu decto JedUHUIIE jOII IPOCTH]E,
kao ypebena tpojka {a,b, 7}, omnocuo {A, B, 7} ako ce KOpucTe BejMKa CJIOBA.
CTBapHO, CKYIIOBU T U Y IPOCTO CE€ MEHha]y MHIEKCHMA, IO3HATUM U3 TPOjKE.
Kaxko 0u oBakap Mozesl OMO y TMOTIIYHOCTH CTATHUCTUYKN 3aCHOBAH M CMUCJIEH,

0OMYHO ce 3axXTeBa Ja Ce CBe MojeJnHadHe BepoBaTHOhe cadupajy y jeuHuILy:
Y om=1L(Vie{l,.,n})> a;=1,(%iec{l,..,n})Y by;=1
i=1 j=1 j=1

[Tocroje, mehyTum, usysenu Koju cy jgerabHuje odpaheHn y HacTaBKy, KaJia ce
FOBOPHU O BaxKHUM Ha/JIrPa/ihbaMa MojMa CKpuBeHNX MapKOB/bEBUX MOJIEJIA.

Ha ocuoBy Beh pazmarpane ciuke 1.2, mo3naro je jga ce HMM wmoxke mirycTpo-
Batu HMM nujarpamom. Paju ce o rpady uuju cy 9BOPOBH CTarba U OIICEpPBAIlAje,
a rpane BepoBaTHOhe mpestacka u emucuje. CTUII je y CYyIITHHE IPOU3BOJHAH, MA/JIa
ce Ha caunu npuMmehyje pasjiuka y 3HadYey rpadudknx ejgemenara. Crama cy

IIpUKa3aHa KPYKHIM, & eMHUCHje KBaJIpaTHUM YBopoBuMa. BepoBaTHohe mpesiacka
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WCICaHe Cy M3HaJ| TpPaHa, a W3ja3He BepoBaTHOhe Ha caMuMm Trpanama. llperasm
U eMucHuje HyJITe BepoBaTHONe (HIIp. mpesa3 ca T Ha T3 WK HA caMor cede) HUCY
HU [IpUKa3aHu. /Ipyru cTuaoBM MOy HpPUKa3aTH CBe IpaHe, a eMUCHje U BepOBaT-
Hohe eMucHja O3HAYUTH UCIPEKUJIAHUM Junujama. HeszaBucuo ox crtuna, HMM
jeJTHO3HAYHO oJipehyje CTPYKTYPY CBOTa Jdjarpama, a BayKu U OOPHYTO.

Cama je moryhe mckopuctutu HMM 3a mpenu3HO MOAEIOBaIbe IIPooIeMa Oa-
Iama KOIKUIIE y HEIOIITEHOj KOIKAPHUIIA. 3a KOHKPETHU CJIy4aj, U3JIOXKEH Ha

MMOYeTKY TOJHAC/IOBA, JUjarpaM je IpuKa3aH Ha ciauid 3.1.

1y V2 " v
WK/
H T

Caunka 3.1: Ckpusenu MapkoB/beB MoJiesT darama HOBUYMha

Cay:Ku ce UCTUM CTHJIOM Kao MPETXOIHO ONUCAaHU rpad, ¢ TUM IITO JI0/IaTHO
ACIPEKNIAHO MPUKa3yje 3aMUI/BEHO TIOJIA3HO CTarbe, ITO je HOBWHA Ha CJIUIIM.

Ypebhena neropka u3riesa OBaKO U MpyzKa UCTe WH(OpMAIje:
e ckpuBeHa crama ¢ = {F, B} —uup. x; = F n 9 = B,

e oncepanyje y = {H, T} —uup. y3 =Huy, =T,

11

1
e 1I0J1a3He BepoBaTHOhe T = {5, 5} —wunp. m = P{x;} = P{F} = 3
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9 1
10 10 1
e wpesacwa = [ 20 10| uup. 4y = Play s ) = PP BY =
10 10
1 1
12 2 o B 3
e emvucuje b = 5 1| mmp ba1 = P{yi|xe} = P{H|B} = T
4 4

Ucropujcku rnenano, nojam HMM ysenu cy Jlenapn Baym u capagaunu Kpos
HU3 CTATHUCTUYKUX PaJIOBa O0jaB/HEHUX Yy JPYTOj MOJIOBUHU IE31eCEeTUX TOJINHA
nsageceror Beka [29]. HMM je manarpaama nojma MapkoB/beBux JiaHara (€HIVL.
Markov Chain, MC), xoju cy y cymruau HMM de3 emucuja. Pajau ce, maxie, o
yoOndajeHOM CTOXaCTHUYKOM ayTOMaTy, KOjH Ce CaCTOjU M3 CTalba M BepoBaTHOhA
npenasa. MC je mogeTkoM Beka popMysncao pycku crarucrudap Auapej Mapkos,
10 KOMe Cy W Ha3BaHU, KAaKO OM MojeoBao MapKoBibeBe mporece — CTOXaCTUYIKE
OPOMEHE CTarba TAKBe Jia TPEHYTHO CTarhe 3aBUCH UCKJbYIMBO O mpeTxoanor [11].
[IpBa npakTuuna npumena HMM dua je mperno3HaBambe TOBOPA, J0K je OMOJIONTKA

npumena nodesna 1986, Bumonosum u Tomnconosum nopasaamem JTHK [32].

3.2 MoryhHocTtu momena

Moryhe je jnecdunucaru mojamMm CKPpUBEHOT TyTa P = Pi...p; Kao HU3 k cTama
Kpo3 Koja HMM mposasu, a 1a IPUTOM €MUTYje CEKBEHILY OIICePBaIlja 0 = 01...0j.
[Tpumepa paju, Mmoxke Outn Jia je Hu3 BuybuBux ucxoga o = THTHHHTHTTH,
a T03aJMHCKN HU3 cKpuBeHnux cramwa p = FFFBBBBBFFF. I'naBua uueja je
AHAJIM3UPATH Y KOM CY OJIHOCY P U 0, T€ Ca KOjOM Ce BEPOBATHONOM peayin3y]y.

V3 uznarame HMM 3a daname HOBUMha y HEIOMITEHO] KOIKAPHUIIA, JTATH CYy
IpUMepHr 3HadYeha 9IAHOBA METOPKe, KOjU JOHEKJe HArOBelITaBajy MOryhHOCTH
ckpuBennx MapkoB/beBuUX Mojesa. lIpBo, HallomMeHyTO je Jia IoJIa3HE BEpOBAT-
Hohe 3ampaBo IpeJCcTaB/bajy BepoBaTHONY ja ce y IMPBOM KOPaKy YIILIO y HEKO
crawe. Ipyrum peunmma, To cy 3ampaBo BepoBaTHohe P{p} cBux moryhux jemno-
WIAHUX HU30BAa CKPUBEHUX cTamba. J[pyro, mMmiunupano je jga mMaTpuiia eMucuja
CKJIQJIAIIITA MaprUHAJIHY PACIIOIe/]Iy eMUCHja IIPHU ITI03HATOM CTamy. 10 cy ycIoBHE
BepoBaTHOhe P{o|p} ucxona npu jeJHOWIAHOM HU3Y CKPUBEHUX CTarba.

Moryhe je, nakse, gupektno u3 jgecbunuiuje HMM w3padynatu BepoBaTHOhe

P{p} u P{o|p} 3a k =1, u To xao P{z;} = m;, onnocuo P{y;|z;} = b;;. Ilpema

16



I'JIABA 3. Mogenosare

no3HaToj hopmMysn ycaoBHe BepoBaTHole, Baxku P{p, o} = P{p}P{o|p}, na je u ta
BepoBarHONa TPUBUjAIHO IO3HATA 33 IIyTEBe jeInHUTHE JAyxKuHe, kao P{x;,y;} =
m;bi;. Peu je o 3ajennmukoj seposarnohn na HMM 1nposasu Kpo3 HH3 CTamba
P, & Jla IPUTOM €MHUTYje YIIPaBO CEKBEHILy olicepBaruja o. Ilpema yoduuajenum
npunnunuMa, Moryhe je npumerntn ciaesnehe: > ° P{p,o} = 1. Hanwme, xasa
ce cadbepy BepoBaTHOhe cBUX MOryhmx KOMOMHAIIMja HU3a OMaXKarba U CKPUBEHUX
mnyteBa ojpebhene jryxKkune k, qo0uja ce jeIUHUIA, TITO 3HAYHU JIa je TIOKPUBEH €0
npocrop porabaja y HMM. 13 oBe nBojuMeH3nOHATHE (3ajeHUYKE) DPACIIOIENe
[yTeBa U €MUCHja MOTY ce 0e3 MpodJieMa M3BECTH MapruHajHe (IOojeJMHAIHE)
pacnonerne nytesa P{p} =3 P{p,o} n cumbona P{o} =3 P{p,o}.

[Toncehama pajau, OpUrHHAJHU [MUJb KOJI HEIIOIITEHE KOIKAPHUIE OMO je Tpo-
Hall HAJBEPOBATHUjU HU3 cTama (DadeHnx HOBUYMNA) 3a MO3HATH HU3 OIICEPBAIAja
(ucxosa), mTo je ynpaBo MakCUMaJiHa BpeaHocT P{p, o} mo cBuM p 3a mosHato o.
[IpeTxo/HO OmIIITE TOCTaB/HEH 33/IATAK TPOHAIACKA HAjBEPOBATHU]ET HI3a Oallama
Ha, OCHOBY aHAJIN3€ MCXOJa MOCTaje CAaCBUM KOHKPETAH CTATUCTUIKU IIPOOJIEM — Ha
OCHOBY €MHUTOBaHE HUCKE CUMOOJIA 0 OJIPEUTH HAJBEPOBATHU]Y CEKBEHILy CKPHUBE-
HUX CTarma p. ¥ HACTABKY je IMOKa3aHO KaKO je TO 3aIpaBo Moryhe ypaJiuTu.

3a mouerak, BaxKHO je (hopmasHo fedunucaru mpodsaem. [Ipumep nHausue dhop-
Myamgje gaT je mpoosemom 0. 3a my U 10j camdHe je, MmehyTum, Beh 3aK/bydIeHo

Jla y CyIITHHU HUCY CMHCJeHe. 3aTo je u yBeeH nojam HMM.

ITpobdaem 0: Hemormrrena KorkapHUIIA
Ha ocnosy nusa ucxroga davarea Hoswuha, ogpequiliv, kaga Kpyuuje y
HETOWTEHO] KOUKAPHUYL KOPUCTHU Koju 0g gea motyha nosyuha.
Yia3s: Hu3 0 = 01...0; ucxona (H u T') danama jsa nopunha (F u B).
WNznaz: au3 p = p;...p, HOBUMhaA TaKaB Ja je 0; PEe3yJITaT OAIamba P;.

Iobpa dopmynamuja mpeko mojma HMM nata je kpo3 npodsem 1. Ympaso je

oHAa JieTa/bHO OOpaheHa y HAaCTaBKYy OBOT IOIJIaB/ba, KAO FHErOB IIEHTPAJIHU JI€0.

IIpobaem 1: ekomupame IpuKasa

Iponahu outumarnu Gyt kpod HMM axo je emutiosana Hucka o.

Vaas: Hucka o = 0y...0, 1 HMM{a,b, 7} Koju jy je emuToBao.

WN3na3: ckpuBeHu myT p KOju Makcummayje Bepoaraohy P{p, o} nas
cBuM Moryhmm myTeBnMma, Jakite argmax, P{p, o} 3a ymasno o.

[IpBa mmeja jecre mcipiHa IpeTpara IpocTopa gorahaja Ha MapruHAJJIHOM

pacmogesiom P{p, o} 3a nozuaro o. Crora ce dpopmysurie HOBU npodJiem 2.
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IIpodsem 2: BepoBaTHoha myTa u mcxoa

Uspavyrattiu eeposattinohy aytia u otaxcaroa y HMM.

Via3: cKpuBeHU nyT p = pi...px Kpo3 HMM{a,b, 7} u aHucka
0 = 01...0, KOja je TUM IIPOJIACKOM €MHUTOBaHa.

N3na3: 3ajeaanyka BepoBaTHOhA myTa 1 ncxoma P{p,o}.

Kako je P{p,o} = P{p}P{o|p}, Tako je HajuoroHmje HE3aBUCHO M3padyHATH
P{p} u P{o|p} 3a caku oxn n* ckpusenux myresa. Bpoj myresa (Takobhe u HucKu
cumbouia) ayzxkune k' y HMM ca n moryhunx crarma MHaYe je eKCIIOHEHIINjAIaH 32TO
IIITO Ce OJIadUP CBAKOI CBOJIM Ha Bapwujalje — ypehene usdope ca moHaB/bAHEM.

[IpBu normpodsieM je m3padyHaBarme BepoBaTHONE myTa, MITO ce MOXkKe (opma-

nuzoBatu 1podsieMoM 3. OH je y HACTaBKY pellieH y BUY jeane (opmyie.

IIpodaem 3: Beposarnoha ckpuseHor myTa [15]

Uspavynattiu eeposattinohy cxkpusenol tdytwa p xpo3 HMM.
Via3: CKpUBEHU IyT P = pi...py Kpo3 HMM{a,b, 7}.
N3na3: Beposarnoha ymasuor myrta P{p}.

[IpBu enement P{p}, maxse, mupejcraB/ba BepoBaTHONY CKpHUBEHOr IyTa p,
ojHOCHO BepoBarHOhy ma HMM upobhe kpo3 Hu3 crama p. Beh je mokazano ma
3a jefHOUIaHe myTeBe Baxku P{z;} = m;. Bummewianu myTeBu 3ampaBo MOYUELY
jeqHOYIaHUM, & OHJa ce NPOoImpyjy Kopucrehu croxactuuke mpesase. Crora
je P{pips..0i-1px} = P{p1}P{p1 — p2}...P{pr—1 — pi}. Ilo medunurmju je
nosuaro P{z; — x;} = a;j, ma ce cBeyKyIIHO BepoBaTHONA IIyTa M3padyHaBa Kao:

k k
P{p} = P{p:} [ [ PApi-1 = pi} = Tinaton) | [ @indtor—r).indtoo)-

=2 i=2
Jpyru noTmpodsieM je u3padyHaBaibe BepoBaTHONE UCXOa IIPU TTO3HATOM ITYTY,

mTo ce Moxke (popmasmzoBaTu Kao 4. U To ce permasa camo jeTHOM (pOPMYJIOM.

IIpo&isem 4: Beposarnoha ncxosa Ha myty [17]

HUspavyrattiu eeposattinohy upurada o Ha Gywy p xpos HMM.

VYia3: ckpuBeHU 1yT p = p;...px Kpod HMM{a,b, 7} u Hucka
0 = 01...0 KOja je TUM MTPOJIACKOM €MHUTOBAaHA.

N3na3: yciaosHa BeposarHoha npukasa Ha myty P{o|p}.

Hpyru erement P{o|p}, nakme, upeacraspa Bepoataohy na HMM emuryje

HUCKY O TPU IPOJACKy Kpo3 Hu3 crama p. DBeh je maryameno ma 3a jemgHo-
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wiane myTtese Baxku P{y;|x;} = b;;. Kon Bumeunannx Hema pasiuKe, HOIITO
je myr dukcupan u camo ce upare omncepsarmje. Crora je P{o...ox|p1..pr} =

P{o1|p1}...P{ok|pr}. CBeykymnno ce BepoBarnoha myra MoyKe M3padyHATH KaO:
k k
P{olp} = H P{oilpi} = H bind(p;),ind(o;)-
i=1 i=1

3.3 Haarpagma neduHUIIje

[Ipe xoHadHOT pemIaBama IMIpodJIEMa JEKOAUparmba, y JUTPECHju KOoja CJIe u
JIOIyheHa je meduHuImja cKkpuBeHnX MapKoB/hEeBUX MOJIe/Ia, IITO JIONPUHOCH je]I-
HOCTaBHHUjeM pajy ca muma. Hamme, kKako Ou mperxojine dopMmysie Ouie Jiakiie
3a KOMOWHOBal€ M KOHKPETHY UMILIEMEHTAIIN]y, KOPUCHO je Ha cjieiehn HavuH

naarpagutu HMM v cpojiHe 11ojMOBE MONYT CKPUBEHOT TyTa U HU3a OIcepBaliyja;

® YBOJ/IM Ce eKCILIUIIUTHO MOYETHO CTalbe Ty = T YMECTO OJBOjEHHUX ITOJIA3HUX

BepoBaTHOha 7, YMMe CBAKO 7; TOCTaje Je0 MaTpHIlEe IpeJa3a do;,

® IIOYETHO CTAalhe Ce YBEK I0JIpa3yMeBa, Kao HYJITH YJaH CKPUBEHOT IIyTa, I1a

TaKO CBAKO P = Pj...pi 1OCTAje P = PoP1...Pk, U TO TAKO Jla je pg = T,

® YBO/IM Ce HYJITa €MUCHja Yy, IITO je 3alpaBo Ipa3aH KapakKTep, YNMe ce

JI03BOJbaBa, JIa CTama Oy/ly TUXa W He eMUTY]y HHIITA, KAO IOYEeTHO CTaIbe,

® MaTpHIEe a;; U b;; TOCTajy Mame Gy, ; U by, , MTO 3HATHO OJAKIIABA P,
a UCTO BaxKW W 3a HHU3 T;, ako ce 4dyBa (mpociehyje), koju mocraje mara
Ty,; ¥ BE3U ca THM, U3 Malla Ce MOXKe IIPOYUTATU CKYII CKDUBEHUX CTamba U

omcepBarmja, anme ce HMM nedurntusHO cBogu Ha Tpojky {a,b, m}.

OBakBa J0IyHa CBOj IYH HMOTEHIIMjaJI TOKA3yje Y HAIPETHUjUM MpUMEHAMA,

Ma/la je U IheH MOYEeTHH JJONPUHOC He3aHeMapsbuB. Dopmylie cajia mocTajy:

k k k
P{p} = m, Hamfl,pi = Hapiq,pw Pfolp} = pri,()r
=2 i=1 i=1

Sajegauuka dhopmysia BepoBaTHONE MMpoJiacka KpPo3 IIyT p U IPUKa3a 0 jecTe:

k k k
P{p, O} = P{p}P{O‘p} = Hapz'fl,pi pri,Oi = Hapz;hpz‘ ’ bpi,oi'
i=1 =1 =1
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NuaTyutusHO, 3ajeHrndky jorahaj 3ampaBo mpeicTaB/ba HAI3 HE3ABUCHUX jlorahaja
pesasa U eMHUCH]a, Ia je 3aT0 P{p, 0} = apyp0p1.01---Cpi_y prOpr.ops JAKIIE TIPEIIA3
U3 TOYETHOI CTama y Pp, Ia eMUCH]ja 01 Y P1, 3aTUM MPEJa3 U3 P; y Pz, U TAKO
nape. Cse oBe bopmysie f1ajy esleranTaH HAYUMH padyHarba caMo y3 oMoh a u b.

Baspa momenyTu jomr Heke BaykHe Haarpajame HMM, xoje cy y NpaKTHIHAM

IpuMeHaMa YecTO MPUMEHJBUBH]E O] OCHOBHE Bep3Hje:

® olicepBallfje Yy MOT'Y IPEJICTaB/hATU OECKOHAYAH CKYII; TO JI03BOJbaBa MOJIEJIO-
Balb€ eMUCUja U3BYUYEHUX U3 HEIIPEKUJIHUX pacojiesia (J0cajl cy pasMarpaHe
JICKPeTHE) U TaJa Ce Malla BepoBaTHONa b;; mocMaTpa Kao Mala PacIozesa

b;, KOja CKJIAJUINTU paciojiesie (TyCTUHE PACIOe/Ia) eMUCHja CTaba Ty,

® CaMO HEKa CTalba Ce 03Haanajy KaO 3aBpHIIHa WJIN CE€ YBOAU CEKCIIJIUITUTHO

3aBPIIHO CTAIbE Tpi] = W, IITO je MOCEOHO BAaXKHO 3a MPOOJIEM JIEKOINparba,

® YMECTO HECTAOMJIHUX IIpaBUX BepOBaTHOha KOpHuCTE C€ JIorapuTaMCKE BEPO-

BaTHONe, IITO yOJakKaBa padyHCKe I'DEIIKe, MaJjla YCI0XKIbaBa aJropuTMe.

[Toxxe/bHO je yCBOjUTH U TIOCJIE/IIbY HaJrpa/iiby, HAKOH Koje (popMyJsie ToCTajy
(mofIceTHUK Ha MPABUJIO — JIOTApUTaM IPOM3BO/a je 30up Jorapurama):

k k
Pog{p} = log P{p} = logm,, + Z logap,_,p, = Z log ap,_, p,

=2 i=1

k
—Plog{0|p} = 10gP{O|p} = Zlogb 5,043
=1
k

Bog{p, 0} = log P{p, o0} = Z(log Ap; 1 108 by, 0,)-
i=1
Bampaso je HajepUKaCHUje TUPEKTHO PAIUTH Ca JIOTAPUTAMCKHM BepoBaTHOhaMa,
OJTHOCHO CBe BepoBaTHOhe ojMax JIOrapUTMOBaTH, YKJ/by4dyjyhu yiasHe 3 mama a
u b. Ha Taj maumH, jioraputaM ce, Kao0 padyHApPCKU CKyIa (QyHKIHja, U3pady-
HaBa CaMO jeJTHOM, & He CBaKM IyT M3HOBA KaJla je HEOIIXOTHO OJIPE/IUTH YKEJbeHY
BepoBarHohy. Ilom oBoMm mpermocraBkoM, hopMmyIie Cy JIAKIIE 3a 3aluC U PadyH:
k

k
Plog{p} = Tog,p1 T E Qlog,pi—1,pi — E :alog,pi—l,pm
=2 i=1

1=

k k
P108{0|p} = Z blOgJ)ivOi’ Plog{pa 0} = Z(abgypiflypi + b10g7pi70i)'

=1 =1

Hanrpaheru HMM cana ce MoxKe cBeCcTH Ha jeTHOCTaBHY ypeheHy HBOjKY:
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® Mala JIOTapUTaMCKUX BepoBaTola Mpenasa (logu; z;,
® MaIla JIOTapUTAMCKUX U3JIa3HUX BEPOBATHONA Diog 4, ;-

3a KOHCTPYKIMjy OBAaKBOI' 0OjekTa Tpeda MMaTu OPUTHHAJHO @ U b, Kao U 7, 1a
ce 3aT0 unak, uaTyunuje pagu, HMM u nabe 3BAaHUYIHO cMaTpa ypeheHoM Tpoj-
koM {a,b, 7}, a He uHTepHO KOpHITheHOM TPAHCHOPMUCAHOM JBOJKOM {aiog, Diog } -

[Toroamo je 3amamTuTu u ciegehe BpeIHOCTH Kao MOMONLHE eJleMeHTe MOJIesia:
® CKYII CKPDUBEHUX CTalba & U IbUXOB OpOj 1,
e ckyIl Moryhux emucuja y u HUXOB OpOj m,
® Mally JIOTaPUTaMCKUX IOJIa3HUX BepoBaTHONA T,
® OpUTMHAJIHE BPEJHOCTU y MaraMa a, b, 7.

Hanrpaheau HMM wmojienyje HeNOITEeHY KOIIKAPHUILY Ha cjejiehn HaYuuH:

F B
1 1
7 [ log 3 log 3
9 1
e mpenasn ajg = F | log 10 log ol HIID. Qlog, B = Plog{F — B},
1 9
B\log — log—
“®10 %10
H T
1
F [log 5 log — 3
e emucuje b,y = 5 || — . blog,B,0 = Pog{H|B} = log T
B log Z log Z

3.4 BurepbujeB anropuram

Onpebusamem dopmysie P{p, o} 3a myreBe mpousBosbHe ayzKuHe, Moryhe je
IIPUCTYIUTH MIpooJieMy MakcuMmu3aruje. Kako je Beh mpejioxkeHo, HauBHA Ujieja

ICIIPIIHE TIPeTpare CaCTOjH ce Of TeHephcamba CBakor om n*

CKPUBCHHUX IIyTEBa
p, m3paayHaBama P{p, 0} 3a mosmarm Hu3 mpuKaza o, U Ha Kpajy omadupa IyTa
Koju TpejicTaB/ba argmax, P{p,o} = argmax, P{p|o}. Osume ce 106po mozeyje
YCJIOBHA PacIojiesia CKPUBEHUX IIyTeBa IIPU MO3HATHM OIlarKamnMa. Jlorapmram

je MoHOTOHa TpaHcdopMallija, TaKo Jia ce 3aJlaTakK MaKCUMU3allfje He Mera HU
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KaJa ce rmocMarpajy cradmiauje BpegHocTH P {p,0}. 13 ussenene dbopmyie je
OYHIJIETHO JIa je 3a CBAKO M3padyHaBarbe 3ajeHnIKe BepoaTHole morpedno O(k)
KOpaka, Ia je YKyIHa BpeMeHCKa cJoxKeHocT HaupHor mpuctyna O(n*k), mro je
peJIaATUBHO NMPUXBAT/BUBO 32 KPATKe CKPUBEHE IIyTeBe U MaJju OpPOj cTamba.
[IyreBu cy, mehyTum, vecto BpJio ayrauku, a HMM wumajy Beuku Opoj CKpu-
BEHUX CTarba, T€ HAWBHU MPUCTYI HUje NPUXBAT/BUB y ommreM ciaydajy. (Crora
je mHxkemep enekTporexauke Emapy Burepdu 1967. mpeioxkno eduracHuje pe-
merse [67], 3acHoBaHO Ha mocebHOM BurepdujeBom rpady. OH ce MOXKe CXBATUTH
kao Bpcra Menxern rpada, Ko/ KOr je 3ajaTak ONTUMU3AIja TEeXKWHE IIyTa O]
[OJIA3HOT JI0 IMJBHOT (3aBPIIHOT) YBOpA, KAO HIIP. y MpodsieMy ojpehuBama pa-
crojama ypehuBama (eaur pacrojama). OCMHUIILBEH je HA OCHOBY OCHOBHOI' Bpe-

MEHCKOT' CBOjCTBa CBAaKOT MapKOBJ/bEBOT MOJIeJIa, IIPEJCTaB/bEHOr Ha CIUIH 3.2.

Cuauka 3.2: Tok Bpemena koJ ckpubernx MapkosibeBux Moesa [60)]

Csaku HMM, nanme, mogenyje jeman MapKOB/beB IPOIEC, IITO je TIOMEHYTO
upu aedpununuju. [lociieauna je 1a TPEHYTHO CTarmbe 3aBUCH UCKJbYIUBO OJ1 ITPET-
XOJIHOT H& IyTy W HUJEIHOr JIPDYTOr — Malla a MOJIEJIyje p;_1 — Py, Y O3HAKaMa ca
ciuke x(t — 1) — x(t). Ucro Tako, ornceppanuja 3aBUCH MCKJbYUUBO OJ] TeKylher
crama — Mama b Mojienyje p; — 0y, y 03HaKaMma ca ciauke x(t) — y(t). Crora ce
HMM nonekas, nedunuine u Hermro japyraduje, kao ypehenn map {X, Y}, rue je
X cucreM KOju ce MOjesryje, a Y Tpoliec Yuje ToHallamhe TUPEKTHO 3aBUCH 01 X .

[Tpermsuuje, X je MaproBibeB mporec ca HeoncepBadbuaHUM (,CKpUBEeHIM')
crambuMa (r u3 jJeduHAITje), & II/b MOJIEIA je Jia Ce HEIITO O TOM IIPOIECY Ca3HA
Ha OCHOBY onaxkama (y u3 jgedununumje) mporeca Y, duje je MOHAINAHE BUI/bUBO.
[Tpurom, ycioBHa pacmnojiesia Y (Ha CJIUIM KOHKpeTHa BpedHOCT y(t), a y HU3y
oricepBalyja PUKa3 0;) Y HEKOM BPEMEHCKOM TPEHYTKY ¢ (MHJIEKC HU3a) 3aBUCH
UCKJBYYUBO O] CTarba X Yy TOM HCTOM TPEHYTKY (Ha CJIAIU KOHKPETHA BPEIHOCT
x(t), a HA CKpUBEHOM IIyTY cTame p;). [IpumerHo je ja je oa jnedununmja y cy-

MMITUHU jeJTHAKA MPETXOTHO M3JIOKEHNM, C TUM IIITO je MaTeMaTUIKNA HallpeIHNI]ja

22



I'JIABA 3. Mogenosare

— YIJIABHOM je TeyKe Pa3yMeTH TOPKY aIlCTPAKTHUX CTATHUCTUYKHUX IIPOIEca HETO
jeIHOCTAaBHUX CTPYKTYypa IIOIyT CKYIIOBa, HU30Ba, MaTpuiia u mama. Ha KoHkpeT-
HOM IPHMepPY HEMOIITeHe KolKapHuie, X je mporec ogadupa (3amene) nopumha,
a Y mporec darama HOBUMha, OJHOCHO JI00Mjalba MCX0/Ia TOT Dalarmba.
CBeyKyIHO, OIMMCAHO BPEMEHCKO CBOjCTBO ompapjaBa yrnorpedy Burepdujesor
rpada, uuju je mpuMep 3a MPOOJIEM HEIOIITeHe KOIKAPHUIE JaT Ha caurnu 3.3.
Ipad ce cacroju u3 mpexe (MaTpuile) YBOPOBA 4HWja OCHOBA UMa N PeJIOBa U
k wosona. (CBaka KOJIOHa CACTOJU Ce OJl HU3a YBOPOBa KOJU IPEJCTAaB/hajy CBa
CKpHWBEHa CTamba y TpeHyTKy t. U3 cBakor uBopa y Kojonu t — 1 ycMmepena je 1o
je/lHa rpaHa y CBaKd YBOP M3 KOJIOHE {, HA OCHOBY YUIHLEHUIIE Jla Ce U3 CBAKOD
crama y TpeHyTKy t — 1 moxke nipehn y 6usio koje crame y TpenyTky t. [lopes oe
OCHOBe, MpezKa NMa, 1 JIBa, MOCEOHA IBOPA — U3BOP (E€KCILUIUIIUTHO TIOYETHO CTAHE) 1
MOHOP (EeKCILITUIUTHO 3aBPIITHO CTAbE). 3aMUCA0 OBAKBE MPEKE je J1a HCTOBPEMEHO

MOJIeJIyje CBe CKpHUBeHe myTeBe jayxkuHe k Kpo3 HMM ca n cKpuBEeHUX CTarba.

Po P P 9] Pas p p-—:

Cauka 3.3: Burepdujes rpad Hemorrrene KOnKapHUIe

CTBapHO, Pa3IMYUTHX IIyTeBa OJf M3BOPA [0 HOHOPA MMa TadHO nF, u cBaku
onrosapa jemnom ckpuBenom myty y HMM. Ocraje jormn nurame Kako OTEXKATH
rpane BurepbujeBor rpada, HaKOH dYera ce OH MOXKe MUCKOPUCTUTH 33 IPOOJIEM
MaKCUMU3allje KyMyJaTUBHE TeXKuHe y 1oHOopy. To je 3ampaBo OCHOBHU IIPOOJIEM
Haji cBakuM MenxeTH rpadoM, KOju ce MOXKe PelUTU AJTOPTMUMA, JIMHAMIIKOT
porpamMmpama, Koju oOmjia3e YBOpoBe rpada Mo TOMOJIONIKOM PeOCIIE Y.

3a crumname naTyHIKje y Be3u ca Mmohu Burepdujeror rpada, KopucHo je yBe-
ctu 1podsiem 5. 3ajarak je mpoHahn HajBepPOBATHUjU CKPUBEHU YT JIyKUHE k.

Hawusno permeme npobsiema cBogu ce Ha Beh pasmaTpaHy HUCIPIHY IIpPeTpary

IPOCTOpa CKPUBEHUX IIyTeBa, Kojux je n*. BeposaTHoha cBaKor myTa padyHa ce y
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IIpodaem 5: HajsepoBaTHUju CKPpUBEHU ITYT
Uspavynattiu najeeposatinuju ckpusenu Gyt p xkpos HMM.
Vaas: ayxwuna k ckpuseHor myta kpod HMM{a,b,7}.
N3zna3: HajBepOBATHUjU CKPUBEHH IIYT Dopt = Di...Pk-

O(k) xopaka, ma je BpemeHcKa cjioxenocT ekcronennujaana O(nk). Nnax, mo-
ryhe je uckopucturu Burtepdujes rpad kako Ou ce MOCTUTIIO 3HATHO MTOOOJbIITAIHE.

Hexka je Mpexka 4BOpOBa IPEeJCTaB/bEHA MAIOM S, TAKBOM JIa S, ; CKJIQHUIITH
HEKH TI0JIaTak O YBOpYy (cramy) x; y TpeHyTKy t. OBakBa CTPYKTypa MOTOIHA je
3a CBODeme I0/Ia3HOI TTPodJIeMa Ha MPOOJIEM JTUHAMUYKOL IporpaMuparma. Kako
je KpajmH /b MaKCUMU3allija BepoBaTHONe Iy Ta, HEKa Sy, ; 3alIPaBO CKJIIAIUINTH
BepoBaTHONY ONTHMAJTHOT IyTa JIyKUHE { KOjU ce 3aBpIliaBa y cramy &;. Oun-

TJIeTHO, 3a IIyTeBe jeJIMHUYHE JTy’KUHEe, OJJHOCHO y TPEeHYTKY t = 1, BaxKu:
Szi,1 = P{xl} =Ty = Qg

Ucnocrasiba ce 7a ce U ocrajie TeXKWUHE MOTY Y3€TH U3 Malle IIpeJsia3a, IIITO
Baxku 300T' TeMIIOpaJIHOr cBOjcTBa MapkoB/beBHX Iiporieca. Kako cBako crambe
3aBHUCH HCKJbYYUBO OJ] MPBOI IPETXOJIHOT, TAKO Ce W BepoBaTHOhA HEjeTMHUTHOT
IIyTa MaKCUMU3Yje TaKo IITO Ce€ Pa3MOTpe CBa MOryha IMpPeTXo Ha CTaiba, OJHOCHO

3a jemHo crame kKpahu myresu. Tako Baxku cieneha pekypeHTHa (DOpMyJia:
Seit = mJaX{ij,tfl : a:@,m},
P{pop} = max P{p} = max{ss,}.
Hapagsno, nmpobiaemu ca padyHOM ce pelasajy JorapuTaMCKOM TPaHChOPMAIII]OM:
Slog,z;,1 = Plog{xi} = Tog,z; — Qlog,m,x;5
Slog,zi,t — mjax{slog,:pj,tfl + alog,zj,mi}y

Plog{popt} = mI?X Hog{p} = mjax{slog,xj,k}-

OBa Bep3wuja je dosba u 300r TOra MTO cy MEHXeTH aJrOpUTMA & IUTUBHU 110 TTPU-
PO, OTHOCHO 3aCHOBAHU Cy Ha cadupamby, a He MHOXKewmy Bpeanoctu. Cimka 3.4

npukazyje kako Burepdujes rpad mojenyje Tpu darama y HEIOMITEHOM Ka3UHY.
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1/2 9/20 81/200

1/2 9/20 81/200
Po P Pz P P

Cauka 3.4: Makcumusanuja P{p} ca Tpu damama

Ommitu 00IMK OBe PEeKypeHTHE pesialije 3allpaBo je 3aCHOBAH Ha TEeXKUHAMAa
rpaHa T, IjJie Mala OOJIUKA Ty, .. ; O3HAYaBa TEKHMHY I'DaHe U3 4BOpa T; Ka T; y
TPEHYTKY t, YK/bY4yjyhu eKCIJIUIIUTHU I[MOYEeTHU U3BOP 7 U 3aBPIIHU TTOHOP W.
One cy y KOHKDPETHOM CJIy4ajy OuJie JIorapuTMu BepOBaTHONA IIpesiacka U CaMe

BepoBaTHOE, Ka0 Ha CJIUIM, y KOM CIydajy ce MHOXKHU yMeCTO cadupa:
Sz 1 = Trywyy Syt — maX{Smj,tfl + ij,xi,t}a
J

Popt - mjax{sxj,k + T:):j,w}-

Kako je mozenosano P{p}, tako ce moxe monesoBaru u P{p, o} 3a dukcupano
0. Y TIPBOM CIIy9ajy, BaXKHUJIO j€ Ty, vt = Tayz; = Oa;z;5 JAOK j€ Y JPYTOM HEIITO
CJIOKEHUJE Ty, 2.t = Uz, o; * Uz 0, JlAKIIE BepoBaTHONA sorabaja na HMM upebe uz

cTama T; y CTame Ij, HAKOH dera eMuryje cumoor o,. Popmyite cy caga:
Szl = Ta; * bxi,ol = Qng; * bluou
Szt = max{sljﬂf—l C Qg bmi,ot}ﬂ
J

P{popt, 0} = max P{p, o} = max{s%k}.
P j

Jlorapuramcke Bep3uje ce U3BO/le AHAJIOTHO.
Kana ce rosopu o nipodsiemy Makcumusaimje, moryhe je mogesnosaru u P{o|p},

C TUM IIITO 3a TO HUje HeonxonaH BurepoujeB rpad. IlocraBka 6 je y HACTaBKY.
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IIpodaem 6: HajsepoBarHuje orcepBaliuje Ha My Ty
Uspavynattiv Hajeeposaiinuju Hu3 emucuja wa aytwmy p xpo3 HMM.
Vias: cKpuBeHHU IyT p = pi...p Kpo3 HMM{a,b, 7}.
N3zna3: HajBepoBaTHUja ONAXKAbBA Oyt = 01...0) Ha IYTY D.

Dopmyita MaKCUMaJiHe BepoBaTHOhe je jeIHOCTaBHA, IO CBAKOj OIICEPBAIIMjU:

k
Plogplp} = Hmjax bpi,y; -
i=1

[Iperxomno wmsnoxkenm cucreM pajsa ca HMM, 3acnoBan nHa BurepbdujeBom
rpady 1 IMHAMUYIKOM IIpOrpaMuparky Ha3uBa ce Burepbujes amropuram [22], mo-
ceDHO KaJia ce MpUMerbyje Ha JIeKoiupaibe — mpoodsem 1. VI3BegeHnM peKypeHTHIM
dopmysama jorn camo Tpeda J0IATU CUCTEM IIyTOKa3a, KaKo O IOpeJ] BepoBaT-
Holle ONTHMAJIHOL IIyTa MOTao OWTH JI00MjeH (DEKOHCTPYHMCAH) U CAM ITyT.

Baxxna npennoct BurepdujeBor asiropurma je meroa ciioxkeroct. OcHOBHA
Mpeska rpadga uMa nk usoposa u n’(k — 1) rpana (U3 CBUX n cTalba Ka CBUM N
cratbuMa y k — 1 BpeMeHCKOM mpesiasy), 9eMy ce J10/ajy joIll JIBa JOJATHA IBOPaA
¥ 2n rpaHa MOBE3AaHUX Cca TUM YBOpoBuMMa. VI3padyHnaBambe mje 1Mo IBOPOBUMA,
kopucTehn rpaHe, Tako Ja je YKyllHa BPeMeHCKa M IPOCTOpHa cjoxkenoct O(n?k)
YKOJIMKO O Ce KOpPUCTHO eKcimmuTHu rpad. OBO je BpeMeHCKH 3HATHO OO0Jbe
OJT HAMBHUX O(nkk), aJll je MMPOCTOPHO 3aXTEBHU]E, jep HAMBHU IIPUCTYII 3aXTEBA
camo O(k) momohnor mpocropa. Pajam ce o yoduuajenom kommpomucy usmebhy
BpeMeHa U IIPOCTOpA, KaJa aJropuTaM 3a OPKHU PaJi 3aXTeBa BUIIIE MEMOpPU]E.

Y mHOTEM ciydajeBuMa je, MehyTmm, rpad T0BOBHO caMO 3aMUCIUTH, a y
pPajly KOPUCTUTU UCKJBYUIUBO MaIly S M IIyTOKa3e, a He U TEXKUHE T, IIITO 38 COOOM
MOBJIAYU HENITo O0Jby mpocTopHy ciioxkenoct O(nk). OBo BayKu KOJI IEKOIUPAIHA,
jep cy Texxune (rpane) Beh moxpamene y Manama a u b. Ipyru Hadns modosbinarmba
je ako ce T mpejicTaBu Kao (PYyHKIMja yMECTO Malla, ITO je Takohe moryhe Ko
podJieMa JIEKO/INPaIba, jep TeXKUHe He 3aBUCe 01 BpeMeHCKOT TpeHyTKa. JlomaTHo,
YKOJIIKO je JIOBOJHHO JIOOMTH CaMO MaKCUMaJIHy BepOBaTHONy, a He M caM IIyT,
He Tpeda YyBaTH IIyTOKa3e, a Mally § Moryhe je cBecTH Ha JiBa HU3a KOJU Ce
HAU3MEHUYIHO IOy haBajy, YiMe e IPOCTOPHA CJIOYKEHOCT cBoau Ha O(n).

VYV npaktuyHuM nmpuMenaMa je moryhe nmoctuhu jomr dospy cioxkenoct. Hamwme,
vuoru HMM wmajy 3abparbene mpesase u3dMel)y HEKUX cTarba. 1aKBa CUTyalluja
BeoMa je Jecra, a IpHKa3aHa je jorr Ha yBoaHoj caumu 1.2. Moryhe je de3 mpo-

O0sieMa yKJI0oHUTHU rpane BurepbdujeBor rpada Koje o/iroBapajy TakKBUM IIpeIa3uMa,
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IIITO 3HATHO CMakbyje BpeMe M3BpIlaBama ajaroputma. llocedHo 3aHnM/BUBU MOTY
OUTH HEJI03BOJHEHU ITPEJIA3U KOjU YKJIbYUYjy n3Bop u moHop. Ha Taj Haunn ce moxke
onemoryhuru j1a HEKO cTambe Oy/ie MOJa3HO WU 3aBPIIHO, MITO YeCTO UMa OUOJIO-

KK CMHUCa0, 0 YeMy he OUTH pedn Ha IpuMepy MPOMUITHUX MOJE/Ia ITPOTEHHA.

3.5 Auaropurawm ,Hamnpen’

Csaku HMM, noncehama paau, MOXKe ce CXBATUTH Kao ypehenu map gBa mpo-
reca — CKpuBeHOI MapKOBJBEBOI' KOjU Ceé OYNTaBa CKPUBEHUM IIYTEM D W OICEP-
BaOMJTHOT 3aBUCHOT KOjU ce oumTaBa Hu30M emucuja o. llema mneja HMM jecre
AeTaJbHO CTaTUCTUYIKHN IIOTKOBaHO MOJEJ/JIOBabe€ TUX IIPOIeCa U IbUXOBOI' OJHOCA.

Hocan je duno peun o nojepunadno] pacuogenu P{p}, ycrosuoj P{o|p} u 3a-
jemamuakoj P{p,o}. Kako je koj mociemer moapa3yMeBaHo Ja je MO3HATA HUCKA
0, THMe je 3aIpaBo MOJIeJIOBaHa u ycyoBHa pacrnomena P{p|o}. Moryhe je mome-
JIoBaTH ¥ TojeguHadHy pacnogeny P{o}, koja je jeauna mpeocrtasna Kako Ou Mojesr
ouo kommterupan. OCHOBHEM 3aJaTak W3 OBOI' JOMEHa JAaT je Kpo3 mpodsem 7.

[Torpedno je m3pauynatu BeposarHohy ga HMM emuryje HEKy HUCKY JIy2KUHE K.

IIpodaem 7: Beposarnoha oncepsanuja [16]

Uspawyrattiu eeposattinohy upuxasa o y HMM.
Vaas: Hu3 onaxkama 0 = 01...0, y HMM{a,b, 7}.
N3znas: Beposarnolia ynasHor Husa omaxkama P{o}.

Jom jeanom, HAMBHE IIPHCTYI CACTOjH ce Of TeHepucama cBHX n* myTesa n
CyMHUparma BepoBaTHOha Ha mUMa, IpeMa paHuje H3JI0XKEHO] MapTrUuHAJIU3aIlju
P{o} = >, P{p,o}. Bauumsmuso je, mehyTum, npumerntu ja je oba Mapruma-
Jin3aIja BpJIO CJIWYHA CaJprKajy Male S Koju BurepdujeBor ajropurMma, Koja y
nonopy uspadyuaBa P{p.:, 0} = max, P{p,o}. Jenuma pazmmka je y upumerse-
HOM OIlepaTopy — Ja Ju je cyMma miau MakcuMmyMm. OBO HHje caydajHO, jep je uuaeja
00e opMmysie oduiazak CBUX CKPUBEHUX IyTeBa Kpo3 HMM ucroBpemeHo.

CBeyKyIHO, CACBUM je OIpaBjaHo yBectu HOBY Maiy f (on enrui. forward —
HAIpeJ]), HAJAXHYTY MPETXOMHOM § (Ol €HIVI. S$coTe — CKOP), TAKBY JIa €JIEMEHT
fz;+ CKIamumTH BepoBarHOLy mpedurca omaxkama gyxKuHe t (LOAHU3 01...0;),

HACTAJIOT Ha CKPUBEHOM IIyTY KOju 3aBpInaBa crameM x;. Omarie cy dopmyie:

f:ci,l = Ty, ° b:r:i,ol = Or g ° bxi,olv
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f$i,t == E f.l’j,t—l : al‘j,.l’i - b:ci7ota
J

P{o} = Z oy

Kao u mocan, sorapuramMcke Bep3uje Ipou3Bojie Memajy 30uposuma. OBora imyrta
MMa M jeJlaH JIOJATaK: CyMa ce Memba IOCeOHMM omeparopom — logsumexp; f (7)-
Own Mozesyje cabuparbe y JIOrapuTaMCKOM JIOMEHY, Tj. ampokcuMupa log j efU),

VY HacTaBKy, BaJba IIOMEHYTHU U CPOJIAH IPoOJeM onpehnBama HajBepoBaTHUjET

HCXOJIa, OHOCHO 0, = argmax, P{o}. ®opmynamuja je nara mpodiaemom 8.

IIpodaem 8: HajsepoBaTHuje orcepBaluje
Uspavynattiu najeeposatinuju nud emucuja y HMM.
Vaas: ayxuna k myra kpos HMM{a,b,7}.

N3zna3: HajBepoBaTHUja ONAXKABA Oyt = O1...0j.

U oBjie je nauBHO perreme cysuiie HeecpukacHo. Illrasurie, joriuje je ciroxke-
HocTn o gocamammux O(nfk), jep je cama morpedHo renepucaTu U cBaku Moryhn
Hu3 oncepsanuja. ClioxkeHocT ucnpite nperpare crora je O(n*m*k). Hemrro Gomba
CJIOZKEHOCT JI00Uja, ce aKo ce He TeHEepHITy CBH ITyTEeBH, jep ce CBAKO OJ YKyIHO mF
olnakarmha MOXKe OIEHUTH Beh M3JI0XKEeHUM aJIlrOpUTMOM ,Hampex . Tama je cBey-
Kynna ciaoxkenoct O(n?m*k). Hanpeano pemmeme Moxke ce KOHCTpyucaTH moMohy
TpoauMen3noHe Bepauje Burepdujesor rpada 38|, riae HOBY JuMeH3Mjy UMHE CBe
moryhe orcepsanuje o mogzesry. Calia je uaeja mpuMeHOM 00a OIlepaTopa 3apeIoM
YCIIeNTHO MaKCUMU30BATH CyMy maX, Y, P{p, 0} = P{0gp}-

AJrrepHaTUBHE TIOTJIE]] HA CTBAPH IOJIPA3yMEBa OCTAjarbe y JIBOIUMEH3UOHOM
IPOCTOPY — 3aMHUCa0 je Jia U3 CBAKOl OJf N Crama (Takohe M IOYETHOr T) Ka
CBUM n crambuMma y k — 1 BpeMeHCKOM Ipejia3dy uje o m TpaHa, Mo jeTHa 3a
cBaky Mmoryhy oncepsanujy. Tume rpane Burepdujesor (mysru)rpada Burie He
MOJIEJIYjy caMo Ipesa3e U3 JeJHOT cTarmba y apyro, Beh ycuyT u emucuje. Texkumne ce
0/1adMpajy TakKo Jia OCJIUKABA]y BEPOBATHONY IIPOMEHE CTarba, & 3aTUM €MUTOBAbA
cuMOoJIa TIpeJicTaB/beHor rpanoM. CBaKM Iy T OJ] U3BOPA JI0 TIOHOPA CaJjla HUje caMo
CKpHBeHH TyT p, Beh myT p (4BOPOBU) ca MPUIAPYKEHUM OllaykamuMa o (rpaHe).
MaxkcumaJiau 30up 100Mja ce MakcuMU3upameM cyma u3mehy HuBoa. CitoxkeHoCT

je y Tom cayuajy O(n’mk), a dpopmyste (JoraputaMcke Cy aHaJIoOrHe):

fﬂci,l = m]?X{ﬂ-mi ’ bwi:yk} = m]?“X{amwi ’ bmi,yk}7
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f.l’i,t == mka’x E ij,t—l : axj7xi : b$i,yk7
J

P{og} = Hl(é)lXP{O} = Zf%k

3aMeHOM cyMe MaKCHMyMOM Yy IPETXOIHUM hopMyJsiaMa, J00uja ce HajBepo-
BATHUjH ITap CKPUBEHOI IyTa JyKWHE kK M Ha beMy eMHTOBaHEe HHCKE CHMOOJIA.

To je pememe npodsiema 9, cauaHOr J0Ca] pa3MaTpaHUMA.

IIpodaem 9: HajsepoBaTHUjU CKPUBEHU ITYT U OIICEPBAIIHje
Uspavyrattiu najeeposatinujyu Gyt u otaxcaroa y HMM.
Vaas: ayxuna k myra kpos HMM{a,b,7}.

WN3zna3: najBepoBaTHUja KOMOWHAIIMA]A IIyTa P U OMAXKAIHA, O.

To je max P{p, 0}, mro je ucrarusuje ox n*m* nim n?m* nansanx nokymraja

(1 oBJie ce JorapuTaMCKe Bep3uje M3BOJe aHAJIOTHO, [Ia ce He HaBOJe):
fﬂ?i,l = m]?‘x{ﬂ—ﬂii ’ invyk} = m]?’X{aWJ?i ’ bﬂ%yk}?
fxiyt = m%x{fu’v]‘,t—l “ Qg bxiyyk}7
J7

maXP{p, 0} = max{ij,k}‘
J

Kommernoctu pajin, mory ce dpopmaJiHo mpejacTaButu u mnpoosemu 10 m 11,

KOjUMa Ce eKCIUIMIUTHO u3padyHnasa P{p|o} n max, P{p|o} 3a nmosmaro o.

IIpodsem 10: Beposaraoha myTa mpu HCXOMY

Uspavyrattiu eeposattinohy ayta p kpos HMM axo je otiastcero o.

Vias: HHuCKa 0 = 0;...0;, KOjy je emuroBao HMM{a,b, 7} u ckpuBeHu
IIyT P = Pi...Pr KPO3 KOJH je IIPOIIA0.

WN3na3: ycaosHa BepoBarHoha myTa mpu npukasy P{p|o}.

Cama BepoBaTHOha myTa ako je omaykeHa HEKa CEKBEHIIA €MUCHja MOXKE Ce
u3padyHaTu Ipeko (popmysie yciaoBHe BepoBarHohe. Perreme je, jrakiie:
P{p,o}
P{o}

['maBHMHA OBAKBOI MPUCTYNA je M3padyHaABaIbe BepoBaTHONe MCXO7a, TAKO Jia je

P{plo} =

cioxenoct O(n?k). Hausau npuctyn ou, xkao u gocaj, yzeo O(n*k) spemena.
Maxkcnvmuzanmja je jomr jeTHOCTaBHUja, KaJia Ce MPUMETH DaHWje IOMEHYTO
argmax, P{p,o} = argmax, P{plo} 3a mosmaro o. OBo 3Ha4;m Ja je JOBO/HHO

MCKOPUCTUTHU pellerhe podseMa 1, y3 IpHUKJ/IaIHO CKaJInpambe BepoBaTHOhe.
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IIpodaem 11: HajsepoBaTHUjU YT HPU UCXOJLY

Uspavynattiu najeeposatinuju tyt p xpos HMM axo je otastcero o.
Vias: Hucka 0 = 0y...0 K0jy je emuroBao HMM{a,b,7}.
N3zna3: HajBepOBATHH]Y IYT Popt = Pi...Pk AKO j€ OMazKeHO o.

Cama je mosnaro Kako BurepdujeBum rpadoM MOIAETIOBATH U MAKCUMH30BATH
cBaky oJl Kpurnunux Beposaruoha P{p}, P{o}, P{p,o}, P{plo} u P{o|p}, unme
je MoJies1 KOMILTIETHPaH, DapeM 10 [UTalby HEroBe OIUCHE cTpaHe (ocTaje yderse).

Hocamamma mocrurnyha Mojesnna cymupana cy Tadesiom 3.1, Koja cieJu.

Tadesa 3.1: Moryhnoctu ckpuBennx MapKOB/beBUX MOJIE/Ia

[Ipobsiem — anropuram Croxkenoct
bpoj Vnas [Tnm Bpennocr | Hawsam  Hampeanm
1 Ok (arg)max,  P{p,o} O(n"k) O(n’k)

2 Dk, Ok - P{p7 0} O(k) o

3w - P{p} O(k) -

4 pr, ok - P{olp} O(k) -

5 k (arg)max;, P{p} O(n*k) O(n’k)

6 Dk (arg)max,  P{o|p} O(mFk) O(mk)

7 Ok - P{o} O(n*k) O(n’k)
[

8 k (arg)max, P{o} 82222’“:’; O(n*mk)
ko k

9 k (arg)max,,  P{p,o} (0)222:11’“113 O(n*mk)

10 pg, ok - P{p|o} O(nkk) O(n’k)

11 o, (arg)max P{p|o} O(n*'k) O(n’k)

P O(nkk)
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I'maBa 4

Buosaomku 3Ha4daj

Hakon nedunucama ckpuBennx MapKOB/bEBUX MOJEJA, OIUCA HUXOBE ITPU-
MeHe U aJIropuTaMa KOj! J1ajy OJITOBOPe Ha BaKHA MUTAhA Y BE3U Ca MOJETOBAHIM
IIPOOJIEMOM, Y OBOj TJIABU je HEIIOCPEJIHO OnucaH onosioku 3uavdaj HMM, oqnocHo
IbUXOBA MMPUMEHA Y JI0CAJT U3JIOXKEHUM OMOMH(MOPMATUIKUM IpodaemMuma. Kon-
KpPEeTHO, TJIaBa Koja cjequ OaBH Ce MOTParoM 3a T'eHUMa, OJHOCHO OTKPUBAEM
CG octpBa momohy HMM, kao u ynorpedom mpodunaunx HMM 3a permaBarme

podJiemMa momyT oTKpuBama denoruna XIB-a.

4.1 T'enu — ngBa crama

Y yBomHOM nemy, mocBeheHOM MOTHBAIWjU, JUCKYTOBAHO je O IPOHAJAXKEHY
MecTa Ha KOjUMa ce TeHU HaJia3e, OJHOCHO T/l UXOBO IIPENUCHBabhe (TPAHCKPHII-
uja) 3anountbe. Ofjalmeno je 3amro je yueo auaykieoruga CG Maim y HEKOIU-
pajyhum pernonunma /IHK, a memro Behu y koaupajyhum, Te Kako UMa CMHUCJIA TY
YHEbEHUILY NCKOPUCTUTH 3a OTKpuBambe Tako3Barux C'G octpsa (CpG mecta), mTo
cy peruonu doratu reanma. VIMIIeMeHTUDAH je M HAUBAH MIPUCTYT PelllaBaiby OBOT
podJieMa, 3aCHOBAaH Ha KJym3eheM Ipo30opy, aIu Cy y3 Iera ocrajie HepasjallheHe
BasKHE HEJOYMUIE: KaKO OJPEINTHU JI00PY BEJMYUHY IIPO30Pa, KAO U IITA TATHO
pajuTH Kaja mnpek/anajynu mpo3opu Hy/e pa3inyduTy KJIacuUKAIMjy MOIHI3A.

Caza je mmb gohu 10 TPENU3HOT, jeTHO3HAYHOr U CTATUCTUYKH ITOTKOBAHOT
perema ynoTpedoM oiroapajyher ckpuBeHor MapKOB/bEBOT MOJEIa. 3aMUCAO
je y CymITHHU jeHOCTAaBHA — YJIa3HU HU3 HYKJIEOTHJIA [TOCMATPA Ce Ka0 CEKBEHIIA
omazkama Kojy Tpeda maekoguparu. JIpyrum peunma, 3a CBaKU KapakTep HHUCKE Ca

yJ1a3a oTpedHO je Ope/INTH JIa JIi je BepoBaTHHje HacTao Kao emucuja C'G ocTpsa
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WM He, IITO je 3allpaBo 033 IuHCKN cKpubeHn nporec. Crora Baxku cienehe:
e ckpuBeHa crama r = {+, —} — jecre CG ocTpBO Win Huje,
e onceprarje y = {A, C,G, T} — azdyka JJHK nykieoruma.

CkynoBu CKpUBEHUX CTama U MOIyhux omaxKkama ce, JaKJje, JakKo oapelhyjy,
I1a 9aK ¥ BeOMa JIMUe Ha pa3dMaTpaHud IpodJieM HemollTeHe Korkapuuie. Hawnme,
Takohe Cy IpUCyTHA JIBa CTamba, MaJa olcepBalnja nMa Herrro Bumre. CBeyKyITHO,
IIpodJIEM Ce MOKe allCTPaXOBaTH HEKOM BPCTOM KOIIKAPHUIIE, Y KOjOj KpyIuje
Mema JIBé PA3JIMYUTO OTeXKaHe YeTBOPOCTPaHe KOIKHIIE. YOIIIITeHU Jrjarpam

(6e3 BepoBaTHONA) OBAKBOI MOJIeJIa IPUKa3aH je Ha caurm 4.1.

Allcligl LT

Cauka 4.1: Ckpusenu mozen C'G ocTpBa ca JiBa CTamba

Octaje jomr omgpeanTn cBe OuTHe BepoBaTHOhe. 3a 0Baj €0 3aaTKa IMOTOIYyje
pUMeHUTH IpaBu onomHpopmaruaku npuctyi. Ilogcehama pamau, dumomudop-
MaTHUKa je y yBOay JAedUHUCAHA KAa0 MHTEPIUCIHUIIMHAPHA 0DJIACT KOja ce OaBh
IIPUMEHOM PAIyHAPCKUX TEXHOJIOTHja y OOJIACTUA OMOJIOTHje W CPOJHUX HayKa, ca
HarJIaCKOM Ha pa3yMeBaiby OHOJIOIIKUX TojaTaka. HaBegeHo je Ja CTaTUCTHIKN
(MareMaTHYKN) amaparar CJIyXKH 3a paj] ca MoJaIiMa, padyHapCKe TEXHOJIOIH]je

Taj alrapaTr YuHe YIOTPeO/bUBUjUM, JIOK OMOJIOTH]a Jlaje IOTPEeOHO JOMEHCKO 3HAHE
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(pasyMmeBarbe) 3a paJi ca OHOJIOIIKUM ¥ CPOJHUM MOJAIMMA. YIIPABO je TO OBJe U
OPUMEEHO — CcTaTUCTHKa (MaTemaTuka) fgedbunuie mojam HMM, a padyrapcke
rexnosioruje (KOHKpeTHo Python u Jupyter) epuKacHO ra MMILIEMEHTHPA]Y.
[ToTpedHo je jorn KOHCYJITOBATHU Ce Ca OUOJIOTUjOM, a OBJIE 3alpaBO U I'€HETH-
KOM, KaKO O Ce aJIeKBATHO OJPEeIN/IN IMapaMeTpu Mojesa. 3a MovYeTak, Tpeda
IPUMETHUTHU Jla ce MOxKe jodbutn daktudkn omino kakas ncedak JIHK cexsemnrie.
Jlpyrum peduma, He MOCTOjH TapaHIldja Jia he MOYeTHW PeruoH OUTHU Kogupajyhu
WIN He, TaKO Jla je HajCUI'YPHUje PaBHOMEDPHO PACIIOJEIUTH ITOYeTHA CTama!
+ (0,5
e 110/1a3HE BepoBaTHONE 7T = — paBHOMEpaH MOYEeTaK.
—-\0,5
Jlabe, muTame je KOJMKO YecTO J0JIa3u JI0 mpoMeHe ctama. Oarosop je ja ce
TO JIeTIaBa BEOMa PETKO, C THUM IIITO MambM J1e0 CeKBeHIle mpeactaB/ba C'G ocTpBo,
TaKo J1a je HemTo Beha maHca fa johe mo Hamymramba C'G ocTpBa, HETO yjaacKa y

wera. CBeyKyIHO, MOIJIa OU ce 0/[adpaTu Mala Ipesa3a HOIyT cjesehe:

_|_ _
+ (0,98 0,02
® IIpejias’ a = — MaJjia MOT'YNHOCT IIpOMEHE.
—\0,01 0,99

3a kpaj, ocTaje HajTeyke MUTAE: KAKO MOJIEJIOBATH BEPOBATHONE OIaKarba.
[TocToje pa3uu nmpuctynu, a jeJaH oJl IbUX 3aCHOBAH je Ha eMITUPUjCKUM TTOAIIMA.
IIpumepa paju, YKOJIMKO ce Tpara 3a MeHHMa Y JBYICKOM X XPOMO30MY, MOTY Ce
AITPOKCUMUPATHU BepOBAaTHONE HYKJIEOTH/Ia HA OCHOBY BEPOBATHONA JTUHYKJIEOTUIA

u3 tadbsune 2.1. Pesynrar tora je ciemeha mara BepoBaTHOha orcepBaniyja:

A C G T
) + (0,222 0,2555 0,299 0,2235 )
e emucuje b = — eMIINPUjCKU.

—\0,274 0,227 0,2295 0,2695

OueknBano, HemTo je Behu yaeo NUTO3MHA U TyaHUHA Y KOAUPAjyNuM pernoHuMa.
Baxxu u cymporHo — HemTo je Behm yreo ajeHnHa W TUMUHA y HEKOAUpajyhmm
pernonnMa X XpoMo30Ma, IITO je Takohe ouekKnBaHa IMOBE3aHa I10jaBa.

OBakaB Mojies, MeDhyTuM, HUje yCIelaH jep Cy BepoBaTHONe TaKO IMOCTaB/hEHE
na arje moryhe npenoznaru majia C'G ocrpsa. [Ipummkom jgekoauparba, 3aK/bydaKk
he 3a cBaky maJjy cekBeHIly OuTH Jla je HajBepoBarHuje Iesa (He)komupajyha,

73 jeITHOCTAaBHOTI DPA3JIOra INTO je CBaKa IPOMEHa CTama BEOMa CKYyIa, a YIeo
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HYKJICOTHIA HUje TOJMKO pazanant. Ctora ce MOxKe JIOOUTH TOO0JbIIAE YKOTIHKO
ce BepoBaTHONe Ipesiaza MaJjo IPUOJIMAKe, 8 eMUCHja MaJIo BUIIE YIaJbe.

To ce MOXke yYMHUTH TaKO IITO Ce, 3a MOYETAK, BEpOBATHONE ITPOMEHE CTarba
rmocraBe Ha HemTo Behy jenny meceruny. Ako je HMM y mexkomupajyhem cramby,
MOXK€ C€ TPETIIOCTABHUTHU [l je pacrojiesia HYKJ/JIeOTHia PaBHOMEpHA — CBAKU Ce
eMuTyje ca Moryhuorrhy je/ine ueTBpTuHEe. ¥ CyIPOTHOM, CMATpPa Ce Ja Ce IUTO3UH

¥ I'yaHUH IpUKa3yjy detupn myrta demnihe. Pe3ynryjyhe BepoBaTHohe caja cy:

+ —
+(0,9 0,1
® IIpesias’ a = 01 0.9) Beha moryhnoct mpomere,

A C G T
) +(0,1 0,4 0,4 0,1
e emucuje b = — TIOTIPABJHEHO.
—\0,25 0,25 0,25 0,25

Hazxkasoct, Hu oBaj mozen uuje dospu. Ilapamerpu cy, nnade, ipeyseru ca mpu-
Mepa yrorpede dubimoreke pomegranate [62], Koja je JetasbHUje OnHMCaHA y TPaK-
TUIHOM JIeJTy eJIEKTPOHCKe JieKimje. [lopes me, y oAaTKy JeKIje IpeiCTaB/beH
je jomn jenaH 1mosHaTH MOMYJ jesuka Python 3a paj ca ckpuBeHUM MapKOBJHEBUM
mozeauma — hmmlearn [55]. Oba cy ynorped/bena 3a morpary 3a reHuMA.

Tpeha uneja 3a modujame do/ber pesysrara Moryia Ou OUTH JI0JaTHO THoBeha-
Bam€ BepoBaTHONe IIpoMeHe cTamba. MaJja moBehama He OM IIPOMEHUJIA Pe3yJITarT,
nok om Beha mzBphy/aa cmucao CpG mecta — OCTPBOM OM Ce HPOIVIACHO CBAaKU
nmuTo3ud u ryannH. OBa YWbEHUIA HUje HEOOWYHA W y CKJAJIy je ca TUM Jia
oBakBa yrnorpedba HMM craja 1moji ToOMeH HEeHaINJIEaHOT yUerba, IJle MOJEN 110
CaMOCTAJIHO]j IIPOIEHN T'PYIINIIE TTIOHU30BE yIa3He cekpenIe. To 3Havu Jj1a ce Jako
MOT'Y JOOUTH HEOUEeKHBAHU WA HE33/I0BO/baBajyNu pe3y/ITaTu, MOy T jeJHOCTABHE
rojiesie pema Tekyhem kapakrepy.

Crneneha uneja HacToju ma mpodseM mpeBasubhe Tako IITO yKJby4dyje Behu Opoj
onaxkama. Hamme, moryhe je ITHK cexkBeniry cxBarutu Kao HU3 JUHYKJIEOTH]IA

YMECTO CaMUX HYKJICOTHJIA, Ka0 KOJ mpo3opckor npuctyna. Cama Baxku caezaehe:
e onceprarje y = {A,C,G, T} x {A,C,G, T} — azbyka nuHyKIeoTHIA.

Moxke ce m3aMeHUTH W Malla IIpeja3a, JOK ce Malla eMUCHja y3UuMa IIpeMa, Tadesn
2.1, Koja ympaBo HEIOCPEJIHO IpuKa3dyje BepoBaTHOhe aunykJeotuma. OBaj mpu-

CTYI Jiaje 3acajl HajooJbe pe3ysTaTe, KOju ce MOT'Y BHJETH Y KOy JIEKIIHje.
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Baxkna jmocas 3anemapena dumbeHuIia jecre jia cy HMM renepaTUBHU MOJIEJIH.
He camo mrTo ciry»ke 3a ommc mojaBa Koje MOJENY]jy, Beh MOTY U Jia UX OIIOHAIIAjy.
Hocas je pa3sMOTPEHO KaKO ce MOTY JIOOUTU CKPUBEHU IIyTEBU WJIA ONaXKarmbha KOju
MaKcUMu3yjy Heky BepoBaTHOhy. McmocTtaBiba ce j1a ce joIn jeIHOCTaBHUjE JTOOU-
jajy mpon3BOJbaH CKPUBEHU ITyT U UCXOJT Ha IbeMy. [IyT Kesbene jry2Kune renepuiie
ce Ha OCHOBY Malle IIpeJiacka, a UCXOJl Ha IyTy moMohy mare emucuja. [Iperxoman
MOJIeJT 382 OTKPUBAIbe€ T'eHa TaKO Ce MOXKe MCKOPUCTHUTHU 33 T€HEPUCAIhE BeITavuKe
JIHK cekgenrie, koja 3aoBosbaBa cratuctuuku onuc JIHK. Ona, nanme, y moje-
JauHAM JejtoBuMa, cagapxku C'G ocTpBa U TUMeE ce YUHU IIPUPOIHUJOM OJI CJIYIajHO

reHepucaHe HHUCKe HaJ a30yKOM HYKJIEOTH/Ia, IIITO je JiojaTHa Kopuct oix HMM.

4.2 T'eum — BUIIIE cTamkma

Kako je Beh namoMenyTo, CBU JI0CaIAIHU MOJIEJIH CY TIO CTPYKTYpH nojicehastn
Ha HETOIITEHN KAa3WHO — UMAJIH CYy JIBa CTama KOja Ce PETKO MEMmajy W yIJIaBHOM
YeTUpHU OlCepBallje, MaJjia je HajOO/bU PEe3y/ATaT JO0OUjeH MPU IOCJEIHEeM TOKY-
majy, ca JaK MIeCHAECT PA3IUINTHUX JTUHYKJICOTHIHUX eMucHja. AJaTepHATHBHA
naeja ypohemy Beher Opoja mcxoma jecre yBoheme Beher Opoja crama, IITO ce

Hajuerhe peajnsyje Kpo3 JBa IPUCTYIIA, KOJU Cy IPEJICTAB/LEHU Y HACTABKY.

e
|

Cumka 4.2: Mapxkosibes sanar 3a mozgesnosame JJHK ceksente [46]

[Tonasna nieja upsor npucryna [45, 46, 51, 63] jecre na ce CG octpBa u peru-

OHU BaH HUX MOI'Y MOJIEJIOBATH Kao JBa ojiBojena Mapkosibesa Jsania (moacehama
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pasu, ouu cy HMM Ge3 emucuja, a ckpaheno ce Hazupajy MC). Crama saHama
cy jasHa (TO ject, HECY cKpuBeHa), nomro BepHo npare JTHK cekseniy kojy mo-
JIeJIyjy, U OJIroBapajy a3dyIu HyKJ/IEOTHA, [1a e MOrY IPEJICTABUTH CJUKOM 4.2.
Opxrosapajyhe maTpurie pesia3a MOTY Ce OJIPEIUTH €MITNPU]CKAM IIyTeM, JTaKJIe
00paIoM CceKBeHIN 3a Koje je mo3uato jecy jiu C'G ocTpBa min He. YoOUdajeHo ce

y3UMajy BpeJHOCTH u3 Tadese 4.1, Koje cy yHaIIpe U3padyHaTe.

BepoBarnoha mnpesnaza usmehy HyK/I€OTHIA je/IHE CEKBEHIIE
— sieBo y peruonnma C'G ocTpBa, a JeCHO BaH wHux [63]

A C G T A C G T
0,180 0,274 0,426 0,120 | 0,300 0,205 0,285 0,210
0,171 0,367 0,274 0,188 | 0,322 0,298 0,078 0,302
0,161 0,339 0,375 0,125 | 0,248 0,246 0,298 0,208
0,079 0,355 0,384 0,182 | 0,177 0,239 0,292 0,292

Tabesia 4.1:

HQAQ>

AHaJIOTHO TPO3OPCKOM MPUCTYITY 3aCHOBAHOM Ha JTUHYKJICOTUIHOM CaJIPIKa]y
cekBenrie n Tadenn 2.1, moryhe je momohy MC 3a cBaKM MOJHU3 OAPEIUTH Ja JIU
je Beha BepoBaTHOha 5a jecre C'G ocTpBO Win Jia Huje. Bpojuana carsacHocT ce 3a
0da MC wmoxke m3padgyHaTu Beh MMILIEMEHTHPAHUM AJTOPUTMOM 3a ofpehuBarbe
BepoBaTHOhe myTa Kpo3 HMM, kao pemreme mpodiema 3. Omadup IpumaIHOCTH
maJjia Ha janaii ca Behom Beposatnohom. Pesynrartu cy je/iHaku Kao y IIPBOM HOKY-
ajy, a OCTajy HepeIIeHn TPOOIeMH ITPO30PCKOT MPUCTYTIA: KAKO OJPEIUTH JT00PY

BEJIMYNHY IIPO30pa M KaKO Pa3pelnTu CYKoOe HacTaJle IIPeKJIallambeM IIPOo30pa.

Cumka 4.3: Cnojenn nanmnu 3a mojenosame CG ocrpsa [46]

Kao pememe, npemazke ce cuajame oBa jBa Jianma y jeman. Pesynryjyhu MC

aaT je Ha CJjidiu 4.3. On Cala MMa OCaM CTalba, 3a CBaKH IIap HYKJICOTHIa K
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npunagnoctn CG ocTpBy. JemHOCTABHOCTH PaJIH, IMOIMITO YKYIHO mMa 82 = 64
npesasa, IpUKa3aHu Cy caMo HOBH, JIOK ce ctapu (cimka 4.2) moapa3yMeBajy.
[Ipe cBera, HEONXOHO je ONPEIUTH HOBY, 3ajeJHUYKY MATPHUILy IpPeJacKa. 3a
TO ce Tpeda MoJIceTUTU Beh TOMEHYTOT JIOMEHCKOT OMOJIOIIKOT 3Haha, IIPeMa KOMe
je MaJio BepoBaTaH Ipesia3ak u3 Kojupajyher y mekomupajyhe crame (HIp. camo
2 %), a jom mame BepoBaTHO 00pHYTO (HOp. Tek 1 %). Hose Beposarnohe mory

ce JTOOUTHU CKAJUpAbeM CTapuX, HIIP. Ha HAYUH HPEICTaB/heH Tadeaom 4.2.

Tabesna 4.2: Beposarnoha upenaza yayrap CG octpsa

AT c+ G T+
A+ 0,180p 0,274p 0,426p 0,120p
ct | 0,171p 0,367p 0,274p 0,188p
Gt | 0,161p 0,339p 0,375p 0,125p
T+ | 0,079 0,355p 0,384p 0,182p
A~ C- G- T-
A* [ 0,180(1-p) 0,274(1-p) 0,426(1-p) 0,120(1-p)
C*+ | 0,171(1-p) 0,367(1-p) 0,274(1-p) 0,188(1-p)
G+ | 0,161(1-p) 0,339(1-p) 0,375(1-p) 0,125(1-p)
T+ | 0,079(1-p) 0,355(1-p) 0,384(1-p) 0,182(1-p)

Nneja je, nakmie, pacnojenuTu BepoBaTHohe mpeTxoauHux mnpesaza yuyrap CG
ocrpsa tuna P{N — M} na ase mose tuna P{Nt — M*} = pP{N — M} n
P{N*T— M~} = (1 —p)P{N — M}, rue p upejcrasba BEpOBATHOlY OCTAHKa
yHyTap octpsa, Hup. p = 98%. Amnasiorao Tome, BepoBaTHONE MPETXOIHUX IIPe-
nasa Ban CG ocrpsa tuna P{N +— M} mory ce pacrnojie/uru Ha J(Be HOBE THIIA
PIN-—» M }=qP{N+— M} u P{N-— M"} = (1—¢q)P{N — M}, rze q
IpPEJCTaB/ba BePOBATHONY OCTaHKa BaH oCcTpBa, HIp. ¢ = 99%. Anrepunarusna je
PaBHOMEPHO PACIIOEIUTH BEPOBATHONE MPOMEHe cTama, Kao y Tadenu 4.3.

Cama ce cnojern MapkoB/beB JIaHAIl MOXKEe M MOpPa HAJAPAIUTH Y CKPUBEHU
MapkosibeB mozesn. Hamme, na oxpojena MC Omia cy cMmuciieHa Oe3 yHalpe-
Dema, jep cy nmaJia caMo YeTHPHU CYIITUHCKHU jaBHA CTaiba, KOja OJroBapajy Hy-
KJIEOTHIMa 13 omnakeHe cekBeHrie. HoBux ocam crama je, MelyTum, o npupoau
CKPUBEHO, jep OlarKarbeM CEeKBEHIlEe HIje TTO3HATO Y KOM je MOJIesI CTamby, Kao y He-
IIOIITEHO] KOIKAPHUIM U JpyruM mojenuma. [Ipumepa pamu, Beh 3a jennowranu
ucxos, G Huje jacHo ja Jyim je Hactao y craiby G mmu G~. Hucka jyxune k Moxke
HacTaTH Ha 2F pasImanTix Hemo3HATHX IyTeBa, KOjU Cy CTOra CKPHBEHH.

Beh je mmmmmmupano ga cumbos N MozKe IpuKas3aTu caMo crambe turna N u

N~. Baxu u oOpHYTO, jep HOBOyBejeHO cTambe N’ yIpaBo W O3HaYaBa I0jaBYy
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Tabena 4.3: Beposarnoha npenaza Ban C'G ocTpsa

A- C- G- T
A= 10,300q 0,205q 0,285q 0,210q
C-|0,322q 0298q 0,078q 0,302q
G- | 0,248q 0246q 0,298 0,208q
T- | 0,177q  0,239q 0,292q 0,292q

AT O+ G T+
A7 | (I-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4
C™ | (I-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4
G~ | (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4
T~ | (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4 (1-q)/4

cumbona N y crapom cramy 0. OBO ce MOXKe CXBATHUTH U KaO CBOjEBPCHH 0Opa-
3aIl IIpojeKkToBama (y3opak, mabiaoH) y paxy ca MC u HMM. Tlocrenuna je 1a
je Mama emucuja BpJIO jeJHOCTaBHA (Takopehu jiereHepmcana) — CBAKO CTAmbe Ca
jemmHmaHOM BepoBaTHOhOM emuTyje omrosapajyhu cumdos. Criuka 4.4 mpukasyje
KOHAYAH JujarpaM OBOT' MOJIEJIa, Ca N30CTAB/HEHUM MHOTOOPOjHIM BepoBaTHOhama

Ipesiasa U HAIJIAleHuM BepoBaTHohama eMucuja.

A:1 G:0 A:1 G:0
C:0 T:0 C:0T:0
A:0 G:0 A:0 G:0
C:1T:0 C:1T:0
A:0 G:1 A:0 G:1
C:0T:0 C:0T:0
A:0 G:0 A:0 G:0
C:0T:1 C:0T:1

Cumka 4.4: Hosa crpykrypa mozena CG ocrpsa [51]
[To nuramy moueTHUX BepoBaTHONA, MOI'Y Ce y3€TH eMIIMPUjCKe, 3aCHOBAHE Ha
Y30pKy, uin nak pasHomepre moryhuaocru 1/8. Kas ce ce y3me y 0b3up:
e oncepramyje y = {A, C,G, T} — azdyka JTHK nyxieorua,
e ckpuBeHa crama T =y X {+, —} — JlekaproB nmpousBoj cuMooIa,
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1 :
e TI0/1a3HE BepoBaTHOhe T = 3 WM eMIINPHUjCKe, IpeMa y30PKY,
e IIpesia3y a = MPHUIIPEMJbeHe BpeHOCTH IpeMa Tadesn 4.2 wiu 4.3,
e emucuje b = 1 ako crame ojiroBapa, naade 0, mpema ciury 4.4.

N osakaB Mozesn naje BpJio J00pe pesyarare. /Jlpyrm mpuctyn morpasu 3a
reHuMa KOju yKJbydyje Behu Opoj crama W HUje 3acHOBaH Ha mponasjaxkemy CG
ocTpBa. AJTepHAaTHBHA HJEja 3aIIPaBO MOJEYje CJIOXKEHU]y CTPYKTYPY eyKapu-
orcke /JIHK, ¢ musbem fa jorn gerasbHUje U TPENU3HUjE aHOTUPA yJIa3HE CEKBEHIIE.

Nako CG octpsa jecy modap mnokasaresb Jia ce y OJU3UHUA HAJIA3U HEKU IIPOMO-
Tep, KOju OM MOTrao Jia MIOKPEHe TPeNuchBarbe (TPAHCKPUIIIH]Y) TeHa, joIt ou 50Jbe
OMJI0 KaJla O ce MOIJIO Ta9HO OJPEJINTH KOjU HYKJIEOTUJIM IIPEJICTaB/bajy Te€H, a
koju He. Ilosnaro je na ce JIHK moke mogennTn Ha BUIE TOIHU30Ba KOJU MMA]y
JIBOjaKy MPUPOJY — WM Cy MHTPOHU ujn er3ouu [53, 71|. aTpoHu cy uHTpares-
CKM PErroHU, I1a TAKO IIPEJICTaB/hajy HeKoaupajyhe Jiej0Be HacaeJHOT MaTepujaJa,
KOjU Cy YMeTHYTH u3MeDy reHa U KOjU ce yKJIamajy y IPOIecy CIuiajcoBarba. Hr-
30HU (eKCOHH, 300r eKcrpecuje), ¢ Apyre cTpaHe, KOJIUpPajy IpOTenHe, U YBEeK CY
JyKuHe jiesbuBe ca opojem Tpu. OHE ce 3ampaBO cacToje W3 TPUILIETa HYKJIEO-
Tuja (KOJOHA) KOjU TOjeIMHAYHO KOJMPA]y aMUHOKHUCE/NHE, KOje KacHUje rpaje
nporenne. [locroju n HeKONMKO crierujaaHux Kojona — nmodetuun ATG u 3aBprHu
TAA, TAG, TGA — xoju o3Ha4YaBajy MeCTa Ha KOjUMa IPEIUCUBAILE TOYUIHE U
3aBplIaBa Ce€, MaJa CTapTHHU KOIAOH Ha APYI'MM MeECTHUMa KOJAUPpa METHUOHUH.

[Tocnemuna je na ce JIHK moxke momenoBatu m ayromarom ca ciauke 4.5. Ha

CJIAIIHA Cy TIPEJICTAaB/bEHNU IIPUMED, CTarba U Ipesia3n, ca BehuMm Opojem 3adparbeHuX.

" 1# posilion of codon
EXOA

E

E 2™ pasition af codan
E;: 3" position of codon
1 nbran

cTapT cTon

HOA0H ) HOA0H
o=ATGCGACT GGATAEGGATGP. onasarea [emucuje)
p= E,E,E.E,E,E,E,E,E, | | | | E,E,E;E,E,E, cupusena crama

[ exon  EECTTIEE  exon |
Cumka 4.5: Crpykrypa mozena eykapuorcke JTHK [70]
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Oro je, mehyrum, Bpso ympormheH MO, a y CTBAPHOCTU je OpraHW3allnja
JITHK 3HaTHO KOMIIJIEKCHUja — ITOCEOHY CTPYKTYPY UMAjy MOJJIAHIIN HA MOYETKY U
kpajy AHK nanma, mocedan yieo HyKJIEOTHIa UMA]y JIEJIOBU HA mpesasy usmehy
€r30Ha U MHTPOHA, a MOCeOHO ce n3/Bajajy u Tako3Banu ORF-0BH, KOjU Cy I1EJIOM
JIy2KUHOM Koupajyhu, 6e3 naTponckux npekuaa [44, 46]. Crora je ouekuBaHo Ja
yCIIelIan MOJIesI UTaK MOopa uMmaTu Behu Opoj cramba, IMITO U jecTe CIIy4aj.

Jeman oji ycmemHux Mojiesia 3a TadHO IpeaBuharbe reHa KOju KOIUpajy IIpo-
teune jecte GENSCAN, anar koju cy 1997. rommnae ocmuciauau Bepn m Kap-
aue [8, 33|. Momen je KapakTepHCTHYaH IO TOME INTO IpeaBubha reHe Ha 0da
sganna JIHK ucroBpemeno, ma Ttako 3a BehunHy ejieMeHaTa CEKBEHIE UMa JIyILIH-
paHa crama. lIpumepa pamm, neoBe ersoHa He MOJeIyje KPO3 TPU CTamba, Kao Ha
cimiu 4.5, Beh Kpo3 mect. YKyiHo nMa 27 crama. Hajgorpabhen je mojmom Tpajama
(HOBO TEMITOPAJIHO CBOjCTBO), IO YeMY je TaKohe KapaKTepPUCTHYaH, TAKO J1a HUje
ped o cacBuM odbuanom HMM-y. Ilpunnun pasa je, mehyrum, uctu: ynas je JJTHK
CEeKBEHIIa, & M3J1a3 JIEKOJMpaHa CTarma, n3padyHara BurepOujeBuM aJropuTMoM.
Anar je mpuimdHO ycrenmaH, ca cTornom mnorojgaka o upeko 90 % 1o myk/eoruy
u oko 80 % 1o ersony, o 4emy ce JieTa/bHUjE MOXKE [IPOYUTATH Y IUTUPAHOM PaJLy.

3a kpaj, KopucHo je cymmuparu ycuex HMM y norpas3m 3a reauma. Kaja ce
rOBOpU O MOJIeJIUMa ca caMo JBa crama (jecre wian uuje CG ocTpBo), mpodiiema-
THUYHO je YKOJIMKO Ce MOCTaBU MaJla BepoBaTHOha mpoMeHe cTarmba. TakaB MoJes
MaJie CeKBeHIIe 110 TIPABUJIY IporJiaiiaBa 3a nese (ae)koaupajyhe. C napyre crpase,
noBehameM BepoBaTHONE IIpesiasa JI0/1a3u JI0 U3BPTaba ujeje, U Taa caMo TeKyhn
KapakTep MocTaje OutaH. 3HATHO ITOOOJbINAIbE JI0OUja Ce TOCMATPAHLEM JTIMHYKJIE0-
THJIHOT CacTaBa HUCKE, YMECTO CKEHHPAIHEM jeIHOT 110 jeJTHOT KapakTepa. JeIHako
JI0OPO ce TOHAIIA MOJIEN Ca BUIIE CTaba, HAKO CYy My €MUCH]je JIeTeHEePUCAHE.

Op cBux pazmaTpanHux Mojesna je, mehyrum, Hajoosba Hagarpagma HMM pea-
sm3oBaHa Kpo3 ciioxkenn ajgar GENSCAN. Ona moxkta He nporasiaszu C'G ocTpsa
Ka0 TaKBa, aJll 3aTO MPEIu3HO Jonupa Kogupajyhe ersome. OmnmTu 3ak/bydak
Morao ou OuTu Jia ce DOJbe TMOKAa3yjy MOJE/N Cca BUIE CTaiba, KOjU KOHKDPETHUje
xBarajy 3asucHoctu. [llTaBure, oBaj mpodjem cnajia y OHe TOMEHYTe Y YBOJLY,
KOju ce eddUKaCHHje MOTY PENUTH HOMOhy MHOroOpojHIX Haarpaamun HMM. Jenna
OJ1 OTIIITUJUX YCIIEITHUX JIOIYHa jecy YCJIOBHA CJIyYajHa I10Jba, KOja yMambyjy Opoj

norpemnux npeasubarba [39, 40].
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4.3 IIpoduaum moaesu

Kpyncko n moxma najmoznaruje nocturayhe ckpuBeHuxX MapKOB/bEBUX MO-
Jiesia YIIPaBO je IbUXOBa yrnoTpeda y CTATUCTUYKU IMTOTKOBAHO] KJIACU(MDUKAIN]U
CEKBEHIIMjAJTHUX TMojlaTaka. KOHKPETHO, y HACTAaBKY je pa3MOTpeHa MpUMeHa Yy
KJIacupUKAIIU TPOTENHA, Ma/JIa jeé OOjAIlleHO U KAKO Ce Pe3yJITaT yOIIITaBa.

[Iporewnn cy, HamMme, OpraHM30BaHM y PA3HOJIMKE ITPOTEWHCKe daMuiauje, a
9eCcT OMOJIONIKYU 33JIaTaK jecTe JIOJe/bUBabeé HOBOOTKPUBEHOT TOJIUIIEIITH/IA HEKO]
o/l Io3HATUX (haMUInja. 3aMUCcaO0 je Ja Ce Ha HEKW HAYWH OIEHU IPUIIATHOCT
HOBOI' aMIUHOKMCEJTMHCKOT JIAHIIA HEKUM MTO3HATUM (haMuInjaMa, a 3aTUM TPOTENH
JofieJii OHOj ca HajBehmm ckopoM. HawBHEU HpHCTyH OIEmUBaIby I0Jpa3yMeBa
ropeherme yIa3Hor TMOJUIENTH/IA Ca CBAKUM “WIAHOM (haMu/inje MmojeIMHaAYMHO, Te
HAIOCJIETKY cadUpame TaKO JIOOUjeHUX CKOPOBA WJIH IMAaK y3UMarhe MAKCHMAJIHOT.

[Iporennn ce y dnomHMOPMATHUIN TPEICTABIHA]Y CBOjOM IIPUMAPHOM CTPYKTY-
POM, Ka0 HUCKA aMUHOKHCce/nHa (a30yKa o JBaJjleceTak CJioBa), na ce mehycodbuo
MOT'Y JIAKO ITOPEJIUTU HEKUM aJITOPUTMOM 3a paJ ca Huckama. decto ce, MehyTum,
JieriaBa Jia u3Mehy mojeIuHuX 4aHoBa haMuimje moctoje Behe pasjinke, Kao HIIP.
KOJI M3y3€THO BapujadmHOr rmkKonporenna gpl20 xkon XIB-a, kako je pasmo-
TpeHo y yBojy. 10 pe3yiryje BeomMa MajuM CKOPOBHMA, IIa CTOra mopeheme 1o
ITapoOBUMa, Y OIIITEM CJIyYajy He jiaje J00pe pe3ysrare.

[Tocnenuiia je ;a ce mpoTenH Koju ce KJacuuUKyje MOpa MOPEIUTH Ca IeJI0M
damumjom omjeagHoM. 3a Te morpede, bamminje ce Hajuerhe MIpeacTaB/bajy Kao
BUIIIECTPYKA MMOPABHAA U U3Be/eHe MPOMUIHE MATPHUIIE.

[Toncehama pajau, BuUIleCTPYKO TOpaBHAHKE je MaTpulla Kapakrepa (HU3 HU-
CKM), YUjU PEJOBU MPEJICTAB/bAjy HUCKE KOje ce MOpaBHABA]y, a KOJIOHE KapaKTepe
TUX HUCKU Ha TO3UINKjU ojpeheHoj Tom KojioHoM. Kako cy mpu rnopaBHamby J03BO-
Jbere uHcepnuje (ybarnupamwe) u nesernyje (dpucarme CJI0BA), Y HUCKaMa ce Hajla3n
U CIIeIjaJIHu KapaKTep ,,— , KOju o3HadaBa npasuuny. Huje neodudno j1a mocroje
peTKe KOJIOHEe, Y KOjUMa je BEJIUKU y/e0 Ipa3HuHa. BHUOJIONIKY TJIeIaH0, Ta aMIHO-
KHCeJIMHa BEPOBATHO HEje OUTHA KapaKTepUCTUKa (haMUInje Koja ce MoJiesryje, 1a
ce 3anemapyje. IIperusnuje, ykiamajy ce cBe KOJOHE Y KOjUMA je yJIe0 Ipa3HuHa
Behu on yuamnpes onpehene rpanure 6. Pesynrar je mpedurniheno nmopaBHambe.

Harmocsierky ce mnpeduniheno mopaBHambe TpaHcdoOpMuiie y mpoduiny Ma-
TPHUILY, YMjU PEJIOBU IPEJCTaB/bajy (CBe) KapakTepe n3 a3dyKe MOpaBHATHX HUCKH,

JIOK KOJIOHE CKJIQJIUIITE yJIeO0 CBAKOI KapakTepa Ha TOj IMO3UIUjH, He padyHajyhn
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npas3uube. IIpumerHO je ma mpodmi, KaKO TOBOPU O BEPOBATHOCHO] PACIOIEIN
0 KOJIOHU (TIO3UIMjH) KapakTepa u3 a3dyKe i BeJUIUHE 1M, BEOMA JINYU HA MAaILy
emucuja nekor HMM-a. Vcniocrasiba ce jia ce CTBAPHO MOYXKE TaKO ITOCMATPATH.
HajjennocraBuuju HMM 3a MojmeoBambe haMuiirja IpoOTEenHa MOrao Ou OUTH
y CYIITHUHU JETeHEePUCAH JIAHAI] CKPDUBEHUX CTakha &, TAKAB /I8 CBAKO CTAME MPE/]I-
cTaB/ba jeJHy MO3UIMjy, KOjuxX je yKymHo n. OJ1 cBaKor crama &; IOCTOjU CaMO
jellaH mpeJsia3 ca jeITHUYHOM BEPOBATHONOM Ha CTarbe T;i1, JIOK Ce BepOBaTHOhe
eMmucrja y3mMmajy n3 npodwmia. [IpBo crame x; 0daBe3HO je MOYETHO, JOK je TO-
cJeJibe X, 0dae3no 3appiiHo. Ha cauru 4.6 mpukasaH je TpeTXoaHO U3HETU TOK
jorahaja o1 BuItecTpyKor MmopaBHama j10 Jandanor HMM-a. [lonaszno numa jecer

O3UIHja, Koje ce TpanutioM ojcenama = 0,35 cBoge Ha KOHATHUX OCAM.

1 2 3 4 5 6 7 8
A C D E F AC A D F
BULLIECTPYKO A g 0 A H - E
MOPABHAHE A a a E a B D c
A D D E F AA A D F
A C D E F A D 3
A F D A - C C F
MPEYMLIFEHO
MOPABHAHSE A - - E F F D C
A D D E F A D 3
A 1 0 1/4 1/5 0 3/5 0 0
c 0 2/4 0 0 0 1/5 1/4 2/5
DO 1/4 3/4 0 0 0 3/4 0
E O 0 0 4/5 0 0 0
F O 1/4 0 0 1 1/5 0 3/5
M, > (M, > M, > M, > M, > (M} > (M > (M}

Cuauka 4.6: Morusanuonu npumep HMM npoduia [38|

Baspa namomenyTu sa ce crama jgandanor HMM-a najuernihe o3HavuaBajy Kao
M;, KaKo je m Ha CJIMIHU, & He Kao ¥;, Kako je yooudajerno Koxa HMM. Pazmor Tome
je IMITO OHAa 3alpaBO MpeJICTaB/bajy IOKjamnama (eHrl. match) HA TOj TO3UIU)U.

HamomenyTo je Beh m 51a je oBakaB Mojen jerenepucan. Kako mma obaBe3HO
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IIOYEeTHO U 3aBPIIHO CTalhe, Ka0 U 0DaBe3He IIpesia3e, KpOo3 Hhera IMOCTOjU CaMO
jernan ckpupenu nyTt — tadano My Ms...M, 1 M,.

OcTaje jorr nuTame yrnorpedHe BPeIHOCTH OBAKBOI MOJIEJNA, OJHOCHO OBAKBHX
Mojiesta, jep ou mocrojao 1o jeman HMM 3a cBaky dammiujy. Caja ou ce cKop
MOrao JI0OUTH Kao BepoBaTHONA eMUTOBaa HUCKE (HOBOT TIOJIUIENITHIA) O Y OCMU-
beHOM Mojiesty. U oBora myrta, mpoTewmH Ou OO JI07e/b€H OHOj (haMUIuju ca
najselium P{o}. Ompehusame Te BepoBarnohe Beli je pasmarpaHo Kao pelieme
npoosiema 7. HMmak, Kako je MoOJies JiereHepucaH, HeMa MoTpede MPUMEmhUBATH
CJIO’KEHU aJITOPUTAM ,HAIpes’, Ta Yak HA padyHATH jeJIHAKYy BepoBaTHOWy mpu
obasesrom nyry P{o|M;...M,}, kao pememe npodiema 4. JoBO/bHO je camo
IIOMHOXKHUTH ojiroBapajyhe Bpemanoctu u3 npoduine marpure. I[Ipumepa pajn,

BepoBatHOha 1a HMM ca ciuke 4.6 emuryje ADDAFFDF wusnocu (ciauka 4.7):

P{ADDAFFDF}=1-----—. 1-—-—- - =0,003375.

A D D A

Cuauka 4.7: BeposarHoha orcepsaiiije Kao ckop damvuinje [38]

HEO Qo

CBeyKyIiHO, OBaKaB MOJIEJI HHje JIOI YTOJUKO IITO JI0OPO OCTHUKABA CJIAUTHOCT
nporenHa ca GaMUINjoM — IITO je YJAa3HU MOJUIENITH I CANIHUjU (haMUIiju, To je
1BeroB ckop (BeposarHoha) ehu. Takobe, pazmuauTo oremwyje CBaky MojeUHATHY
KOJIOHY, TITO je IWUJb ITOCTaBJ/beH y yBojy. Umak, oH 300r JIereHepucaHoCTH U HUje
upasu HMM. IIrasuiie, Huje HUIITa 006U 01 came npoduine marpuiie. ako je
ynorpedspuB 3a onceppanyje (MOJIUIENTHIE) Jy>KUHE k = N, [IJIABHO OIPAHUYEHE
je IITO ce JIoIe MOJIeJIyjy UCXOJU JIPYTuX JayKuHa. FbuxoBa BepoBaTHOhA je 1o/I-
pa3yMeBaHO Hy/ITa, Tj. cMaTpajy ce Hemoryhmum. OBaj HAMBHU MOJeN, UIAK, HUjE
TOJINKO OECKOPUCTAH, jep ce MOXKe yIOTPEeOUTH KAa0 OCHOBA 33 IPABJbEHHE HAIIPE/I-
Hor, cBeoOyxBaTHOT HMM-a 3a kmacudukaiujy pa3HUX BPCTa CEKBEHITHjaJTHIX
rojlaTaka, a He caMoO MPOTEenHa, O YeMy he OUTU pedn y HAaCTaABKY.

[IpBo, moryhe je cyouutu ce ca mpodjgeMoM omnazkama Jayx)uue k > n. JemHo-

CTaBHO peIehe jecTe J0/IaBare HOBUX CTarba, Koja O JI03BOJIMJIA JIOJATHE IIPH-
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kaze. IIpenusuuje, Hajoo/be je momatu n + 1 crame umHcepiuje [;, 3a WHJIEKC
i € {0,...,n}. Bamucao je 1a nmocera cramwy I; 103BOJN EMATOBAHE JTOJATHIX CHM-
dosia u3mehy kosona ¢ u ¢ + 1 mopasuama. Crora ce josmajy rpane ox M; xa I,
kao u of I; ka M;,,. Hapasno, kako du dusio moryhe emuroBaTu Buile JTOJATHUX
cuMOoJIa, J0/1aje ce U meTsba — rpaHa o I; ka camom cedu. CrenujasiHo, CTarme
Iy Mopiestyje HCepIHje Ipe MPBOT KapaKTepa MopaBHama, J0K [, J103BOJbaBa yMe-
Tarba HAKOH Tocjemmer cioBa. Cimka 4.8 mpukaldyje yrnmorpedy HOBUX CTarba y
ojpehuBamy IyTa Kpo3 JONyH-eHU JaHall ca ciauke 4.6 3a jgocaji HEOOjalllmhUBO
onaxkatbe AFDDAFFDF. Ogo je, nakie, onaxamwe ADDAFFDF ca ciuke 4.7,

asm y3 ymeruyTHo F' Ha jipyrom mecty. OUTHMAJIHU YT je MO/Ie0/baH.

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

\/\/\/\/\/\/\/\/

My ——> M, ey A B e S e =
A F D D A F F D F

Cummka 4.8: Yeoheme crama uncepiuje [38]

Hasbe, moryhe je yXBaTUTH ce YKOIITAIL U Ca ITPOOJIEMOM OllarKarmba JIyKuHe k <
n. Caga je 3a71aTak MOJIEJIOBATH JIeJIelnje, OJTHOCHO OMOTYNUTH ITpeCKaKarmbhe HEKUX
KOJIOHA& TOpaBHama. HamBaH HMPUCTYIl OBOM peIlerby OWJIO OU Oalll IIpecKaKambe
HEKUX MOKJalama JI0JaBabeM BeJIMKOr Opoja rpana. Hamme, Morsia du ce jonatu
1o rpana Ka csakoMm M; on cBakor M; u I; 3a j < m, Kao U IO jeJiHa O, CBAKOT
M; xa cBakom M; u I; 3a j > n. [IpyruMm peumma, Taja OH ce y HEKO CTambe
MTOKJIATIaha MOTJIO HEIOCPeIHO Johu m3 OMJIo KOr cTama JIeBO, KA0 M HEIOCPETHO
otuhm y dusio Koje crame JjiecHo. Kako Ou To msriesano Ha J0IyHEHOM MOJIEY Ca
ciauke 4.8, MoxKe ce BujeTu Ha caunu 4.9, koja ciaenu. [lpBenom Hojom Harsamena
je rpaHa Koja omoryhyje paj ca jocaj HeoOjarrmuBuM omnaxkamwem AAFFDE,
JTaKJe ca yKJomeHa aBa Kapakrepa DD. Kako ou ciimka ocrajia YuT/bUBa, J071aTe

Cy caMO HOBe I'pPaHe YHjH je jeJlaH Kpaj Mokarname My.
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l7 lg

\ ; / —
M, > M, /M5 Me M, My

\—/%//
A A F F D F

Cumka 4.9: Hausna obpaja nesernuja [38|

Osakap npucTyIl, MehyTuM, HHje TOXKeJbaH, yIIPaBo 300r BEJIUKOr Opoja Io1a-
tux rpana. llomcehama paju, cBu Baxkau ajaroputmu 3a pas ca HMM 3acnoBanu
cy Ha BurepbujeBom rpady. Kama ce roBopmsio o Tome, HAIIOMEHYTO je ja je
cJioykeHoCcT BuTepdujeBor m 1mmope3aHuxX aJjropuramMa JUPEKTHO Cpa3MepHa Opojy
rpana y rpady, Koju, ¢ JApyre CTpaHe, 3aBUCH O] OpOja JI03BOJbEHUX IIpejia3a y
camoM Mmojieaty. [Iperxomnom mopajom, Opoj mpesnasa je ca JUHEAPHOr CKOYHO Ha
kBajpaTau — peja O(n?), rae n, Kao u jocal, o3HadaBa 6poj KOJIOHA y TIOPABHALDY.

Kako du paj ca mojesiom d6uo edukacaH, HEOIXOTHO je 33 Ip:KATU JIMHEAPAH
Oopoj rpana. To ce 4mHHU j0/laBalkbeM HOBUX, TUXHUX CTarba, KOja He IPUKA3Y]Y
HUIITa (TIOHEKAJT Ce 3aMII/ba Jla eMUTYjy MPa3HUHY ,—), & IPeJCTaB/bajy aarep-
HATUBAH ITyT Y OJHOCY Ha IVIABHU, KOjU UJIe IIPEKO CTarba MoKJianama. [Ipennsnuje,
Jonaje ce n crama gesnernuje D;, TakBux Jia ce o ceakor D; moxe jgohu 10 M; 4
u D;.1, kao u ox ceakor M; no D;.;. Cama je KoJIOHy TOpaBHamba i, OIHOCHO
crame M;, moryhe mpeckounTu mposackoMm Kpo3 cramwe D;. Cimka 4.10 npukasyje
yIOTpedy HOBUX CTama y olpehuBarby ImyTa KPo3 JIONYEeHH MOes ca ciauke 4.8

3a Beh pasmarpano onaxkamwe AAFFDF. OuruMmaanu myT je U cajia moiedsbaH.

/D7 /Dg

I i) I, D I 3 /5 /6 /7 Iy
AVAYS \ AAMAN /
M, M, Ms D Ny e My sy M sy M
A A F F D F

Cuauka 4.10: Yeoheme crama jeseryje [38]
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Caga cy moryhu npesniasu u3mel)y crama mokjanama 1 HHCepIinje, Kao u udMehy
cTamba TOKJIallamka u Jenenuje. Kako Om mMomes OMo KOMILIeTaH, HEJIOCTAajy jOIIl
npenasu usMely mHcepruja u jesernuja. KoHKpeTHO, Tpeda omoryhurtu mpesas
u3 ceakor D; ua I;, kao u oz cBakor I; ka D;y;. Cama je moryhe mpousBo/bHO
MemaTH TUIl cTamba: of uucepruje I; — I, I — D1, I; — M;,q, o neneruje
D; — I;, D; — D;y1, D; — M, 1, on noknanawa M; — I;, M; — D, 1, M; —
M; ;. Konauna cTpyKTypa MOesa ca OcCaM KOJIOHA MPeduInneHor BHIIECTPYKOr

IIopaBHAaKa, KOjU OJIrOBapa MOTHUBAIITMOHOM TpuMepy, JaTta je Ha caumum 4.11.

LN

I 3 /73 133

VAR Y,

2 3 > Mg

Cumka 4.11: Konauna crpykrypa mojena [3§]

Beh je nmpumeheno na ce ko1 npoduIHIX MoJjiesia ca N He O3HavYaBa OPOj CKpH-
BEHUX CTarba, Beh Opoj KoJoHa IpeduntheHor BUIIECTPYKOr ImopaBHama. Crama
je TpuiryT BuIie. JoI jegHa mUXoBa CrelndUIHOCT je 12 je yoOudajeH paJi ca eK-
CILTUIUTHUM MTOYeTHUM cTatbeM S (ox eHrI. start) u 3aspuauM E (o enri. end),
Tako Ja ce um oHa jomajy. Og mosazuor crama moryhe je yhu y Iy, Dy mim My,
JIOK ce y TepMuHAJHO jona3u u3 I,, D, nwiu M,. CBeyKyIHO, OIIITUA TPOMUTHA
HMM ca n xonmoHa Morao du ce mpuUKa3aTh JijarpamoM ca ciauke 4.12.

% Di-l ) D

TN

S 9 I() 1 D li-lg |n-13 In 9>E

VAN,

— S, —> M —

Ciauka 4.12: Ommru npodusan HMM

46



I'JIABA /. Buoaowku 3nauaj

Ogro je, makite, Tako3pauu npodutan HMM wia HMM upodun. Ucropujckn
IJIeJIaH0, yIoTpedy oBakBUX Mojesa omucaau cy 2002. Bejrman m capajHuIm, Ha
OCHOBY dera je OCMUIIUbeHa To3HaTa dasza nojaraka [ldam [28]. Omna ce manac
cactoju o1 ckopo 20.000 BumecTpyKnX mopaBHama Pa3HUX MPOTEUMHCKUX JIOMEHA,
(M31BOjeHN eJI0BU TIPOTEnHA, IOy T V3 meTibe u3 yBoja) U PYTUHCKH C€ KOPUCTH
y aHAJIN3M HOBUX MTPOTENHCKUX cekBeHI [6]. Kako ce rpajie Ha OCHOBY OpaBHAKA
P u rpanune ozcenama 6, npoduan ce o3nadasajy kao HM M (P,6). Hbuxoso

onpehuBame dhopmasIHO ce IpeacTaB/ba Kpo3 mpodJem 12.

IIpodaem 12: Oapehusame npodusinor mosena 18|

Haupasuitiu apopusny HMM wa ocnosy suwectipykol GopasHaHba.
VYia3: BulecTpyko rnopapHame P u rpanunia ojcenama 6.
N3na3: npodunau mogen HM M (P, 6).

[Topcehama paau, ceaku HMM je neropka, a 3aca je oapehen camo npBu 4aH
— CKpHUBEHa cTama &, Kojux je ykymHo 3n + 3. Ogapeben je m cKym J103BO/bEHUX
mpeJia3a, 1ma Tako U3 CBAKOI CTarba M3J/1a3€ HAjBUINE 110 TPU IpaHe, IITO 3HAYN Jia
je ykyman Opoj mpesasa jquneapan — pega O(n), kKako je u 3axreBano. Moryhe or-
cepBallfje, Kao JIPyrU YIaH IeTOPKe, TIO3HATE Cy U3 YIA3HOT ITOpaBHAA, & 3aBUCE
o IpuMeHe. Y CJIydajy pajia ca IPOTENHUMA, CKYI Yy TPAJM JIBAJIECETAK aMIHO-
kucesinaa. VI3 mpodusine MaTpuiie cy MO3HATE U €MUCH]E Y CTArbUMa MOKJIAIambha,
a MO3HATH Cy U 0DABE3HO MOYeTHO (Tpelin WiiaH meTopke 7) U 3aBPITHO CTambe.

Henocrajy, mehyTum, cBe BepoBaTHOIE IIpesia3a a, Kao U Paciojiesa onaxkarma b

y HenokMamnajyhum cramuma. Hbuxoso omgpehuBame miyctposaHno je ciukom 4.13.
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4.4 Paxg ca npoduniamma

BepoBatnohe ce pauyHnajy eMnupujcku, Ha OCHOBY YJIA3HOI' BUIIECTPYKOL IIO-
paBHamba. [IpeTxoHa C/IMKa CBaKy OJ 0D0jeHHX HUCKHU U3 TOpaBHaMba (UCTH MO-
TUBAIMOHU MIPUMED Kao W JI0caji, ca mpBe ciuke 4.6) mpukasyje Kao ONTHMAJHU
nyT ucre 0oje Kpo3 npocduwian HMM. Beza nuzmely Hucke Kao peja BHUIIIECTPYKOT
IopaBHamba U ONTUMAJIHOT IyTa Kpo3 npoduraun HMM jegnosnaqdna je. YKOJIUKO
ce y 3aJp:KaHOj KOJIOHU (YUCTa MO3a/MHA) | HAJA3M eMUTOBAHU CHMOOJ, TPOJIA3H
ce Kpo3 craibe nokJanama M;. AKo 3aap:kaHa KOJIOHA 1 CKJIAIUINTU IPa3HUHY ,—
npoJia3u ce Kpo3 crame jenenuje D;. Ilpasauna ce y npeunniiieHoj KOJIOHU (OCEH-
JeHa 1033 [MHA) Koja ce Hajasn u3Mely 3ajpKaHuX KOJIOHA ¢ 1 i + 1 3aHeMapyje,
JIOK €eMUTOBAHU CUMOOJIM O3HAYABAjy IPOJIa3aK KPO3 CTambe mHcepryje [;.

Ha ocHoBy osipehenunx cKkpuBeHux myreBa, MOryhe je IpoCcTHM OpojarmeM ojpe-
JIUTH KOJIMKO Y€CTO JI0JIa3U JIO HEKOT IIpeJsia3a, T€ PacIoesy €MHUCH]a IO CBAKOM
crampy. Heka ce pazmarpa npumep ca cimke 4.13, Koju cajpku mner myrea. de-
TUPHU IIyTa — CBAKK CEM I[PBEHOT — mpoJja3e Kpo3 craibe M. O mux, jegan myT
— HapaHIIACTU — HACTaBJba y cTambe Mg, JOK IpeocTaia TPU ojjia3e y crame [s.
Osume je onpehena dbpekBeHIja T03BO/bEHUX IIpesIa3a, Ia cy BepoBaTHOhe:

1
ans, 1 = > aM5,De = 0, Qg Mg = -
4 4

Amnayioruo ce onpebhyjy BepoBarnHOhe mnpesaza m3mehy ocranmmx crama, yKIbY-
qyjyhm cmernumjasHo moJa3HO W 3aBPITHO. AKO eMINPUjCKU IIyTeBU He MOKPUBAjy
cBe mpenase, kao usmehy My u Dg, mTO je cacBUM yoOMdajeHo, BepoBaTHOhA mpe-
Jla3a CMarpa ce HEMO3HATOM, OJHOCHO OHA je MMILIUIUTHO HYJITa (HEI03BOJHEHU
npenas). OBo je jeman oy mpuMepa KaJla Male He MOKPHUBAjy I1e0 IPOCTOP BEpo-
BaTHOhA, OJIHOCHO OHE Ce He CYMHUpPAajy y jeJUHUILY, HaKO OU TO OMJIO OUEKUBAHO.

N BeposatHohe omakama oapeDyjy ce dpeksennujcku. Ha mpumepy crama
Ms, y cBa getupu mposiaza emutoBaH je cumoos F. Crora je mana ciemgeha:

bats, 4 = bary, B = by = bags,p = b, e = 0, by, 7 = 1= 1.
TaKobe HOCTOjI/I JOCTa HEIIO3HATUX eMI/ICI/Ija, IIa je yaeo UMIIVIMIIUTHUX HYJIa BEJIUK.

[IpumeTHo je 1a je y modujeHnM Marama 3HadajaH Opoj HEIMO3HATUX BPETHOCTH,
mTo oHeMoryhasa JI00po OIEUBAbE BEJIMKOT OPOja CEKBEHITN Yije OU JIEKOUPaibe
unio TuM myreBuma. Fbuxosa BepoBaTHoha Ouia 6w Hysa, MITO je TPOOJIEM TIO
KOM TPEHYTHHU MOJICJI JIMYM Ha MoJja3Hu JiaHall. /Jla je cTBapHO Tako, moKa3syje

pesyaryjyha mana mpesa3a MOTUBAIIMOHOT IIPUMepa, MpuKa3aHa Ha cauiy 4.14.
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Cuamuka 4.14: Beposaraohe npesaza moruBanmonor npumepa 38|

Mopemom Hem03BOJbeHN Tpesiasu, nomyT M, — Msy, uinycrpoBanu cy hemu-
jama uwncre mosajinHe, JOK cy moryhm mpesasu ocendenu. IIpumerno je na je
o/ YKYITHO 75 JIO3BOJbEHUX IIpejia3a, camo 19 eBasympaHo, JIOK je TpeocTasa Be-
huHa Hemmo3HaTa — OHE Cy UMILIMIIUTHO HysTe. Kako 0BO HUje 1moXKe/bHa 0COOUHA, Y
HaCTaBKY je IMpeBa3nheHo yrmoTpedOHOM MaJIux BepoBaTHONhA 3a Helmo3HaTe Ipesase.

[TomenyTo je Beh na je raBHM IPOOJIEM KOJU TO M3A3WBA JIOIIE OIEHHUBAME
MHOTUX CEKBEHIU U IIyTeBa. KOHKpeTaH IPUMEp JaT je y HacTaBKy. /Ipyru mpo-
OJieM je MITO OBaKBe Malle He TOKPHUBAjy I€0 IIPOCTOP BepoBaTHONhA, OJIHOCHO He
cymupajy ce cBe m3jasne BepoBarHohe y jequauily. Cse oBo ce, mehyTtum, Jrako
IpeBa3mIa3n yBohemeM TCeyI0BPEIHOCTH 0, IITO CYy MaJjie BEpOBaTHONE J103BOJbe-
HUX, aJIi 9e€CTO HEIO3HATUX Ipesa3a u emucuja. One ce, Jakje, J10/ajy y MamaMa

Ha CBa J03BOJ/bCHa MeCTa.
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HapaBHO, NpUIMKOM J0/aBamba ICEYI0BPEIHOCTH HEONXO/HO je MPUMEHUTH
HOpMAaJIN3aInjy, Kako om 30mp BepoBaTHOha Omo jeman. Ilpumepa pagam, 3a 0 =
1/100, pex {.75, .25, 0} me mocraje {.76, .26, .01}, seh {.738, .252, .01}. Hcro
Tako, cacsuM Henozuaru pef {0, 0, 0} 3a cBako o mocraje {1/3, 1/3, 1/3}, yme-
cro {1/100, 1/100, 1/100} y komkpernom ciydajy. Takobe, BaxkHO je Hamome-
HYTH Jia Ce TCEYJIOBPEIHOCTH JIOJI]y UCKJBYYUBO JIO3BOJBEHUM MPEJIa3uMa, JIOK
HEJI03BOJbEHN OCTajy cTporo Hysare BeposarHohie. OapehuBarbe 0BAKO JIOMYHEHOT

npodurHor mogena HM M (P, 0, 0) dopmaHo ce mpecraBba Kpo3 mpodsem 13.

IIpodaem 13: OapehuBame nomymenor npoduaHor Moera [19)

Haupasutiu apopusnu HMM wa ocrosy suwectipykor GopasHaHba.
VYia3: nopaBHame P, rpanurna 6, mceyaoBpeHOCT O .
N3nas: ponymwenn npoduanu mogen HMM (P, 0, 0).

OBume je mojaM mpoduIHOr CKpuBeHOT MapKOB/BEBOI MOJIEIa KOMILIETHPAH.
Nneja oBakBor mojiena 3ampaso je aBojaka. I[lpBu musb je Beh momenyTa Kiacu-
dukanmja, Koja yaasy Jiojiesbyje CKOp IPUIIQIHOCTH ojpehuBameMm BepoBaTHOhe
ucxoja (asropuram Hanpex’). logarao, morylie je ojipeginTu u caMo IOpaBHAE
HUCKH Ca IIPeJICTaB/beHOM (haMUInjoM, Koje ce Jioduja jekoaupameM yiasa (Bu-
TepOMjeB AJIrOPUTAM).

O knacudukaruju je Beh Omo pednm — OJPEJUTU BEPOBATHONY J1a MPOTEUH
IpUIaJa HeKuM paMuanjamMa, a 3aTUM Ta JIOJeJIATH OHOj ca HajBehmM CKopoMm
I MaKap CKOPOM KOjU ITpeJia3u IMOCTaB/beHy rpanuily. Ha KOHKpeTHOM IpuMepy
npensubama dhenoruna XNB-a u3 yBosga, morsia du nocrojatu asa HMM npodura
— jenman marpal)en Ha OCHOBY M30J1aTa KOjU CTBApajy CUHIUIUjYM, & JIDYTU IIpeMa
OHUM KOjU Ta He cTBapajy. Hos m3osar 3a Koju je yOUTHO CTBapa JU CUHITUAIIA]YM
Omo Om yJ1a3HO Ollazkarbe 3a aJrOpUTaM ,Halpel HaJl Ta ABa IPOodUIa, a OJAr0OBOP
Ha IIUTambe 10010 Ou ce oadupoM mpodusia ca BehoMm BepoBaTHOhOM.

Opadpanu mpoduit ce, MITABUIIE, OMIIUOHO MOXKE TPONTUPUTH JTOIABAHEM HO-
BOI' M30J1aTa y TOpaBHAIbE, a 3aTUM IMOHOBHUM HM3padyHaBaIbeM Iapamerapa Tor
HMM-a. AxypupamweMm npoduiia, OH BpEMEHOM CBe DOJb€ OIMHCYje KJIacy KOjy
MOJIeJIyje, Te TOCTaje jOIl MPEeIUu3HUji U YIIOTPEO/bUBU)U TP KJIACH(PUKAITHI]U.

OBakaB TPUHITUIT MOXKE C€ YOIIITUTU HA CBE Jpyre CEKBEHIIMjaJTHE ITOIATKE.
[Ipasu ce, makise, o jeman HMM tupodun 3a cBaky Moryhy kKjacy, a 3aTuM ce
npouJIn 1opejie ca yJIa3HOM CEeKBEHIIOM, Koja ce Kijacudukyje. Mucranmu ce

Jofiesbyje OHa KJiaca ca HajBehoMm BepoBaTHONOM omarkama. 3a pajl ca TeHuMa, 1
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OpOTEeNHNMa, Ha WHTEPHETY je OecruiaTHo jocryrnaH nperpaxkuad HMMER [5],
yIIPaBO 3aCHOBAH Ha MPUIPEMJ/HEHUM CKpUBEHUM MapKOB/HEBUM MO/IETUMA.
Kama je pea o apyrom 1uby, mopaBHame HUCKE ca MPOMUIoM 100uja ce Hero-

CpeJIHO Kao pe3yaTar JieKojaupatba. IIpumep Tora gar je na cauru 4.15.

°\'° | /"3' \/\/

C AF D (-) A (-) F
A C—0D E FFAC A D F
A F—0D A - ——C C F
A — E FD=-F D C

A D—D E FPAA A D F

A CAF D E - ——A - F

Cuauka 4.15: [Ipumep nopaBHama MOTHBAIMOHOT TpuMepa, [38]

[Tpukazan je ontumasnu 1yt S M MolsIo MsMyDs Mg D7 Mg E xpo3 moca pas-
marpanu npobuwian HMM 3a nucky (onaxamwe) ACAFDEAF. Bamba npumerutn
Ja je oBaj myT mHave Hemoryh (HysaTe BepoBaTHOhE) De3 ymorpebe mceymoBpeHO-
ctu, jep je HIp. BepoBaTHOoha mpenasa My +— [, Hemo3HaTa, I1a CAMUM THM
AMILIMITATHO HYJITa 0e3 HeKor o. Y 0ojama je, Kao W JOCaJI, IPUKa3aHa IIeTOPKa
M3 TIOYETHOT BUIECTPYKOT MMOPaBHAA, JIOK je HUCKA KOja ce TIOpaBHABA I[PHA.

Konkperno, 3ajeHUYHO BUIIECTPYKO MOpaBHambe je cienehe. IlpBa mBa cum-
DoJia eMHUTOBaHA Cy M3 CTama Nokganama M; u M,, Tako 1a ce Haa3e y MPBOj,
OJTHOCHO JIpyroj KoJioHu mopaBHama. Creneha aBa cumbosia eMuTOBaHA Cy U3
crama nHcepimje [, Tako ja ce Hasiaze m3Mmelhy npyre u Tpehe KOJoHE, IITO je
Ha3HavueHo pose cenkoMm. Kako je To mocedban jofatak 3a HOBY HUCKY, HOJIA3HO]
IIETOPIIA jeTHOCTABHO ce JI0/ajy 1o JBe npasumHe. Hapeana nsa cumbosia eMu-
TOBaHa Cy U3 cTama IMokJjamnama Mz u My, Tako ma ce Hajiasze y Tpehoj, 0HOCHO

1eTBPTO] KoJionu nopasHama. Ciienehe na myTy jecte Tuxo crame jesenuje Dy,
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TaKoO Jla HeMa eMICHje, Beh ce y meTy KOJIOHYy MOpaBHaHbha CTaBJha CHMOOJ IPa-
suuHe ,.— . Hapegnu cumbos1 eMuToBaH je n3 crarma nokjanama Mg, a ce craBba
y IIeCTy KOJIOHY IopaBHama. llpe mera Huje Omyio mHCepIiFja, TAkKo Jia ce JBe
npeunrhere KOJOHe MOMymhaBajy npasunnama. Cjemau Tuxo crame jgenenuje Do,
IITO 3HAYU JIa Ce€ y CEJIMY KOJIOHY CTaBJba IIPA3HUHA, JOK je MOCJEIbU CHUMOOJT
€MUTOBAH U3 CTamba MOoKJanama Mg, Te ce cTaB/ba Yy OCMY KOJIOHY ITOpaBHAbA.
Kaxko du mopaBHame dmsio 100po ojipeheHo, HeOonxoIHO je IpaTuTu TeKyhu Ka-
pakTep HOBe HUCKE KOja ce TMOpaBHaBa ca (haMUJIMjOM, OJTHOCHO KPEHYTHU OJT TIPBOT
CJIOBA U TIOMEPATH ,,[I0Ka3uBad’ KaJia jgohe 1o emucuje. Ournra nmpaBuia mopaBHA-
Balba CyMUPAjy ce cienehnM CImcKOM CMEPHUIIA 38 TyMademhe CTarba ONTHMAJHOT

CKPpUBEHOI' IIyTa:

® IIpOJIa3aK KPO3 CTalb€ IIOKJIallaiba Ml 3allpaBO IIpeJcTaB/ba €eMHUTOBAIbE TeE-

kyher cumdoJ1a, Te TTOCTaB/ha Taj CUMOOJI YIIPABO Y KOJIOHY ¢ IIOPAaBHAIbHA,

e 1IpoJIa3aK Kpo3 CTaibe mHcepiuje [; Takohe mpeJicTaB/ba eMUTOBAbE TeKyher

cuMOOJIa, aJil TIOCTaB/ba Taj CUMOOJI u3Mely KoJIoHa ¢ U ¢ + 1 mopaBHaba,

e IIpoJia3ak Kpo3 crame jesenuje D; octaB/ba TeKyhu cuMOOJI HA YeKarby, Te

[IOCTAB/ba AJTEPHATUBHU CHMOOJI IPA3HUHE ,,— y KOJIOHY ¢ ITOPABHAbA.

[TopaBHame je CMHCJIEHO YKOJIUKO CYy IIPOJIACKOM KPO3 CKPUBEHHU IIYT ITOTPOIIEHU
CBU KapaKTEpHU yJIa3HOT OMarKarba, IMTO Ce OCUTYyPaBa O3 IMHCKUM aJTOPUTMOM.
Taxobhe, yKOJIMKO je /b UCTOBPEMEHO MMOPABHAE M CA OPUTHMHAJHUM W Ca IIpe-
qUITNeHnM BUIIECTPYKHUM IOpaBHambeM, Kao Ha ciauin 4.15, HeomXoaHo je mocedHO
Ha3UTU JIa JIU Ce IpeJiasd IPeKo npeduifieHor jena (cuBo ceHdeme). Hnaxk,
YIJIABHOM j€ JIOBOJHHO MTOPABHATH HUCKY CAMO Ca MPEYUNTNEHOM BEP3HjOM.

Ocraje jorr urame KaKO Ta9HO Hahu ONTUMAJIHU CKPUBEHU Iy T. JacHOo je jia ce
MOXKe TpuMeHuTu BurepdujeB ajropuTtaMm, Koju je a0caj KopuiiheH 3a mpodjem
nexkommpama. Ha caunm 4.16 nmpukasan je Burepbujes rpad m omrosapajyhm

CKPHUBEHU TyT 3a Jbybudacto onaxkamwe AEF DF DC u3 MOTUBAIMOHOT ITpUMepA.
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Cuauka 4.16: Hausau Burepbujes rpad npoduinor HMM [38]

[Toncehama pamau, ocnoBa BurepbdujeBor rpada je Mpeka IBOpoOBa Unje pejioBe
quHe cBa Moryha ckpuBeHa crama (y KOHKPETHOM CJIydajy TPOMUIHOI MOJIENa, 38
n = 8, nMa ux 25, 6e3 eKCIIUIUTHOT MOYeTHOT U 3aBPIIHOL, a y ommrreM 3n + 1),
JIOK KOJIOHE O3HavaBajy TOK BpeMeHa, TpeHyTak t. 3 cBakor ¥Bopa y KOJOHHU

t — 1 ycmepeHa je o jeJiHa rpaHa y CBaKHW YBOP M3 KOJIOHE ¢, aJii UCKJBYINBO aKO
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je MO3BOJbeH Ipesia3 m3Mehy Ta JBa cTama. 1aKo je Ha OCHOBY YHH-EHUIIE JIa Ce
U3 CBAKOT CTamba y TPeHyTKy t — 1 Moxke mpehn y Oujio Koje crambe y TPeHyTKY
t, yKOJIMKO je BepoBarTHOha mpesiacka HeHysTa. llopes oBe ocHoBe, Mpexka uMa
U J(Ba 10cedHa YBOpa — U3BOP (EKCILIMIUTHO MMOYETHO CTarhe — IUIaBU KpyzKuh)
U TOHOD (eKCIIMIUTHO 3aBPITHO CTarbe — IpBeHn Kpyxkul). V3 uzBopa mumy tpn
rpane — Ka Iy, My u Dy — 10K y OHOp yBHpPY Takohe camMo Tpu rpane — ox My,
Dg u I3 (omHOCHO OJ MHJIEKCA M yMecTo 8 y OIITeM Ciay4ajy). DBpoj KosjaoHa
(TpeHyTaka) 3ampaBo je Jdy:KHHA myTa k, a 3aMucao OBaKBe MPEeXKe YIPaBO U jecTe
JIa UICTOBPEMEHO MOJIeJIyje CBe CKpPUBEHE IyTeBe JIyzKune k Kpo3 ynutau HMM.
[Tpobsiem kox rpada ca ciauke 4.16 ympaBo je MpeBHINE MPEINU3HO O/1adpaH
opoj kosona. IIpukazanu rpad Kao Jjia 3Ha Jia je ONTUMAJIHU MYT Jy:KuHE k = 9,
a Jpyomuacro onaxkame 3anpaso A — —EFDFDC ymecro AEFDFDC. OBakso
3Hambe, MehyTuM, He MOXKe OUTHU JIOCTYIIHO IIPe MOKPETabha aJrOPUTMa, IITO 3HAYUN
na rpad ca cauke 4.16 texumuku u "Huje Burepdujes. Illtasuine, morao ou ce
HanpasuTu Belin 6poj rpadoBa CIMYHUX TPETXOJAHOM, AU HIpP. 0e3 Jpyre u/wjiu
Tpehe KOJIOHE, U TIOTIIYHO jeHAKO YIIOTPEOUTH 3a ofpehuBarbe ONTUMAJIHOT IIyTa.
Pesynrar, mehyTum, ne 6u 6uo Tavan, jep Ou ce pazMarpaJu caMo IIyTEBH Iy KUHE
k <9, ma ce cBaKako He DM MOTao JOOUTH ONTHMAJIHH, YHja je myKuHa k = 9.
Burepdujes rpad crora mopa mmartu (urcan Opoj KOJOHA, U TO OBJE TAYHO
k = 7. To je 3ampaBo Opoj eMHTOBaHUX CHUMOOJA, OIHOCHO JIy?KUHA ITO3HATOT
omaykama, a He Hemo3HaTor ckpupeHor myTta. OBO mpe yBohema crama jeseruje
HUje OUJI0 MPOOJIEMATUIHO, TOMITO Cy JIY?KUHA OIlaKarmba U JIyKUHA ONTHMAJTHOT
CKPUBEHOI' TIyTa yBeK Omje jegHake. Twuxa crama, Mehyrum, Hapymasajy oBy
jemHaKocT. Y KOHKpeTHOM ciry4ajy npodmraux HMM, onaxkame aykune k MoOxKe
HaCTaTH HA CKPUBEHOM IIyTY KOjHU je HajMarbe JIy2KUHe Oalll k, YKOJIUKO Iy T CAAPKA
caMmo CTarba MOKJIAMaba, a HajBUIIe N+ k, YKOJIUKO IIyT HE CaJIPyKU HUjEIHO CTATHE
nokjanama. Cajta je b BurepdujeBum rpacdom ca k KoJIoHa HEKAKO MOJETOBATH
IyTEBE PA3JIMYUTUX JIy?KUHA, a Ha KOJUMa, Ce eMUTYje TadyHo k cuMOOJIA.
[Ipodsaem, nmakse, mpaBe THUXa CTamba Jiejeryje, MOIMITO Memajy CMUCA0 IBOPA
(x;,t) rpada. TIpBobuTHO, POJIA3aK KPO3 Taj YBOP 3HAUUO je Jia ce y TPEHYTKY t
MOJIeJI HAJIA3H y CTAaIby T;, OJHOCHO JIa je CUMOOJI 0; YJIA3HOT OlTazKara 0 eMHUTOBAH
u3 crama ;. OBo, Mehyrum, HEMa cMHCIa KOJ THUXUX CTarba, KOja HUIITA HE

npuka3zyjy. I[lonpasmenun Burepdujes rpad npukazan je na cauru 4.17.
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Cuauka 4.17: Konaunu Burepdujes rpad npodusianor HMM [38|

Cmucao ce cana gomymyje y ciaenelin: nposaszak Kpo3 uBop (z;, t) rpada 3uaqm
na ce HMM wama3uo y cramy ; KaJa je eMUTOBAO CUMOOJI 0; YKOJIMKO CTalbe X;

HI/Ije THUXO0, OJHOCHO Ja C€ HaJIa3UO Yy THUXOM CTalby T; HaAaKOH €eMHUTOBaIba CMOO0JIA
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0¢, & TIpE eMUTOBAKA O 1. Y KOHKPETHOM CJIy4Ya]y TPOMUIHIX MOJEa, IPoIa3aKk
kpo3 (M;,t) nmm (I;,t) 3Haum ga je y cramy nokianama M; nam uHcepuumje I;
eMHUTOBAHO 0, JIOK IpoJia3ak Kpo3 (D;,t) o3HadaBa Jia je ayToMaT OMO y THUXOM
cramy Jesenuje D; namely eMuTOBama CyCeTHUX CHMOOJIA ONAXKAMa, Ot U Oy 1.

Y konaunoj Bep3uju Burepdujesor rpada ca ciuke 4.17, npeTxo1HO 00jalrmena,
JIOIIYHa CMHCJIA OYNTaBa ce JaBaMa IpoMenHama. [IpBo, cBakm mpesa3 y crame
Jesenyje, nmakJe npesald oonmuka I; — Dy, M; — Dy wm D; — D;,q, cana
ce jemaBa y OKBupy ucrte kKojioHe. (BO HENOCPEIHO OCINKABA YHUILEHUILY 14
JleJielinja He eMUTyje HOBH cuMOOJI, ITO 3HAYU Jia WHJEKC (TpeHyTak) t ocraje
HenpoMerbeH. HapaBHo, Tipesiaciiy Ka cTambuMa MOKJ/Iallakha U WHCEPIje OCTajy
CKOK y cJiesiehy KOJIOHY, TIOIITO 3a CODOM IoBJiade HOBY emucujy. OBo 3HAYN
Jla jeTHA KOJIOHA CTPOTO OJroBapa OIarKarby jeJHOT CHMOOJa, MaJa Ce TO MOYKEe
JIECUTHU TIPOJIACKOM KPO3 Pa3/IMINTE CKPUBEHE IIyTeBe, MITO je U OUO IUJb.

Jpyra mpoMeHa ojiroBapa IpOoIIupey HYJITE KOJIOHE, y KOjOj Ce JI0CaT HAJIa310
camo u3Bop. OHa ce npommpyje Hu30M (JIaHIEM ) TIOBE3aHUX CTaba JIeJIelnje, CBUM
moryhum ox Dy no Dg, ognocuo D,, y ommmrem ciy4ajy. Hawmme, ykosmko ne Ou
OMJIO TOT TPOIIUPEHA, IIyT OU 3aBPIIHO Y NOPCOKAKY YKOJUKO O 3aI1049e0 IMPBUM
crameM Jieseruje Dy y npBoj Kosionn. l[Ipesa3zm cy jeiHOCTABHO TaKBU JIa HAKOH
yJIacKa y CTarbe JesIelnje Hije BUIlle Moryhe eMruToBaT CUMOO0JI Y TeKyhoj KOJIOHH.
Crora ce Taj nmpesas npedailyje y HyJITY KOJIOHY, CAYHILEHY UCKJbYUIUBO OJT TUXUX
cramba. [lompasymeBano, cBe rpaHe y HCTOj KOJIOHU OPHUjEHTHCAHE Cy HaJ0JIe,
JIOK cy 1ipesia3u u3mely KoJioHa opujeHTucanu HajecHo. U ciauka 4.17, mormyT
peTxojiHe, jiekoaupa Jbyondacty uucky AEF DF DC u3 yBogHOT TIOpaBHAA.

[TopaBuame nomohy npodusnor HMM-a dopmanno ce peduHuIe Kpo3 mpo-
omeM 14. Peu je, makjie, 0 HEIITO HAIpEeIHU]jEM JIEKOJINPAILY, N3MEHEHO] Bep3Uju
npodsiema 1. Permeme 00a je Burepdujes asropuram, camo ce paziukyje Burep-

oujeB rpad HaJl KOjUM Ce PaJii, HOIITO CaJl [IOCTOje U TUXa CTarba JeJIelnje.

IIpobdaem 14: [TopasHame ca mpodmIHIM MOETOM [24]

Hopasnattiu Hosy nucky ca gamusujom — apopusnu HMM.

VYia3: BumecTpyko nopaBHame P, rpanuiia ojcenama 6,
[CEYI0BPETHOCT 0, HOBa HUCKa (Olaykame) o.

N3nas: onrumasnu nyT p kpos HM M (P,0,0) 3a Hucky o.

Ha comuan madun je, unade, Mmoryhe Kouncrpyucatu Butepdujes rpad 3a mpo-

n3BosbHU HMM ca Tuxum cramuMa. JeJIuHH yCJIOB KOjH MOpPa Ja OyJie UCITYHeH
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jecTe 1a He TIOCTOje TeT/he WJIN TUKJIYCH KOJjU Ce CACTOje MCKJbYIMBO OJf TUXUX
crama. ¥ CYIPOTHOM, HUje MOryhie permuTu mpodseM JIeKOIupamba, ajid HU JIpyTre
cJimvHe podieMe 3acHoBaHe Ha Burepbujesom rpady (aaropuram ,Hampes’ UTi.).

OBo je aHAJIOTHO YUIHCHUIM Ja HEje MOTyhe PEeIuTH MPOodJIeM ONTHMAJIHOT
obmnacka Menxern rpada ca nukiaycuma. Paszjor Tome je mMTO ce, KaKO KOJ
MemnxetH, Tako u Koj Burepbdujesor rpada, BpegHOCTH MOPajy padyHaTH IpeMa
TOIIOJIOIIIKOM PeJIOC/Iely YBOpoBa. Ipyrum pednma, HEOIIXOIHO je Aa Oy/Iy mo3Hare

CBe POJINTEJHCKE BPETHOCTH KAKO OM ce eBaynpao HOBU, TEKyNU TBOP.
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Cuauka 4.18: Tlopeheme nopasHama MOTUBAIMOHOT TIpuMepa 38|

I'pad, nakne, Mmopa dutm 6e3 NMUKJIyca — ycMepeHU alukjndku rpad. Toro-
JIOIIIKU PEJIOC/Ie]l Y CyIPOTHOM HE MOCTOju. Y KOHKPETHOM CJIy4ajy MPOMUITHUX

HMM, yobudajen pemnociies padyHarma je cjaeBa HAJECHO, OJf BpXa HaJoje. Yc-
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IIyT ce, HAPABHO, UyBajy IyTOKa3W, KAKO OM Ce ONTUMAJIHU IIyT HA Kpajy MOTrao
pekoHcTpyucaTu. bes mwux, j100mma Ou ce camMo BepoBaTHOha HAjOOJbEr IyTa.

Cauunoct uamehy Burepdujesor u Menxern rpada nuje ciayqajua. Vcmocra-
BJba Ce€ Jla HUCY CaMO aHaJIOTHH I1podsiemu, Beh u crpykrype. Ha ciaumu 4.18 npu-
Ka3aHa je ’UX0Ba HAM3TJIe ] jeTHAKOCT Ha o3HaToM npumepy ancke ACAFDFEAF
U eHOT TIopaBHama ca cinke 4.15. Cinuka mirycrpyje kKako nyT y Menxern rpady
oJiroBapa CKpuBeHOM TyTy Kpo3 npodunuun HMM. ujaronasae usuie MenxeTH
rpacda ofroBapajy MOKJIallamuMa, yCIpaBHE WHCepInjaMa, a BOJIOpPaBHE JIeJIelln-
jama. Baxkno je ucrahu ja oBa aHajoruja Wak HUje jeJJHAKOCT (€KBUBAJICHITH]A),
nommro Ko HMM-a nocroje npoMersbuBe BepoBarHohe (TexKuHe) Tpesa3a U eMu-
cuja, mMTO HHUje Moryhe MojeioBatu momohy MenxerH rpada.

Cnocobnoct mpoduiHnx CKpuBeHNX MapKOB/bEBUX MOJIEIA J1a, PA3TUINTO OTle-
IbYjy pas3jindauTe KOJIOHE MATPUIlE MOPaBHAKA M3/IBaja UX Kao MPENU3HUje Yy OJI-
HOCY Ha jeJIHOCTaBHE METOJle TOpaBHAa 3aCHOBAaHE Ha JeHOj] MATPUIU Ca UCTUM
ckopoBumMa. IIpodunau Mojesm TaKO MOTY yXBATUTU CYNTHUJIHE CIUTHOCTH, KOje
jeTHOCTaBHA TTOPaBHAHA IPOIIYIITAjy. YIIPKOC TOj MPEIHOCTH, CJIOXKEHOCT OCTaje
nozjesHako 10opa, u usnocu O(nk) 3a n KosoHa (JIy?KMHA [OJA3HOT IOPABHAHA)
u k peJoBa (IyKHHA ONayKarba).

Kon Menxern rpada je cioKeHOCT O9urJieHa, jep ce OlepuIlie HaJi MATPUIIOM
JuMeH3uja n X k, TJie ce BPEJHOCT CBAKOI YBOpa M3padyHaBa KPO3 HAjBUIIE TPU
rpane. Hu xon npodunnux HMM uuje temko onpeautu je. Beh je Bure myrta
HAIIOMEHYTO Ja je cjoxKeHocT BurepdbujeBor ajaropurma cpasmepHa Opojy rpaHa y
BurepdujeBom rpady. V¥ ommreM ciydajy, Kajla ce U3 CBaKOI CTarmba MOyKe rmpehu
y 6uiio xoje apyro, usnocu O(n2k), mTo je mocjemuiia mocrojamba M0 1 Ipeiasa
usmehy n crama y k — 1 npomenu tpenyTtka. Koja nmpodumnux HMM, mehyrum,
noctoju Behn Opoj crama 3n + 1, kao u Behu Opoj mpomena TpenyTka k, ajau je
peJsia3a HajBUINE IO TPH (KOHCTAHTA), TAKO Ja je acuinrorcku npoussos O(nk).

3a kpaj, ciene Taune GopMmyse MakKCHMu3aludje BepoBaTHOle myTa y IBOPO-
BuMa BurepdujeBor rpada kox npobuninunx HMM ca n kojoHa mOpaBHama 3a
IIO3HATO OIazKarbe 0 JIyzKuHe k. JoI jeiHoMm, HEKa Malta CKOpoBa S OyJie TakBa Jia
S1,,t CKIQUIITA BePOBATHONY ONTHMAJIHOT IIyTa Jy>KUHe ¢ KOjU Ce 3aBPIlaBa CKPH-
BEHUM CTaEM I;. ¥ KOHKPETHOM CJIyd4ajy, YMECTO OMINTUX CTarha T;, OJIBOjJEHO Ce

pa3MaTpajy cuenujajn3oBaHa CTama MoKIanama M;, nerenuje D; n nncepiuje I;.
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Basa pekypsuje oBako mocTaB/beHOT MpodJeMa jecre (MPBU YJIAHOBH HU3A):

i=1)
( Smy,1 = As vy le,m,

(i=1
SD.1,0 = AS,Dy

(1 =0)

(t _ 1)810,1 =4asi, - blg,ol-

Pekypsusue dopmyse makcumuszanuje cy (Hermocrojehu WHIEKCH ce 3aHeMapyjy, a

pasu kpaher 3anuca yBoau ce nomolinu ckyn tunosa crata X = {M, D, I}):

Vied{2,...,n
EVt € ‘iz k/iiiSMi’t B m)?X{SXifl’t_l ' a'X'iflvMi ) bMuOt}v
Vie{2,..,n
e i = mgston o on )
(Vi e {1,...,n})
Sp,¢ = max{sx, 1 ax,1, - 01,0, }-
(V€ {2, .. k}) It 12 {sxit-1-ax,1, * br,0, }

Konauan onruMasiny (HajBepOBaTHUjH) IIyT JI00Mja Ce JIOJJATHOM MAKCUMU3AIUjOM:

(i =mn)

P{popt, 0} = m;tx P{p,o} = (t= k)

m)?X{Ska . aXn,E}-

Kao u mocaj, anamoruo ce bopMmupajy JiorapuraMcke Bep3uje gpopmysia, Koje
MHOYXKEHE Merhajy CadupameM, dnMe ce CMambyje TpeIKka y padyHy, a IIpooJeM
JoaaTHO puosmkaBa Menxetn rpady. nenTtuuna je u omira Bep3uja hopMyia
ca mpou3Bo/bHUM TexkuHama 7. [lopen mekomuparma Kao mpoosema 14, jegHako
ce MPUCTYTIa W OCTAJUM 3aJlalliMa 3acHOBaHUM Ha BurepbujeBom rpady — tabdena

3.1. Pememe je Takohe y omadbupy oarosapajyhux omeparopa yMecTo MaKCHUMyMa.
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Yuyeme Moaelia

VY npeTxoHUM IJIaBaMa je IpuKa3aHa yrnorpeda cKpuBeHnX MapKOB/bEBUX MO-
JleJla Y pelllaBamby OHMOJIONIKUX IIPOOJIeMa KOJH Ce MOTY CXBATUTH KAaKO Kao 3a-
JaI Ha e qaHor (KiaacuduKanuja IpOTenHa), TaKO U HEHAJIIeIAHOT MAaIlnH-
ckor yuema (o3HauaBame C'G ocTpBa). Y 0B0j ce M3jarame JOMybyje jOIIl jeIHOM
BaxkKHOM ocobmHoM HMM y Be3u ca MAIIMHCKAM YY€HheM — CIIOCOOHOCT ydUermha
MoTKpeIbuBameM. [IpeTxomHo je Omjio pedn O TOTOBUM MOJIE/INMA, aJid ITPABU
niorenrujaa HMM mnoka3yjy Tek KaJjia ce CBU IapaMeTpPHu Mojiejia Hayde. YCIyT je

IIpeI0YeH U jeJlaH HOB U KOPUCHUjU TTorjie/l Ha Beh mo3HaTu mpodJieM JIeKOIupatba.

5.1 BurepbujeBo yudeme

Y okBupy oapehusama npocduanunx HMM Ha 0oCHOBY y/1a3HOT BUIIECTPYKOT TIO-
paBHamba, MPEJICTAB/bEHA je XeYPUCTUKA 38 IPOIEHY IhUXOBHUX ITapaMeTapa — Mala
BepoBaTHOha mpesaza u emucuja. llogacehama pasu, ugeja ce cacroju us caemehmx
KOpaKa: CBakKa HHUCKA U3 [MOPABHAMA CMaTpa Ce jeHHM OlayKameM (CBe HHCKe
YUHE y30pak), Ha OCHOBY IOPaBHAMA HEIOCPEJIHO U jeIHO3HAYHO ce ojpehyje mo-
3aJIMHCKU CKPUBEHU TIyT, IIPEJIa3u U eMUCHje CUMOOJIa IIpedpojaBajy ce MPoJacKOM
KPO3 IIPETXO/IHO o/ipehene myTeBe, a Ha Kpajy ce OPoj 1ojaB/buBambha HOPMAJIU3Yje
y y/1€0, KOju je YIIpaBo MPETIOCTaB/hEHA BEPOBATHONA IIpEeMa YJIa3HOM Y30DPKY.

[TocTaBsba ce uTarbe /1a Jid je OBaj jeJHOCTABHU IPUCTYT MOT'yhe yormTuTu Ha
npousBosban HMM. Oarosop je y ommreM caydajy OApuUvaH, HOIMTO Huje Moryhe
Ha OCHOBY OIlayKarba HEIIOCPE/IHO OJPEINTH CKPUBEHH TyT HA KOME jé OHO HACTAJIO.
Moryhe je ogpeanTn HajBepOBATHUJU TaKaB IIyT, aJIU jeIMHO aKO Cy ITapaMeTpu Beh

ITO3HATH, IIITO KOJI OBOT IpodJieMa Huje caydaj. Oarosop je, mehyTum, mOTBpIaH
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YKOJIMKO je y3 OlaXkKarbe IMO3HAT MO3aIMHCKU MyT. Taja je JOBOJHHO MPUCTYIIUTH
npedpojapamy 1 ompehuBamy yaena, kao kox HMM npoduna. OBaxkBO HaIIIe-

JIAHO yUerbe rmapamerapa Mojesaa (OPMAaJIHO Ce MIPeJICTaB/ba mpodaeMom 15.

IIpobdaem 15: Haarienano yuemwe napamerapa |20

Hahu oumwumanne aapametpe HMM-a upema obeaestcerom yaopxy.

VYia3: ckpuBeHU MYyT P = p;...px Kpo3 HMM ca nenoznatum
IapaMeTpuMa M HUCKA O = 07...0; €MUTOBAHA Ha TOM IIyTY.

N3na3: onrumasann mapaMeTpu, Koju Mmakcumusyjy P{p,o}.

Masia ce mcmocTaB/ba Jia yUelbe M3 00EJIEeKEHOI y30pKa Jiaje TJIODAJIHO OIl-
TUMAJIHE ITapaMeTpe — TaKBe Jla MaKCUMH3Y]y 3ajeJHUYKY BepoBaTHONY yja3HOr
MCXO/Ia U IIyTa Ha KOM je HACTao, OBaj MPUCTYI YecTO Huje npuMenspus. CKpuBeHa
cTama Cy 10 MPABUJIYy CTBAPHO CKPUBEHA, T€ HUCY JOCTYITHHU TAPOBU OIlayKarba 1
nyreBa, Beh camo omcepsaruje. Crora je cienehn 3amarak HEIITO aMOUIIMO3HU]N

— OJIPEJINTHU TIapaMeTpe caMO Ha OCHOBY OIlaKarba, pema mnpodsemy 16.

IIpobdaem 16: Henasriiegano yuerme mapaverapa [21, 23]

Hahu outwumanre aapametipe HMM-a Gpema yzopxy otasxrcarsa.

VYaa3z: nucka o = 01...0, u HMM ca Henmo3HaTuMm napaMeTpuMa Koju
jy je eMUTOBAO MPOJIACKOM KPO3 TaKOhe HEITO3HATHU YT P = Pi...Pk-

N3na3: onrumasaan mapamerpu, Koju Makcumusyjy P{p,o}.

Ha npumepy HemomTeHor kaswHa, MpooseM 15 OaHOCHMO ce Ha ojpehuBambe
npucTpacHocTH (BepoBaTHONE IyiaBe) HENOIITEHOI HOBYMNA aKo je jaBaH MOIaTak
KaJa ra kpynuje dama. Kako Kpymuje To BEmTo Kpuje, cajia je periemheM OIIITHjer
npodsiema 16 mmsp mohm 10 TOT MOmATKa CaMO Ha OCHOBY yBEK IO3HATOI HU3a
MCXOJIa — y KOM Oallamy je maJja rjasa, & y KOM MHCMO.

Jodpu pe3yiararu MOry ce JOOUTH UTEPATUBHOM XEYPUCTUKOM IIOIYT OHE KOja
je ocuoBa Jlojmosor aiaropurma. Ped je o aaropurmy Koju pemniaBa mpodsieM KJia-
cTepoBama k-cpeamHa. Y caydajy ckpuBeHux MapKoB/bEBUX MOjesa, IapamMeTpu
P ciaydajuo ce mHUIUjaIN3y]jy, YMMe Ce 3a IOYeTaK J00Mjajy HaCyMUYIHE BEPOBAT-
Hohie. 3arTuMm ce yjia3Ha HUCKA o jekoaupa (mpodsem 1), dume ce 100uja CKpUBEHN
oyt p no upunruny (o,?, P) — p. Ilotom ce m3padyHaBajy HOBU Hapamerpu
(mpodstem 15), mo npunnuny (o,p,?) — P, u tako Han3menunauo. OBo je yobu-
YajeHu ajropuTaM Makcummsaryje odekusama (EM[A], npema enri. expectation-

mazximization [algorithm[), Koju ce miycTpyje aujarpamom ca ciauke 5.1.
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ONAXAHE
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/ DEKOAMPAHE  HAATNEQAHO ™
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nyT

NMAPAMETPU

Cauka 5.1: Makcumusanuja odekuBama Koj HMM

OBakaB HEHaJIIVIEJTAHN TIPUCTYII yUelby IapaMerapa Mojea Ha3uba ce Burep-
OMjeBUM ydYeHeM, IIOIITO MY je Y OCHOBU BurepOujeB ajaropuraM 3a JIEKOIUPAIHE.
Taj neo ajropuTMa IpeCTaB/ba KOpak OueKnBamba (/) KOpak), J0K je HaJrJe aHo
onpehuBame nmapamerapa Koje cjeu Kopak makcumusarmje (M kopak). JLydibom
aHAJIM30M, UCIIOCTaB/ba Ce JIa je HEeHa/IryIe/[ana onTuMu3aruja mapamerapa HMM-a
TeKakK IpodseM, Tako Ja je BurepdujeBo ydeme cacBuM 3a/10BoJbaBajyha xeypu-
cruka. HajBakmmja ocodmua My je TO ImITO je BpemHocT max, P{p,o} 3a ymasmHo
omazkame o 300r npupojae KM anropuTMa TOKOM ONTHUMHU3AIMje MOHOTOHO HEOIIa-
najyha. To 3naum ma cy cBakKOM MTEPAIjOM MAapaMeTPU OJIUKU HAJOOJHUM.

Hapagho, kako je u nHave cjIydaj KoJi XeypUCTUIKUX IIPUCTYIIA, HUAje HEOOMIHO
3ar/aB/bUBaIbE AJITOPUTMA Y JIOKAJTHOM MAaKCUMYMY, TAKO J& PE3YJITAT YMHOTOME
3aBUCH O/ IOYETHUX BPEJIHOCTH IapamMeTrapa. Kako cy oHe ciiydajHe, yoOudajeHa
TaKTHKA 33 JI00Ujarbe DOJbUX PE3y/ITaTa jecTe MOKpPeTalbe ajJropuT™Ma ydema Behun
Opoj myTa, a 3aTHM y3UMaibe HajOO/bUX IapaMeTapa U3 CBHUX IMOKpeTama. [lo
UTalkby KPUTEPHUjyMa 3ayCTaB/barba, Hajdelrha cy jaBa: yHarpesd oipeheHu Opoj
uTepanuja uim rpanuna (Munumym) nosehama BepoBaTHONe KOja ce MAKCUMU3Y]e.

[Topen ciiydajue wHUNMjaIu3aIMje apaMeTapa Ha IIOYETKY aJrOpUTMa, MO-
ryhe je KpeHyTH 0] HEKUX YHAIpes ojipeheHnx, OTHOCHO MO3HATUX TapaMeTapa.

Y ToMm citydajy nnsb Huje (caMo) HEeHaJIIIeaHOo UX HayduTH, Beh npodunuT nper-
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xosiHe. Taja je ButepdujeBo yuerme mpaBu MpuMep ydera IMOTKPEIJbUBAIEM, jep
ce mapamMeTpu npuiarohaBajy HOBUM OKOJTHOCTUMA HA OCHOBY HOBHX OIarKarba.
VKOIUKO je KpUTepujyM Opoj urepalyja, y 0OBOj BEP3UjU UX je OOMIHO MArbe,
jép Y CyIpOTHOM JI0JIa3M JI0 JI00Mjarha eKCTPEMHUX BPETHOCTH, IIITO Ce MOYKE IIPO-
TYMaduTH Kao Ipenpuiarohasame Mojesna. Ha mpumepy HemomTeHe KOIKapHUIIE,
Behu Opoj uTeparuja KoJi MOTKPEIJbUBAA JIOBOJIN JO 3aKJ/byUKa JIa je BepoBaT-
Hoha rmajia TyiaBe KoJI MPUCTPACHOT HOBUYMNA jeJMHIYHA, a nucMa HysaTa. OBaKBO
IIOHAIAe, C JAPyre CTPaHe, MOYXKEe OUTH IOXKeJ/bHO Oalll 300T CIIOCOOHOCTH OTKPH-
Bamba €KCTPEMHHUX BPEIHOCTH. ¥ CIy4ajy KOIIKApHUIE, HAKOH MOTKPEI/bUBAHA
HEMa CYMIbe Jla je IPHUCTPACHW HOBYMh yIpaBo OHAj ca jeJIMHUYHOM BEPOBATHO-
homMm 1y1aBe, MaKo je MPUCTPACHOCT HA MOYETKY MOK/Ia OMJIa PEJTATUBHO MaJa.
[Tosuary npumeny HMM osor tumna y aunrsuctuiiu ocmucauau cy 1980. ro-
nure Kejs u Hojsupr [34], 10K cy je apyru ayropu Kacuuje mpomupusn [64].
NnycrparuBaa mpeTnoctaBka je Ja HaydHuK Mapcosall ket J1a ca3Ha HEIITO O
[IICAHOM je3UKy 3eM/baHa. 3a Te moTpede HaDABHUO je BEJIUKY KOJUIUHY TEKCTa, Ha
IIpuMep KOPITYC €HIJIECKOT je3nKa. llasio My je Ha mamer Jia TOKYIIA jia CJIOBa je-
3UKAa MOJIEIN Ha CTATUCTUYKU 3HAYAJHO PA3ININTE CKYIIOBE, IIITO MOJIEJIYje YIIPABO
nomohy ckpuBeHnx MapKOB/BEBUX MOJIeNa, 3a Koje je cTpydumak. Kako je ped o
€HIVIECKOM je3uKy, Moryhux cumOoJIa je JBaJIeceTak, 3a CBAKO CJIOBO M0 jeJaH (Ko
OCTAJINX je3WKa OM WX OWJIO BUIlE WM Mame), a Mapcosar je omadpao ja mo-
CTOje caMo JBa CKPUBEHA CTarba, KAKO OM MOJIeJI OCTao jeaHoctaBaH. llapamerpe
MOJIesIa je CJydajHO (CKOPO PABHOMEDHO) MHUIIMAIIN30Ba0, a 3aTHM je HOKDPEHYO
HEHa/IIJIeJaHO TIOTKPEIJbUBaIbe, KOPUCTENU TEKCT KOPIIyca Kao YIa3HO ONarKarbe.
Pesynryjyha mana emucuja mpujimdHoO je 3aHUMJbUBA — UCIIOCTAB/ba CE JIa je
CBaKH CAMOTJIACHUK CKOPO CUTYPHO OITazKeH Y JeJHOM CTalby, a CyIJIACHUK Y JIPY-
rom. OBume je, makie, Mapcosal 000 MPAKTUYHO CABPIIEHY I0Jesy (IpyIiu-
carbe — KJIaCTepoBarbe) CHMO0JIa O KOjIMa HUIITA He 3HA Ha BOKAJIEe M KOHCOHAHTHE,
mTo Oe3 MpodJIeMa MOXKE JIa 3aKJ/byYd HA OCHOBY JOOUjEHUX €KCTPEMHHUX BEPOBAT-
Hoha emucuja. JoIr HEKU 3aHUMJ/BUBU PE3YJITATH MOT'Y ce JI00uTH yroTpedom Beher
Opoja crama, 1MocedHO JIBAHAECT, O YeMy ce JleTa/bHHje MOYKe TPOYUTATU Y ITUTH-
panoMm pajry. Ha cimyan madmn (QyHKIIMOHUINIE W PEIIaBaibe JPYTUX ITPodJIeMa
HEeHaIIJIeJaHor yuema nomohy HMM, maja ce denrthe ymecto BurepbdujeBor ko-

puctu mohuuje Baym-Benuoso yuerme, o kome he dutu pedn y HacTaBKy.
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5.2 baym-Bea4doBo ydyemwe

V rekcry nocseheHoM ormmmreM Onucy cKpuBeHHX MapKOB/bEBUX MO/IeJIa, OUJIO
je peuan o opehuBaby BepoBaTHONE omnakama JTyKuHe k, Kpo3 mpodsiem 7. Kao pe-
IIeEbe, M3JI0KEH je aJropuTaM ,Haipe’, 3acHoBaH Ha Manu f (ox enri. forward),
YMjU eJIeMEHT f,, ; CKJIQIUIINTH BepOBaTHONY mpedukca omaxkama gyKuHe t (1Io-
HU3 01...0;), HACTAJIOI HA CKPUBEHOM IIyTy KOJU 3aBPIIaBa CTAEM ;.

Anasorso ce dopmupa obpuyTa Mana w (ox eHr1. backward), quju eseMeHT
Wy, + CKJIQTUIITH BepoBaTHONY cydukca onazkama gyxuue k—t+1 (monuus oy...0y),
HaCTAJIOI Ha CKPUBEHOM IIyTy KOjU 3allovuibe cTambeM T;. Maira takohe caapxku
BepoBaTHONY IeI0T omaskarka, a IMOMyHkhaBa Ce HAa WUCTH HAYWMH Kao IIPETXO/IHA,
npahemem Burepdujesor rpada, camo odOpHyTuM pemocienom. OBakaB IPHUCTYII

Ha3MBa Ce aJropuTaM ,Ha3aJ] ¢ KOJ mera Baxke ciejehe pekypeHTHe (hbopmyJie:
Wey k = 17

wxi7t = E axi,xj : b:cj,ot+1 . wx]‘,t-‘rl)
J

P{o} = Z?ij s 00 - W, 1
J

JorI jesiHoM, aHAJIOTHO ce M3BOJIE JIOTApUTAMCKe Bep3uje MPEeTXOIHuX (hopMyIia.
Crajamem ajropurma ,Halpes # ,Ha3ajl’, JI00Uja ce HOB U KOPUCHUJU TIOTJIET,
Ha IpodsieM Jekoguparma. Hawmme, cBaku nyt kpo3 Burepdujes rpad moxke ce
mnpecehn y HEKOM YBOpPY W TAKO IOJEJUTH Ha JBa Jeja. Kako TO m3riena Ha
npumepy nyta FFF y HenmomTeHo] KONKAPHUIH, ITPECEYEHOT Y CPEJIHbeM YIBOPY,

nato je Ha cyuiu 5.2. IIpedukce je HarmameHn npBeHOM, a Cy@pUKC IIJIaBOM OOjOM.

Po P p: o P

Cauka 5.2: Ilozena myTa Kpo3 rpad ca Tpu darama
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Beposarnoha 1pBenor npedukca jgyKuHe t ca IPeCeKOM Yy CTarby X; MOXKE Ce
U3padyHATH JTOPHUTMOM ,HaIpes’ Kao BPEIHOCT [, ; U3 Malle, JOK Ce BepoBaT-
Hoha ofrosapajyher maasor cydukca n3padyHaBa Kao Wy, ; U3 aJIOPHTMA, ,,Ha33a,1 .
Kako Bpennoct u3 mane f nokpusa cBe moryhe npedukce, a BpeIHOCT U3 W CBe
cyduKce, OHHA 3ajeHO ITOKPUBAjy cBe Moryhe IyTeBe KOju y TPEHYTKY t IIpoJjase
Kpo3 crame x;. CTora je lUXOB IIPOU3BO/L 3aIIPABO 3aje/IHMYKA BepoBaTHONA J1a je

HMM emutoBao HUCKY 0, IpU YeMy je y TPEHYTKY t Ouo OaIll y cTamy &;:

P{pt = Ty, O} = fT,f *Wg; t-

OBakBa KOMOWHAIMja Ha3UBa Ce AJTOPUTAM ,HAIPEJ/-HA3a) U FHEH 3HAYA]
OTJIeJIa Ce YIIPaBO y TOMe IITO Jlaje BEPOBATHOCHU PE3YJITAT 33 CBE TPEHYTKE U
cBa crama. lIpeTxoiHo je MozenoBaHa 3ajeHnuka Bepoarnoha P{p,o}, dujom
ce MakcuMmuszanujom BurepOujeBuM aJiropuTMOM J1001ja jeJlaH KOHKPETaH I1e0 Haj-
BepoBaTHuju 1yT. Jloduja ce, makie, ,ABpCTO’ pellere MPodJeMa JIeKOINpaba,
npema Kome je HMM y nekoM TpeHyTKY OMO y TadHO OjpeheHOM CTaiby.

HoBu mpucrytm, ¢ japyre crpane, jaje HOB IOTJIE/ HA TPOOJEM YTOJUKO IITO
CBAKOM CTamby JI0J/iejbyje 10 BepoBaTHOhy y cBakoM TpenyTky. OBO je aHAJIOrHO
,MEeKOM~ KJacTepOBaiby, Koje je Harpaama JlojaoBor ajiropurma, na ce Ha3uBa U

,MeKIM’ JIeKOAupameM. 3ajaTak ce (bOpMaJHO IIpeacTaBiba Ipodgemom 17.

IIpodaem 17: Meko” nekonuparse npukasa [25]

Ogpeguitiu. eeposatunohy ga je HMM vy nexom wpenytixy duo y
HEKOM CKPUBEHOM CTLAIY, AKO je TO3HAULO 0TUAANCAIbE.

Vaas: uucka o = 01...0, u HMM{a,b, 7} koju jy je eMmuToBao.

N3na3s: yciaosua Beposaruoha crama y tpenyrtky P{p, = x;|o}.

Pesyiirar oBakBor nekomuparba Huje myT ayxKkuHe k, Beh Hu3 k pacmojesa

crama. Pacriosesne ce HopMan3yjy, Kako O ce J00MJIa yCJIOBHA BepoBaTHONA:

P{pt = i, 0} _ fmt * Wy, t _ fr,f * Wy, ¢
P{O} Zj fm_,-,k, Zj Ty ba:j,m * Wy 1

[Tocedno je zanumsbuBO mcTahum ja craime p; J100HjeHO BurepdujeBuM ajaropur-

P{pt = l’z‘|0} =

MOM HHje HYKHO jeJIHAKO CTamby p; MAKCHUMaJIHe BepoBaTHONE ImpeMa aJropuTMy
LHanpes-nazas . Crora mocToju u ,;aBpcTa’ Bep3uja ,,MeKOor” JIeKOIUparmba, Koja y
CBaKOM TPEHYTKY ojadupa HajBepoBaTHHje p;. OHa ce Ha3WBa AllOCTEPUOPHUM
(MAP, npema eHr1. mazimum a posteriori) TeKOIUPAEM U MOXKe JTATH O0Jbe pe-
gynarare o Burepouja. Ilopeheme npuctymna na npumepy HMM 3a npoHasakeme

CG ocTpBa J1aTo je y KOoJly eJIeKTPOHCKE JIeKIuje, TJe Cy HarJialleHe pasJiuKe.
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[Topen mpecenama rpada y HEKOM YBOpPY, YUME ce JI0OMja yCJIOBHA, BEPOBAT-
uHoha P{p; = z;|o}, moryhe je dukcupaTn npon3Bo/bHy IOTIyTarby U U3PATYHATH
IbeHy BepoBaTHONy mmomohy aJiropuTma ,Hampea-Ha3a . Hawmme, 10BoJbHO je 110-
MHOXKHUTH BepoBaTHOhe oiroBapajyher npedukca, cydukca u TeKuHe rpaHa (HGuK-
cupanor cermenTa. Ilocedno je 3HadajHo Kaja je pukcupana jejiHa rpana, IITo je
ycsosHa pacnogena P{p; = x;,pry1 = xj/o}. Y TOM cityuajy, TpasKu ce BEpOBAT-
noha na je, emuryjyhu uucky o, ynutuu HMM y TpenyTky t OWO y CKpUBEHOM
CTamy T;, & 3aTUM IIpemrao y crame x;. OHa ce n3padynasa cienehiom dbopmystom:

.f.’L'j,t : azi,xj : b:l?]',ot+1 : wiﬂj,t—‘rl

P{p: =z, pr11 = xj|0} = S Fork
1J .k

VenoBae BepoBarTHOhe mposaza Kpo3 (UKCHpPAHU YBOP Y HEKOM TPEHYTKY
00MYHO ce Tadesmpajy y Tako3BaHy maity ojroBopuoctu II*. Omna je jumensuja
n x k, a wen enement II} , ckmagumru P{p, = x;lo}. Ha cimuan naumn ce
dopmupa TpoaMMEH3UOHa Malla oAroBopHoctH 11**, Koja Tadbeaupa ycjaoBHE Bepo-
BarHOhe mposiaza Kpo3 dukcupany rpany y HekoMm TpenyTky. OHa je numensuja
nxnx (k—1), a wen enemenr 17", ckmapumrn P{p; = x;, pr+1 = x;]0}. Ose
Mare ce 3ajeJIHO O3HadaBajy Kao nmapamerpu Il u rpajie ce mpema onaxkamy o.

Caga je moryhe npedopmynucatu EM anropuram ca ciauke 5.1, 1 TO mpocToM
3ameHoM Kopaka. Hawmme, /' kopak (0,7, P) — p Mema ce KOPAKOM OYeKHBAbA
(0,7, P) — II, nok ce M xopak (0,p,?) — P Mema aHAJOIHUM KOPAKOM MaKCHMU-
zarje (0,11, 7) — P. Pazsuka je, nakie, y TOME IITO Ce BHUIIE HE TPAXKU ,; ABPCTO”
JIEKOIMPAHN CKPUBEHHU IIyT D, Beh y mpeTxomgHoM nacycy JiedbuHUCaHU TapaMeTpu
I1, xkoju ce nodujajy ,MeKuM’ TEKOJIMPAHEM, OJTHOCHO aJITOPUTMOM ,HaIIpeI-HA3a/1 .
OBako um3MemeHHn aJropuTaM HasuBa ce Baym-BenrdoBo yueme u mcrocraBba ce
Jla IPOHAJIa3M ONTUMAJTHUje HapameTpe Mojesa o1 BurepdujeBor yuema. Ped je,
JIaKJIe, 0 DOJHEM peIllerby MpodseMa 16 — HeHAArIeJaHOT yUerha, apaMeTapa.

Kopak oduekuBama cpoBo/i ce ajJrOPUTMOM ,HAIpe/I-HA3al, KAKO je IpeT-
xojiHo ormcano. Ocraje jorn nmurame KaKO CIIPOBECTH KOpak MakcuMm3sarnuje. [log-
cehama paju, kKoj BurepdujeBor yuerma, JIEKOJIMPAEM Ce J00Mja0 TadHO jelaH
HaJBEPOBATHUjU CKPUBEHU IIyT, TAKO Jla ce M3padyHaBambe IapaMeTapa MOJeJa
CBOJIUJIO HA TIPOCTO TIpedpojaBaibe W HOpMaJu3amujy. ¥ ,,MeKoj’ Bep3uju TO HUje
moryhe, jep myT Huje mo3nar, Beh cy Ha pacrojaramy MHOIOOPOjHE YCJIOBHE BEPO-
BarHOhe naTe Manama oxrosoproctu II. Moryhe je, mehyTtum, Hemro camvdHo.

Jlyb/pbOoM CTATUCTUYIKOM aHAJIM30M IPOdJIeMa, KOja IPeBa3m/ia3u OKBUPE JIEK-

nyje, JoJIa3d ce J0 3aKJ/bydKa Ja ce Pe3yJITaT paHujer mpedpojaBarba IIpesia3a
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MO2Ke MTPOYUTATH HEITOCPEIHO W3 Malle oAroBopHocTH II**, 10K ce pe3ynrar panu-
jer mmpedpojaBama eMICHja MOXKe aHAJOTHO IIPOYUTATH U3 Malle oaroBopHoctu 11*.
[Ipereuy oBaksor npucryna passuiu cy 1970. romune Baym u capaguunu [30],
JIOK je KacHujeM podubaBaiby aaropuTMa 3HadajHo gonpuneo Berd [69], mro 06-
jammaBa Ha3uB ajiroputMma. Popmasino n3Boheme MoxKe ce TpoHahn y IUTUPAHO]
JIUTEpaTypH, a HA MHTEPHETY Cy JIOCTYIHE U jeJHOCTaBHUje Bep3uje [47, 66].
NuaryutusHo, Beh ce y ,,aBpcTOj” Bep3uju IpodIeMa CBAKU IIpeJia3 U eMUCH])a
MOT'y IIPeCTaBUTH HHAnKaTopuMa A, ogHocHO B. YKOJIHMKO je y TPEHYTKY t JOIILIO
70 eMucHje U3 cTama T;, BaXku B, ; = 1, a 3a octana crama (Vj # 1)B,,, = 0.
HcTo, Tako, yKOIHMKO ce U3 CTamba I; HAKOH TPEHYTKa t IIPEILIO Y CTalbe X, BaXKn
Agia;r = 1, a 3a ocrana crama (VI # j)As, 2+ = 0. Ha musoy jemmor ,aspcror”
IyTa, OBO Cy TadHe JieTeHepucaHe BepoBaTHONe Tpesia3a U eMUCHja — jeJIMHUYHE
u HyJTe. ¥ ,,MeKOj’ Bep3Uju MpodjeMa, aHAJOTOHU Cy UM YCJIOBHE BepoBaTHONe

IIpoOJIa3a KpO3 I'pPaHy HUJIX CTalbe. ,Z];pyFI/IM pednuMa, BaxX YIIpaBO Cﬂeﬂehe:
kok
Al‘i,l’j,t - P{pt - x’hpt-‘rl - xj|0} - H‘rhxj’t?

B, = P{pt = 331"0} = II;,

x;,t"

3a nodujarbe KOHAYHOI Pe3yJiTara, IITO Cy IPOIEHheHe ONTUMAJHE Malle IIpe-
Jlaza U eMHUCHja y KOPaKy MaKCUMHu3alldje, cadupajy ce BPETHOCTH IIPETXOTHUX
BEPOBATHOCHUX MHIAUKATOpa. JlogaTHo, KOl Male eMHCcHhja ce cadupajy caMo OHe

BepoBaTHONe Koje ofroBapajy eMuTOoBaHOM cuMmOoJy. Baxke citemehe dpopmyire:

k—1 k—1
_ _ *k
ami,wj - E :Axi,xj,t - E ]:[Ii7xj7t7
t=1 t=1

k k
bmi7yj - Zl{yj = Ot} By, = Zl{yj - Ot} ’ Hzmt‘
t=1 t=1

Kao u mocaz, BepoBaTHohe je HeonxoaHO HOpMaJm3oBaTu. OBume je 100po medu-
HHUCAH KOpaK MaKCUMHU3allije, Te je KOMILUIETUPaH 1eo HoBu KM ajnropuram.
[TomenyTo je Beh 1a je Baym-Bemuoso ydeme yriiaBHOM ycrernrauje o Burep-
OmjeBOr KaJja je ped 0 ONTUMAJTHOCTH pemnteba. OHO je, unak, n Behe CJI0KeHOCTH,
moriTo 3axTeBa Behu Opoj mposaza Kpo3 onaxkarme. Hamme, cioxkenocr F kopaka
Koy 06a usHocu Hajsuie O(n’k) — Burepbujes miam ajropuram ,Halpe/-Hazar .
Cnoxenoct M xopaka je, mehytum, O(n? + nm + k) xox Burepbdujesor (nomnyma-
Barbe Malla y3 jeJlaH IpoJa3 Kpos onaxkame), a O(n’k +nmk) (nomymasame Mama

y3 BHIIle TIPOJIa3a Kpo3 onaxkame) Koj Baym-Berdosor yuema.
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3aKJby4vaK

VY pajy je uzsoxkeH mojam cKpuBeHuX MapKOB/bEBUX MOJIe/Ia, KAO U IbUXOB OHO-
nadopMmaTndKu 3Ha4daj. Jlara je merasbHa MoTHBAIUja 3a yBODEHE CTATUCTHYIKA
IIOTKOBAHOI ayToMaTa, HAKOH dera je nojam HMM pazpaben na mpumepy Hemo-
mreHe KoukapHuile (darname jBa HoBumha). 3aTUM je U IPUMEHEH HA PellaBarbe
BayKHUX OMOJIONIKUX TpodJieMa, momyT npoHasaxkema CG ocTpsa (Mecta ca re-
HUMAa) ¥ HAIIPETHOT OaB/beha TeHCKUM 1 MPOTeMHCKUM mpodminma. [Tomenyra je
yrnorpedba HMM 3a MopenoBambe U IIPENo3HABaIbe JBYACKOT ITOHAIlamba, TeCTOBA,
pyKoIlca U TOBOpa, 00paJly 3ByKa W CUTHAJA, oJpehuBarme BPCTE Pedu y TEKCTY
win dak mojenoBambe Toka nangemuje COVID-19 y Penybmunu Cpduju 3acHo-
BaHO Ha HAjoCHOBHUjuM mojaruMma. OOjalmbeH je 3HaYa] OBAKBUX MOJIEIa KAKO
KOJI TIpodJIeMa HaJINJIEJIAHOT, TaKO W KOJ MpOodJieMa HEHAJITJIEIaHOT MAaITUHCKOT
ydema. HaBesene cy MHOTe IbUXOBE MOTYNHOCTH, KAKO OCHOBHE, TAKO U HAITPETHE.

Yoduuajeno ritegurnre je jia ce HMM daBe TpuMa nMuTamuMa, OJJHOCHO pella-
Bajy TPH THUIIA IIPOOJIEMA — OIelUBabe, JeKoupabe u yuee [61]. TIpsu ce ogrocu
Ha ojipehuBambe BepoBaTHONE omlaxkama, JPYru Ha oapehuBarme HajBepoBaTHHUjET
ImyTa mpu ucxojy, a Tpehm Ha onpehuBame mapamerapa mogena. JlogaTHo, cBa
TPHU MPOOJEMA MOTY Ce OJHOCHTU Ha jeJlaH KOHKPETAH WM Ha CBE CKPUBEHE ITy-
TeBe, TaKO Jia ce MoxKe pehn nma y pasy ca HMM mocToju 1iect riiaBHUX 3a/IaTaKka
[50]. ¥V mpBom ciyuajy, pelema npodieMa cy, pejioM, oapehuBame BepoBaTHONE
MCXO/a MPU TO3HATOM IIyTy, Burepdujes ajaropuram, Kao U HAJIJIETAHO U HEHAI-
riegano BurepdujeBo yueme MOTKpEIUbUBALEM. ¥ JIPYTOM, PEIleha Cy aJropu-
TaM ,Harpes’, aJropuTaM ,Harnpei-Ha3as (MeKo, alloCTePHOPHO JIEKOIUPAE) U
HeHaaIegaHo baym-BendoBo yueme. CBe HaBemeHO M BuIille 0 Tora odopaleHo je

Yy IpeTxXoJHuM IIorJlaB/bUMa, aJI1 U IIPUMEIHEHO Ha MO/IEJIOBAaHUM HpOSJIeMI/IMa.
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Cxpuenn MapKOB/bEBU MOJIEN TMPEILIN Cy JYT IyT OJ IPBHUX ymoTpeda y
paayrapckoj duonoruju (amp. Yepuwmn 1989 [35], Kpor u capamuunn 1994 [54],
Basu u capajguunm 1994 [27]) no ganamme mupoke dSuonHdOpMaTHIKe TPUMEHE.
Sunavajua Hanpeana npumera HMM koja npeBa3usia3u OKBUPE JIEKIHjE jecTe MO-
nenoBarbe ornopuoctu XVIB-a Ha JjiekoBe. ¥ yBOJy je TOMEHYTO Ja Ce 3apa’KeHu
MAIUjeHTn Jiede KOKTEJIOM aHTUBUPYCHUX JIEKOBA, KOJU je 300I' BUCOKE CTOIE MY-
Taluja 4ecTo MocedHO OCMUIILJBEH 33 CBAKOI' IOje/IMHIA, KAKO OU Tepamuja Ouia
ycrnerrHa. MyTaruje MOTy Jla OHECTIOCODe J€jCTBO HEKOT JieKa KOJU je PaHHje MMao
edekra. Crora je pazymeBarbe OTIIOPHOCTHU OJI BHCOKOI 3Ha4aja. Huko bepensun-
kesq u Marujac pron cy 2006. mpeyioxKuim Mojie1 peaKTUBHOCTH COja Ha JIEKOBE
sacHoBaH dart Ha HMM, nonynie uspasuro KoMiiekcHoM [31].

[Tapanenno ca mucameM OBOI' TEKCTa, HAIPAB/bEHA je €JIEKTPOHCKA JIEKIH)a,
Kao CYIITUHCKHU HAj3HAYAJHUjU JIONPUHOC pajia. JIekiuja je peajuzoBaHa y BUJLY
Jupyter cBecke, KOja je 3ajeJHO ca CBUM OCTAJIMM MaTepHujajuMa JIOCTYIIHA Ha
GitHub-y [14]. Konnenr je TakaB j1a CBeCKa CaJpKH CJAMYAH TEKCT KAO y IHCA-
HOM paJly, aJIi YCIIyT CKIaauinTu u Python KOIoOBe KOju UMILJIEMEHTUPA]Y Y TEKCTY
nzJioKeHe ajaropurMme. VIMiuieMeHTHpaHa Cy CBa PeIlemha IIOMEHYTa y OBOM TEKCTY,
amu u MHora jpyra [38]. Kako ce KojoBu nHTEpHIpeTHpajy, OHU CY Y MOTIYHOCTH
WHTEPAKTUBHU U MOTY JIAKO MOCYKUTH 3a CaMOCTaJIaH CTYJAEHTCKU PaJl U JeTab-
HUje yIO3HABalbe Ca MMILJIEMEHTAIjaMa. 3a CJIydaj Ja YUTAOIy HUCY JTOCTYITHU
Python unrepniperarop u/umu Jupyter cepsep, Hanpasibena je u HTML Bep3suja
MaTepujaja UCTe CaIPyKUHE, ajld Koja, J0MyIle, HIje NHTEPAaKTUBHA.

Samucao odbpabhene Jieknuje Oymayher eJeKTPOHCKOr yIIOEHUKA jecTe Jia JOMPH-
Hece yCBajamy 3Hama O CKpUBEHMM MapKOB/bEBUM MOJEINMAa W HHUXOBOj IPHU-
MeHH y OmomH(poOpMaTUIn. 3a pa3dyMeBaibe TVIABHUX I0jMOBA HEOIIXO/HO je CamMo
OCHOBHO TIp€J[3HaMhe 3 MaTeMaTuke (yriaBHOM BepoBaTHOhe) u dmosioruje (yias-
HOM TeHeTHKe), MaJjia je jaCHO Jia 3a MOTIIYHO Pa3yMeBame OJIMCKOCT TeMATHUIU —
CTATUCTUYKO]j, PAIYHAPCKO], OMOJIOIIKO] — IIPEJICTaB/ba, IIPEJTHOCT.

Kana je peu o mapem pajry, UMILIEMEHTUPAHU aJTOPUTMHA MOTJIM OU ce cadpaTu
y HOB MOJLyJI ITPOTrPAMCKOT je3uka Python n 0djaBuTu Ha HEKOM OJ PEIO3UTOPHUjyMa
KOju TOXpambyjy nakere dyHkiuja, kao mro je PyPIl (emrs. Python Package
Indez) [9]. Ha Taj Hauumn Ou Ko €JIEKTPOHCKE JIEKIHje OMO JIAKO JOCTYIIaH CBHMA
U MOrao OU Ce jeJIHOCTaBHO MHCTAJUPATH, HIIP. TOMONy MeHanepa makera pip [7],

Te yIoTpeduTu y OMJI0 KOM MPOjeKTy 3acHOBaHOM Ha ynorpedu HMM.
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