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ANropuTMu 3acCHOBaHM Ha poheHAaHCKOM NapadoKey U NpumeHe

Caxxerak

Y meopuju eeposamrohe, npob.sem pohendana uau poheHdaHcku napadokc 6asu ce seposamHohoM da
y epynu 00 n cay4ajHo odabpaHux ocoba nocmoje 6ap dee koje umajy poheHdax ucmoez daxa. PohendaHcku
napadokc opmyauwe ce y3 npemnocmasky da je ceaku daH y 2oduHu (ocum 29. gebpyapa) jedHako
geposamaH 3a poheHdaH. Kada je 6poj cayuajHo odabpaHux ocoba 6ap 366, jacHo je da je seposamHoha
makeoe dozahaja 1. Mehymum, seposamuoha od 0.99 ce nocmudsice ca camo 70 cayyajHo odabpaHux ocoba,
a eeposamtoha 0d 0.5 ca camo 23 cayuajHo odabpaHe ocobe.

Ilocmoju docma aszopumamckux mexHuka koje omozyhyjy npumeHy pohendaHckoz napadokca Had
Npou380/6HOM AUCMOM CAYYAJHUX 06jekama. Heke 00 rwux He y3umajy y 063up demassve u Ha4uHe HA Koje cy
08U objekmu eeHepucaHu. Y o8om pady aHaau3upa ce odpebeHuju npobaem u nompaza 3a K0AU3Uujom Hao
06jekmuma Koju cy 2eHepucaHu umepayujama Heke pukcupaHe pyHkyuje. Y ogom cayuajy mozyha cy mHoza
noboswarsa. llpe ceeza, npedcmassmeHu aszopummu umajy docma marbe memopujcke 3axmege. 0sa
no6o/buarea cy makohe 8axcHa 3a KpUNMOAHAAu3y, jep nocmoju docma npumeHd y Kojuma ce OHa Mozy
uckopucmumu. Ilocmoje eeoma saxcHu aszopummu y meopuju 6pojesa, kao wmo je Iosapdos, koju
Kopucme 08y mexXHUKY 3a (hakmopu3ayujy yeaux 6pojesa uiu payyHaree duckpemHux 1ozapumama. [lloped
npumexey meopuju 6pojesa, y pady ce pazmampajy npumMeHe y npoHaaxicerby Koausuja kod xew hyHkyuja,

Kao u dupekmua Kpunmozpag@cka hpumMeHa y KOHmekcmy cugypHocmu 6,10K08CKUX Wug@pu.
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1. YBop

[Tocnenuiie poheHJaHCKOT Mapajiokca y kpunrorpaduju cy 6eckpajHe: y Kpuntorpadpuju jaBHOT U
TajHOT KJby4a, KPUIITOAHAJN3U U 6e36eJHOCTH, Kao M yTHULAj Ha CBe M0A06JacTh Kpunrtorpaduje, of,
npoydaBama NpPOTOYHUX WUpHU A0 Teopuje GpojeBa. M3 Tor passora je 3HauYajHO UCTpPakKUBambe U
pasyMeBambe poheHJaHCKOT TapaZjoKca U lberoBe NprMMeHe y Kpunrtorpaduju. Y 0BoM MorJiaB/by Hajlpe
Cy JaTe OCHOBe poheHJaHCKOr mnapajokca. HakoH Tora aHa/u3upaHe cy rpaHulie poheHpaHCKOr
napazoKca U peJicTaB/beHO je HEKOJIMKO YOIILITeha 0BOI Ipo6JieMa.

PoheHpaHcky napaiokc je cBeoOyxBaTHa napajurma y kpunrorpaduju. OH je UHTepecaHTaH IpUMeD
CyKoO/baBaka MHTYWTUBHOI pa3MHUlL/batha U MaTeMaTUYKUX NIpOpadyyHa U M3 TOT pasJiora ce Ha3uBa
napazokcoM. MHave, poheHaHCKU NapaZloKC HUje MpaBu NMapaZloKkC y cCMUCAy Ja he HAc LOBeCTH [0
JIOTUUKe KOHTPaJUKLHje. Y HEKOM CMHUC/Y, MOXe ce MOoCMaTpaTH Kao epuKacHa Npo6abUIMCTHIKA
Bapyjauuja Jupuxsieosor npuHnuna. OBaj MPUHLMI je BeOMa OMLITE MPaBUJIO U HABOJAM Jia aKo je n
rojsiy6oBa NoTpeGHO CMeCTUTH y M rojiybapHUKa, IpU 4eMy je n > m, OHJa IOCTOjU HajMame jeJjaH
roslybapHUK y KojeM ce Hasla3e 6apeM JBa roJsyba. /[lakje, YKOJIMKO je JaTO N AUCJYHKTHHUX KJaca
obGjekaTa u ckyn o1 N objekaTa, re je N > n, oHJ]a TOCTOjU HajMake je/lHA Kjaca Koja caZpKy JIBa UJIU
BHlIEe 00jekaTa. Y 0BOM KOHTEKCTY KaXKeMO /ia Ce JiBa 00jeKTa cy/lapajy y UCTOj KJIacu UJIU jeJHOCTABHO
Jla ©uMaMo koJsiusujy. Kopucrehu oBy TepMuHoioryjy, Jupux/aeoB NpUHLHMI jeJHOCTABHO HAaBOJM /ia 3a
n KJjaca, ca HajMawe n + 1 objekaTa, yBeK MOCTOjHU KoJiM3Hja. Y NPo6aOUINCTUYKOM KOHTEKCTY, MO/
NpeTNOCTaBKOM Jia Cy 06jeKTH paBHOMepHO pacnopeheHu usMeby KJaca, NIpUpPOJHO je MOCTAaBUTH
nuTame: Kosnko objekaTa 61 Tpebasio ga uMamo Jia 6U ce Ziecusa KoJin3Hja ca BepoBaTHohoM BehoM o[
1/2? OaroBop Ha OBO IUTakbE je CPK poheHAaHCKOT mapajioKca. 3a n KJjiaca H1je HEOIIXOJHO UMaTH n/ 2
06jekaTa, 3anpaso, 6poj noTpeGHUX 06jeKkaTa je ;ocTa Mawu. lako nu3HeHahyjyhe, TadyaH o/iroBop je peaa

BeJIM4YMHE Vn.

IIpo6sieM pobeHaaHa. [luTame Koje ce MOCTaBJba, A KOje je M03HATO U Kao MpobJieM poheH/jaHa jecTe:
Kosko oco6a je moTpe6HO Jia ce Hahe y UCTOj MPOCTOPUjH TAKO /ia je BepoBaTHONA /ia iBE 0/ TUX 0C06a
HMMajy pobeHJiaH ucTor faHa 6ap 1/2?7 TayaH oroBop Ha OBO UTame€ je 3anpano 23. /lakiie, yKOJIUKO ce
y NpoCcTopHju Hasaze 23 ocobe, BepoBaTHOha /a he Heke /iBe 01 HbUX UMaTHU POhHeH/laH UCTOT JjaHa je
Beha oz 50%. Y nopebhemwy ca MoryhuM 6pojeM faHa y rogunu (365), camo Masiu 6poj ocoba je noTpebaH
Jla 61 ce UCIYHUO YCJI0B Tpo6JieMa. 3aHUMJ/bUBO je HAalIOMeHYTH Jja CTaTUCTHKA [I0Ka3yje Ja poheHaHU
3ampaBo HUCY paBHOMepHO pacnopeheHu. YecTo NOCTOjH MPUCTPACHOCT TpeMa ojipeheHnM MecenimMa u
oapeheHUM JaHuMa y roAuHu. Mmnak, npobsieMm pobenHjaHa dopmy./uiie ce y3 NPeTNOCTaBKy Ja

pobeHaHu jecy paBHOMepHO pacnopeheHu.

[Ipe Hero 1ITO ce NOYHE pa3MaTpakbe aAropuTaMcke epUKaCHOCTH Y MpOHaJIaKe by KOJM3Hja BAXKHO

je MpoI1eHUTH BepoBaTHONY MOCTOjaha KOJM3Uja Y CKYNIOBUMa CAy4dajHUx objekaTa. [locTojambe TakBUX
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KOJIN3Mja MOXKe GUTH OJf CYIITHHCKOT 3Havaja 3a CHTYPHOCT KPUIITOTPapCKUX aIFOPUTaMa U IPOTOKOJIaA.
HapaBHo, TauHa BepoBaTHOha 3aBUCH 0[] pacno/iesie OBUX Cy4yajHUX objekaTa. Ha npumep, yKoJIMKO cy
OBU 06jeKTH M3reHepHCaHU NPUMEHOM CJ/y4dajHe NepMyTalMje HaJ Pas/MYUTHM BpeJHOCTHUMA WU
YKOJIMKO Cy CJIy4ajHO GMpaHU U3 CcKyna 6e3 Bpahamwa, He Moxke A0hHM [0 KOJiM3Hje, Tj. BepoBaTHOha
MoCTOjakba KoJIM3Wje Yy TOM cJay4dajy je Hysna. Ca Apyre crpaHe, BepoBaTHoOha Ja GJIM3aHLIU UMajy
pobeHzaH UCTOTr JlaHa je CKOpO jeJjaH.

HajjeqHocTaBHUjU c/y4aj 3a aHA/M3Y jecTe CJAy4ajHO M3BJIauele objekaTa M3 JaTOr CKyma ca
BpahamweM. 3a aHa/M3y OBOI CJy4Yaja MOTPeGHO je pasMOTPUTH JBa MapaMeTpa, Opoj Cay4dajHO
M3ByYeHUX objekaTa n U BeJM4MHy ckymna N. /la 6u ce ojpezansa BepoBaTHOha MoCTojarba KOJM3Hje
MOXKe Ce UCKOPUCTUTHU jeJHOCTAaBHA XeypUCTUUKA MeToJa. Y CKyIy o/, n objekaTa MOxe ce KpeupaTH
n(n —1)/2 naposa. C apyre cTpaHe, 3a 6MJI0 KOjU Hap, BepoBaTHoha Ja mocToju kosnusuja je N~1t.
[IpeTnoctaBs/bajyhu He3aBUCHOCT U3Mely MapoBa, mpolemyje ce Jia je mpoceyaH 6poj Kou3uja jeJHAK:

n-(n—1)

2N '
OBa jegHOCTaBHA XeypHUCTHUYKa aHaiu3a Beh yKasyje [ia je rpaHUIA HA KOjOj ce KOJIM3Hja jaB/ba OKO N =~
V/N. MehyTum, oBa aHa/M3a HUje 3a0Bo/baBajyha U3 BuIe passiora. [IpBo, HeNpaBUIHO NPETIOCTaB/ba
He3aBUCHOCT u3Meby mapoBa ob6jekaTa y ciay4ajHOM ckymy. /lpyro, He Jiaje BepoBaTHOhy jaBsbamba
KoJiM3uje, Beh yMecTo Tora mpoliemyje o4eKHBaHHU OPOj KoJiM3HWja yHyTap ckymna. M3 Tor passora y

HACTaBKY je U3BpIlleHa NpelU3HHja aHAI13a.

AHam3a ropmwe rpaHmue. 3a JaTHU CKyIN OJf n CJy4yajHO U3BYyYeHUX objekaTa M3 cKymna BejudydHe N,
Heka Coll} o3HayaBa BepoBaTHONWy mocTojarba HajMarbe jeJlHe KOJIM3Uje y TaKBOM CKymy. Pajau
jeJHOCTAaBHOCTH, NpETNOCTaB/ba Ce Ja je pejocies, U3BJadyerma ejeMeHaTa M3 CJAydajHOT CKyIa
HENPOMEHEH. Y TOM CJIy4ajy, CBAKOM eJIeMEHTY MOKe Ce IPUCTYIUTH BberoBUM 6pojem, oz 1 0 n. Heka
je eleMeHT i 03HaveH ca X;. 3a cBaku nap (i, j), BepoBaTHoha ja je X; = Xj je N~1. Ykonuko nocroju nap
KOjU je Yy KOJIM3UjH, OH/JIa TI0CTOjU KoJu3uja y ckyny. Kako je BepoBaTHOha yHUje fgorahaja yBek 003ro
orpaHHYeHa CyMOM BepoBaTHoRha IojejHaYHUX Jorahaja, 6e3 063upa Ha He3aBUCHOCTH, BaXKU /A je:

1 n-(n—-1)
Colly < —=—
N N 2N
[Taposu (i,j)
M3 oBora AupeKTHO NpousuJasu Ja je 3a n K VN BepoBaTHoha nocrojata KoJsusuje MaJsa. OBa

YHH-EHUIA C€ KOPUCTU Y CUTYPHOCHUM JI0OKa3uMa Ka/ia ce IoKa3yje a HujeiaH poh)eHJaHCKU Hama g HUje

npuMeHsbuB. Ciesiehu cTaB Zjaje HaM MpeLU3HY OLiEHY, U3HA/l TOPHbe IPaHULE.

CraB: Heka ky,k;, ..., ky € {1, ..., N} u Heka je k; cayuajua epednocm u3 unmepeasia 00 1 do N. Ako
3HAMo da cy ose cayuajHe epedHocmu mehycobHo He3asucHe ca jedHakoMm pachodesiom eeposamHoha u ako

umamo ysopak eeauuuren = 1.2 /N =~ +/N, mada je eeposamuoha da nocmoju i, i # j, maxeo da je k; =

k; eeha uau jednaxa 1/2.
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Y HacTaBKy je JaT JoKa3 ropwer craBa. Tpeb6a umaTu y BUAY JAa ce 6poj 23 u3 poheHJaHCKOT
napaziokca j061ja yKoJIMKO ce UCIIpaTH JIOTHKa Koja je Npe/cTaB/beHa y HacTaBKy. [Ipe Hero mro gamo
Jl0Ka3, HaBOJUMO JiBe [IPEeTIOCTaBKe:

e (isiy4yajHe BeJIMYMHE CY HE3aBUCHE.
e (O6pabyje ce camo ciyyaj paBHOMepHe paclno/iesie BepoBaTHoha. Micnoctassba ce Jja yKOJIUKO
pacnofiesia HUje paBHOMepHa, 6p0j y30paka Koju je moTpebaH je 3anpaBo Mawku o 1.2 * VN,

aJIv Taj cay4aj casa Hehe 6UTH MOKPUBEH.

JloKas:
P[Ri#j: ki=kj|=1—-P[Vi#j: k; #kj]
Jpyrum peunma, ofipehyje ce BepoBaTHOha 06pHYTOT Aorabaja, KaJla He MOCTOjU HUjeJHA KOJIM3H]a.

Kapza ce ogpenu, Ta BpeAHOCT ce oJly3uMa o1 1 u 1o6uja ce TpakeHa BepoBaTHONa.

i+ k=) =1- (50 () - () = - T ()

-1-[], (-7)

Caza ce MOXe HUCKOPUCTUTH HejefHaKocT 1 —x < e koja Baxu 3a x < 1, IITO je OBJie UCIYHEHO.

2 3
. . . . - — X X
WcTUHUTOCT OBe HejeHaKoCTH cienu u3 TejyiopoBor pa3Boja ¢yHKiujee ¥, e ¥ =1—x + PR

4 2 x3 X4

X . X . .
— M YMHbEHHIIE J1a je - — —+ + - — -+ I03UTHBHA BPE/IHOCT. [IlpuMeHOM OBe HejeIHAKOCTH JJ06Hja

4
ce:

n—1 i n-1 i 1one1.
P[E'i?tj:ki:kj]:l—n (1_N)21_1_[ eN=1—¢ NZi=1!

i=1 i=1

n2

_Lyn-1; _n .
Takobe, Moxke ce anpokcUMUpaTH U 1 —e N#=1' ~ 1 — ¢ 2N, ITO BaXkKW aKo je ancoslyTHa BPeJHOCT

2
€KCIIOHEeHTa MHOTO Mawa oA, 1. Akojen = 1.2 * VN, Jlobuja ce :—N = (0.72. Capa ce 1ako fob6ujau faje 1 —

—-0.72

e ~ 0.53 > 1/2, 1UTO YUHHU JJ0Ka3 KOMIIJIETHHM.

|
HMako fj0Ka3 yKk/by4yje caMo MHOKeHe BepoBaTHONA U MaHUIYJIal1jy jelHOCTaBHUM HejeJHAKOCTUMA,
OH Jlaje BaXXHY CTAaTUCTHUYKy MHbopManujy. 3aucrta, ako ce 3a N y3me 365, nobuja ce na jen = 1.2
V365 ~ 23. HTepecaHTHO je HaNOMeHyTH Jia BepoBaTHoha BeoMa 6p30 oma/ia yKOJMKO HMaMO MaHe
oJ 23 ocobe. C fipyre cTpaHe, BepoBaTHoha JjocTke 1 BpJio 6p30, YKOJUKO UMaMo Bullle of; 23 ocobe.
3amnpaBo, ca 70 ocob6a BepoBaTHoha je ckopo 1, Taunuje 0.99. 3a noTpebe 0BOT pajia UMIJIEMEHTHUPAH je
aJrOpUTaM KOjH 3a JaTu O6poj ocoba U3payyHaBa BepoBaTHONY Jla Heke JiBe 0/l BbUX HUMajy poheHAaH

HCTOT JIaHa, Kao ¥ OHAj KOjU 3a JaTy BepoBaTHONY M3payyHaBa KOJHUKO HajMamwe 0coba je MoTpe6HO Ja
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ce Haby y ucrtoj mpocrtopuju. [loganu cy nmpukasaHu Ha cauny 1 rje je gaT rpaduK 3aBHCHOCTH

BepoBaTHONe Jla HEKe iBe 0c00e MMajy poheHJaH UCTOT JlaHa o/ 6poja aTUX ocoba.
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BepoBaTHoka noknanaka poheHdaHa

Ciauka 1: 'paduk 3aBUCHOCTH IOTpebHOT 6poja ocoba o BepoBaTHONE Jja HEKe IBe 0/ (bUX UMajy

pobheHjaH UCTOT AaHa

Y HekuMM KpuUnTorpadpCKMM KOHTEKCTHMMA, 3aHUMJ/bHMBO je YOMNIUTHUTH aHaIu3y. Je[JHO Ba)KHO
YOIILITEHE jecTe NMOCTOjambe KOoJIM3uje u3Mehy /iBa pasiMuuTa cKymna. /lpyro nuTawme Ha Koje ce 4ecTo
HaWJ/1asu je OCTOjakbe BULIECTPYKE KOJIM3Hje, Tj. IOCTOjame 3,4 UM BUIlLE CJy4ajHUX eJeMeHaTa Koju
Jlesle 3ajeJHHYKY BpeJHOCT. 3a OBa YOINLITEHA, NpeJcTaB/beHa je caMo ynpouiheHa XeypuUCTHYKa
aHa/JM3a 3acHOBaHAa Ha OYeKUBAHOM 6pojy (BMILECTPYKHMX) KOJIMU3Mja T10J, MPeTHOCTaBKOM
He3aBUCHOCTH. OBa NojeZiHOCTaB/beHA aHa/IM3a MOKe GUTH NMpUJIaroheHa Tako Jia Jaje ropmwe U J10Hhe
rpaHUIle Kao U y cay4dajy Kosusuja. MehyTum, y BehuHU ciy4yajeBa OBO HUje HEONXOJHO U jeJHOCTaBHA

[IPOIeHa je JJ0BOJbHA.

Konusuja nsmelhy ABa ckyma. 3a 0BO yoIUITeHe JaTa Cy /ABa MOJCKYIa, CBAKU A00HjeH CIy4ajHUM
H3BJlaueleM 6e3 Bpahawa u3 UCTOr Hajckyna. Ca nq U n, 03Ha4UMMO oAroBapajyhe KapAWHAJHOCTH
MOJICKYTOBa, a ca N KapIMHAJIHOCT CKyma. [IpeMa KOHCTPYKIUjU KOJIM3HWja He MOCTOjU YHyTap OHUJIO
KOjer MoJiCKyIla U pa3MaTpa ce caMo KoJiu3Wja u3Mehy esieMeHaTa MPBOT CKyla U eJeMeHaTa JApyror
ckyma. Kako ce Moke HampaBUTHU N4 * N, TAPOBA eJieMeHaTa, 04eKUBaHU OPOj KoJin3uja je:
ng N,
N

Kajia cy oBa Ba moJicKymna UCTe BEJIMYUHE Ny = N, = N, 04YeKHMBaHU 6p0j KoJIM3Hja je u3Mehy oueKkuBammba
KOje CMO MMaJI 32 je/laH MO/ CKYII 0/l N eJIEMEeHTA U OYeKUBama 3a MO/ CKYI BesnunHe 2n. Tpeba numMaTu
y BUJIY [1a je pa3aMaTpatbe Mo/ICKyIa BeJUYrHe 2n CaCBUM IPUPOJIHO, C 063UPOM [Ia je TO BEeJIMUMHA YHHje

JlBa pa3aMaTrpaHa MoJcKyIa.

BumecTtpyka KoJm3Mja. 3a BULIECTPYKe KOJIU3Hje ce Takohe Mory pasMaTpaTH /Ba ciay4aja. v je fat

jeZlaH MoOACKyM U Tpara ce 3a [ pasJIMYUTHX eJleMeHaTa ca UCTOM BpeJiHOIINy, UM je AaTo | pa3IuIuTHX
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NO/ICKYTIOBA U Tpara ce 3a eJIeMeHTOM KOjH je 3ajeJHUYKH 3a CBe HbUX. YKPATKO, BUIECTPYKa KOJIU3Hja
on | enemenara HasuBa ce [-TocTpyka KoJiM3dja. Y3 yobuuyajeHy XeYpUCTHUUYKY aHaJu3y MOoJ
NpeTNOCTaBKOM HEe3aBUCHOCTU XUIIOTe3a, HaJIa3MMO Ja je OYeKUBAHU OpOj [-TOCTPYKUX KOJIU3Hja Y
NO/ICKYIy BeJIMUMHE n cKymna of N eJleMeHaTa:

Lim+1-1) nt
nl-N-1 7 opre N1

3a I-TocTpyKy Ko/1M3Ujy Mehy moJcKynoBUMa oAroBapajyhux BesM4YWHA N4 ... N; HaJAa3UMO Jia je

O4YeKUBaHU OPOj jeJHAK:

1
i=1 M
Nl—l

[Tog mpetnoctaBkoM Jia je [ goBo/bHO Masio Aa ce ¢akrtop [! Moke 3aHeMapHuTH, 3aK/bydyjeMo Ja

BepoBaTHoha 10jaBe -TOCTPyKe KOJIM3Hje YHyTap AaTOr MO/CKyNa ocTaje Majia3an « NUD/L,

HepaBHOMepHe cTaTUCTHYKe pacmogesie. Jlo caja ce Tparajyhu 3a Ko/M3UjoM MpeTNOCTaBJbajia
paBHOMepHA C/Iy4YajHa pacmno/iesa objekaTa KOju Cy y MOTEeHLUjaIHO] KOJIU3UjH. Y TPAKCH OBO HUje YBEK
Cc/lydyaj U Yy HEKUM CcJy4ajeBUMa MOXKe Ce TparaTu 3a KOJM3UjOM IOJ JAPYTUM CTaTUCTUYKUM
pacnofesiama. [log NpeTnocTaBKOM Ja C/aAy4ajHUd O6GjeKTH OCTajy HE3aBUCHU jeJHU OJf JAPYruX,
BepoBaTHoNaA jaB/bama KoJIM3Mje je YyBeK Beha ca HepaBHOMepHOM pacnofesioM. OBO NPOU3UJIA3U U3
Behe BepoBaTHOhe mojaBe KoJiM3Uje yHyTap je/lHOT Mapa CAy4yajHO M3BYy4YeHUX 0bOjekaTa. 3auCTa, MOJ
MPeTIOCTAaBKOM CJIy4ajHOT W3BJadyerma W3 CKyNa OJf N BPeJHOCTH, I'Ze ce BPeHOCT [ M3BJA4YU ca

BepoBaTHONhOM p;, BepoBaTHoOha IojaBe KOJH3Hje je:

n
ZP?
i=1

lox ycnoBom aaje Y7 p; = 1, oBa BepoBaTHOoha je MaKCHMMaJ/IHA Ka/ia Cy CBe BPEJHOCTH p; jeiHaKe 1/n.
Ha kpajy, kafja 06jeKTH HUCY U3ByYeHU HE3aBHCHO je[JHU OJi IpyTruX, HE MOXKe ce MHOro pehu o
KoJIM3HWjaMa. Y 3aBUCHOCTH OJi NpPelM3HUX JeTasba, KOJIU3Uje MOTy OMTH WM yelllle WM NMOTIYHO

HecTaTH. Y 3aBUCHUM CJ1y4ajeBMMa, clieniudpUiHa aHa/Iu3a je noTpebHa 3a CBaKU 0/ JaTHUX pobieMa.
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2. AJIropuTaMCKHY aClieKTH

Y oBOM norJiaB/by IpeJicTaB/beHe Cy Ujeje M Moryhe MMIJieMeHTallyje airopyuTaMa 3a IpoHa/IaXKehe
LIMKJIyCa y CeKBEHIM UTEPAaTUBHUX BpeJHOCTH QyHKIIMje, JOK ce ’bUXOBa IpYMeHa Ipoy4aBa Kpos3 Jia/ba
NorJIaB/ba OBOT paZia. OCHOBHM LIWJb jeCTe NIpOHaJIaXKeHe KoJIU31je HaJl 06jeKTHMa KOjU Cy TeHeprcaH!
WTepanujaMa Heke ¢uKcupaHe PyHKIMje. 32 pas/UKy 0 YoOUUajeHUX aJropuTama 3a oJipehuBame
nepuoia HA3a, OBU aITOPUTMU KOPUCTE 3HAaTHO Mamy KOJIMYKMHY MeMopHje 3a 4yBambe nozgartaka. [Ipe
npeJiacka Ha aJlf'OPUTME, Ja/be ¥ TEKCTY NIPBO je AaT YBUJ, y ONLITe NPeTHOCTaBKe U NpeJCTaBJ/beH je
IJIaBHU 3ajaTakK.

JlaT je ckyn S u dyuknyja F: S — S. [losnazehu o Tauke Xy U3 S, reHepHIlle ce HU3, TpeMa:

Xiv1 =F(X),020
['naBHu 3az1aTaK je mpoHahu Ko/iM3ujy y AaTOM HU3Y, penumMo X; = X;. Tpe6a umMatu y Buay Jia ce, 360r
JleTepMUHUCTHYKe IPUpOo/ie u3payyHaBama YJIaHOBA HU3a, U3 OUJIO KOje TaKBe KOJIM3Hje MOTy JOOUTHU
MHore. Kaza roa je X; = X;, nanasumo za je X; 1 = F(X;) = F(XJ) = Xj41 1 IOHOBO ce I06Hja Koin3uja.
Jlasbom utepanujom gobuja ce Xy, = Xjio, UTA.

Y nu/py npoydyaBama OBOI aJlOPUTAMCKOr Npo6JieMa, BXKHO je NMPETIOCTaBUTH Ja ce F noHawa
Makbe UJIM BULle cjay4dajHo. be3 oBe mpeTnocTaBke He 64 NOCTOjao pasJior 3a Kopulihewe poheHaHCcKoT
napazokca. lllTaBulie, yKo/IMKO ce 0Ba IpeTIOCTAaBKa U30aLlM JIaKoO je HAallpaBUTH KOHTpanpuMepe. Heka
jeS=[0..2" — 1] ckyn yesux 6pojeBa no moayuay 2" u F(X) = X + 1 (mod 2™). Taga ce 3a 6uso Koje X,
He MOoXKe TpoHahu KoJIM3Hja y HU3y X, 0CUM YKOJIMKO Ce He Pa3MOTPH Lieo CKyT of; 2" esieMeHaTa. Y 0BOM
cay4ajy, pohenzancku napajokc 641 mpegBUAeo Kousujy nocie 2™/2 enemenara. [lpemMa ToMe, BUAUMO
Jla HYje IpYMeHJ/bUB Ha 0Baj KOHTpaNpUMep.

Y uu/by TEOpHUjCKOT aHA/IM3Mpaa NoHallaka JAaTUX HU30Ba, F ce 06MUHO MOJiesyje Kao CIy4yajHo
npecjrKaBamwe. OBakaB MoJies1 M 0iroBapajyha aHasiv3a pe/icTaB/beHH Cy y NOTJIaB/by 3 OBOT paja. 3a
ca/ia, jeJHOCTABHO NMPETIOCTAaB/baMO Jla Ce HAKOH HEKOT BpeMeHa HU3 X MOHOBO Bpaha y HEKY 0/] CBOjUX
npeTxoAux BpeasHocTH. Kako je F dyHKIHja, a He epMyTaldja, HUIITA He rapaHTyje Ja he ce BpaTUTH y
X,. HacynpoT, 061M4YHO je TO HeKa KacHHja MO3ULUjy y HU3Y. YoOHUajeH HAayWH Jja Cce OBa YMHbeHUIla
NpeJ/CTaBH je LpTake HU3a X, BoJehu pauyHa o TOMe Jla y3aCTONHU eJleMeHTH HU3a OyAy cyceid Ha
uprexy. Kao pesysrart, npescraB/beHo Ha CJIULM 2, 1o6Uja ce 06/1MK Koju nozceha Ha csoBo p. Y3 oBor
pasJiora, [losapzioB p anropuraM dpakTopusalje HOCH TaKBO UMe. Ha ciunu ce MoXKe YOUUTH Jja HU3
¥MMa iBa 0/IBOjeHa Jlesia: UKJIYC U pell. AKO je TpBa KoJsin3HWja y HU3y X Kosuauja usmeby X u X, ;, oH7a
pern caZip>ku esieMeHTe HU3a o] X 10 X_1 , @ LUKJIYC IOYUHbe O X; U HeroBa y>KUHa je [, nepuoj HU3a
X.

['1aBHM 3aZjaTak y 0BOM IOIJIaB/by je NpoHahu Ko/M3ujy y HU3y X W/M joll 60Jbe, NpoHahu Ay>KrHe

IIMKJIyca ¥ pena HuU3a X. JeJHO pellere OBOT MpobJieMa je 1a ce KOPUCTe YOOUYajeHH aJiTOPUTMH 3a
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Tpakere N0OHaB/bakba y HU3Y. Ha npuMep, Moxe ce KOPUCTUTH OMHAPHO CTA6JI0 ITpeTpare Ja ce y mbera
CMeLITajy eJleMEHTH HU3a X, Y CBAaKOM TPEHYTKY IIO je/laH CBe JIOK Ce He M0jaBy NpBU AyndKart. [IpBo
NIOHaBJ/bake Ce jJoraha y TpeHyTKy ybanuBama X, y ctabso. Taga ce fosasu o 3ak/bydyka Ja je Ta
BpeaHocT Beh IpucyTHa Tj. npucyTHO je X;. Bpeme nsBpuasarba osor aiaropurmaje 0((s + 1) log(s + 1))
u yyBa ce O(s + ) eneMenaTa. BpeMe u3BpiaBama je CyIITUHCKU ONTUMAJIHO jep, OCUM IITO GYHKLH]jA
F uma BpJio crniendUdHaA CBOjCTBA, MOpA Ce U3TEHEPHUCATU HHU3 CBe 10 X, ; /la OU HeroB IIUKJIYC 6U0
JeTexkToBaH. lllTaBuile, oBaj aJroputaM JUPEKTHO Jaje U LYKHMHY LMKJAyca | U AyXMHY pena S.
MebhyTumM, gy>KMHaA nepuojia KOjU Ce OBUM aJIlOPUTMOM MOXKE OTKPUTHU OrpaHUYeHa je BeJUYMHOM
pacnosioxkuBe MeMopuje. Ha cpehy mocToje anTepHaTHBHM aJrOPUTMH KOjUMa He Tpeba TOJIMKa
KoJIMYMHA MeMopuje. OHU He Jiajy AUPEKTHO S U [, Tj. He poHa/a3e oAMax MpPBY KoJIU3HWjy Beh HeKy
KaCHU]jy U3 LukIyca. MehyTuM, ca pasyMHUM noBehameM LieHe U y3 JoJaTHa u3payyHaBamwa Moryhe je

Jno6utu s v | nonazehu ox npBe npoHaheHe Kou3uje.

KOJIM3Hja

Xo C
Ciauka 2: O6/1MK p 1061jeH TOKOM CJ1y4ajHOT MpecJrKaBamba

[loyumeMo ca mpeAcTaB/bakbeM [JBa jeJHOCTaBHMja aJlOPUTMa KOjU 3aJ0B0/baBajy [O0JATHHU
pecTpUKTHUBaH yciaoB. IlpenusHuje, oBa JABa ajJropdTMa MNPUCTYNajy BpeJHOCTMMa HHU3a X Ha
peCTPUKTHUBAH HAUYMWH, WIM Kao aprymMeHTuMa QyHKIUje F WM NPy UCHMTHUBaWbUMa Ha je/JHAKOCTH.
OBakBo kopuulhewe BpeJHOCTH HM3a MOXKe OUTH BeoMa BaXKHO jep J03BOJbaBa aJITOPUTMUMA 3a
NpOHa/IaKewe LUKJ/Iyca Jja 6y1y KopuIlleHN y KOHTEKCTY LipHe KyTHje, rie ce HU3y X MOXKe IPUCTYNAaTH
caMo UHJMpeKTHo. OBa pecTpukuyja je noce6Ho 6uTHaA 3a [loslapfoB p anroputraM daxTopuUsaLyje
(morsiaBsbe 4.1). 3aucra, y [lotap1oBoj p pakTOopHU3aIMjU, UCIUTHBAKE HA je/THAKOCT MOXKe Ce U3BECTH

jeIMHO UHIMPEKTHO, KPo3 U3padyyHaBame HajBeher 3ajemHUuKor aesvona (H3/1).
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2.1. Pnojaos aaropuram 3a IpoHaJIaKemwe IUK/Iyca

®J10j0B aJrOopUTaM 3a MpOHAJNAXKEHE I[UKIIYCa TaKohe je MO3HAT U KAao aJIT0PUTaM KOopHaya U 3ell.
OBaj ajsropuTaM je MNPUJIUYHO jeJJHOCTABAaH M jeJlaH je OJ HajuoNyJapHUjuX ajJropuraMa 3a
MpOoHAJIAXKee IUKJIyca. ieja anropuTMa je a Koprwbayda U 3el] KPeHY U3 UCTe NoYeTHE TauyKe, Kao IITO
je mpUKa3aHo Ha CJULM 3, a [la Ce KpOo3 CBaKy HapeJHy UTepalujy Kopwbada noMepa 3a jeZjlad Kopak, a
3el] 3a /iBa KOpaka. YKOJIMKO I0CTOjU LUKIYC, 3el; he ce Hahu y keMy U BepoBaTHO ra 06uhu Bulie of
jeHor myTa, 0K Ce KOHAYHO He CpPeTHe ca KOpHhAayoM Kajia oHa yhe y IIUKJYC. YKOJUKO He MOCTOjU

UKJIYC, 3e1; he gohu 10 Kpaja myTa, a Ha TOM My Ty ce Hehe cycpecTy ca KOPHhaAuoM.

Cnuka 3: Kopwaya u 3e1 Ha Iy Ty 00JIMKa p

®opmasnnuje, febuHUIIEMO HOBU HU3 Y (3elr), uMja je Be3a ca HU30M X (Kopmaya) JaTa ciaeaehom
jenHakomhy:
Y = X
AnTepHaTHUBHO, HU3 Y MoXKe 6UTH epUHNCAH H3pa3uMa:
Yo =Xo u Y41 = F(F(1)).
3a oBako flepuHucaHo Y ®J10j10B aNropuTaM NpoHasasy NpBU UH/JIEKC t TakaB Ja je Y; = X;. JacHo, 0BO
MO3Ke 6UTH 06aB/beHO Yy BpeMeHy O (t) kopuctehu MeMopujy BesmuuHe O (1), Kao LITO je Npe/CTaB/bEHO

AJITOPUTMOM 1. ﬂOBOJ’bHO je pavYyHaTHU BpeJHOCTHU 4JIaHOBA 1BA HHU34d IIapaJIeJIHO, JOK Ce He ITOKJIOIIE.

Yu1a3s: [loueTHa Tauka X, max 6poj urepauuja M
x < X
yex
forifrom1toMdo
x « F(x)
y <« F(F())
if x = y then
print ‘Konusuja usmehy uiaHoBa HU3a Ha UHJeKcuMa i 1 2i, map (X,y)’
exit
print ‘CBux M 4siaHOBa HU3a Cy Pa3JIUUYUTH’

Anroputam 1: ®10j10B asropruTaM 3a NpoHaNAKeHe LUKJIyca

11
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3a aHasM3y MOHAIllaka HABeJIEHOT aJIFT0PUTMa NOTPE6OHO je pa3yMeTH Be3y U3Mehy nosuije t (mpse
kKosu3uvje u3aMehy X u Y), gykuHe nukiayca | u gyxxkuHe pena s Husa X. [IpBo, kako je X, = X¢,
3aK/by4yjeMo Ja je t mepuo/ HU3a X U NpeMa ToMe YMHOXak nepuoa l. JIpyro, Kako je X; y IUKJIyCY

Hu3a X, oHJla t > s. 3anpaso, t je HajMabU yMHOXKaK 6poja | Behu (vm jesHak) of s:

t=[§]l

[llTaBulle, jeHOM KajJila je t MO3HATO J0OHjarbe AYXKHHe IMKJyca | je jeJHOCTABHO, JOBOJbHO je

padyHaTH HU3 X;,; JIOK ce He Jlohe MOHOBO /10 X;. OBo he ce lecuTH HAaKOH Ta4yHO | KOpaka.

2.2. DBpeHTOB aJiropurTaM 3a NpoHaJIaXKeme HUKJIyca

['1aBHU HepocTaTak PJi0j0BOT aJirOPUTMA je YHELEHMIA Jla CBAKKM KOPAaK 3aXTeBa TPU NPUMeEHe
¢dyHkuuje F. BpeHTOB a/iropyuTaM 3a IpoHaJlaKee LIUKJIyca je aTepHaTHBa Koja nopeJ Tora LITo paju
y IMHeapHOM BpeMeHy, 3aXTeBa Makbe Kopaka of, Piiojnosor anroputMma. HapaBHo, nzeja u peasusanyja
BpeHTOBOT aJiropUTMa Cy U HELITO CJI0KEHHU]E.

BpeHTOB ajsroputaMm ce Takohe Mo)ke omMcaTH Ha NpUMepy Kopwaue U 3ena. KapakTepuiuy ra
MOKpPeTHU 3el] U HelNOKpeTHa KOpHaya Koja ce je[MUHO MOXXe IpeMeCcTUTH. HauMe, Ha modeTky ce
KOpHaya U 3el] Hajla3e Ha UCTOj MOYeTHO] Tayky, 6au kao u koA Puojrosor aaropurMma (cauka 2). Y
CBAaKOj HapeAHOj UTepallUju 3el, ce IOMepa 3a jelaH KOpak, I0K Kopwada Mupyje. HakoH HeKor BpeMeHa
KOpHaya ce NnpeMelITa y Ta4Ky y KOjoj ce y TOM TPeHyTKY HaJsla3u 3el], a 3el] HacTaB/ba Ja ce kpehe.
BpeMme dekamwa Npe NpBOT NpeMellTalka KOpHaue je jelaH KOpakK 3elld, a BpeMe 4YeKama 3a CBAaKO
HapeJHO MpeMeLITamke, 0/ TPEHYTKa Kaja je MocjeAmd MyT NpeMeLITeHa, je Aymso Behe Hero 3a
NPeTX0JHO. YKOJIMKO 3el] iohe y UCTY Ta4yKy Yy K0jOj je HEIOKpeTHa KOpkhaya OHJA O4YMUIJIeJHO IOCTOjU
LIMKJIYC, YKOJIMKO JOCTUTHE Kpaj IyTa OHJa HeMa LUKJIyca.

3amTo ce yonute Kopwaya npemerurta? LIMkiayc Mox/Jja He caip>Ky 11e0 MyT KOjuUM ce 3el] kpehe u
aKo ce Ha TAaKBOM IIyTY 3el} Habe y IMKJIyCcy 6e3 Kopmwaue, OH he ocTaTH 3arjaB/beH U KpeTahe ce 3ayBek
yHyTap LMKJyca. 3allTo Ce 32 BpeMe YeKara Ha cJjefiehe mpeMellTakbe KOphade y3uMa Yo Ay>Kd
VHTepBaJl Hero NpeTxXoAHOr nyTta? Y jeHOM TpeHYTKy BpeMe 4yekawa U3Mely JBa npeMeliTama he
NIOCTATH Ay:Ke 0/ BeJIMYMHe LIUKIIYCa, a TaZa he kopwada 6UTH y LUKI/IYCYy YeKajyhu 3elia Jla CTUTHE Y TY
TauKy.

JenHOM Kajia je mo3HaTa Tadyka Xj yHyTap LMKJyca, MOXe ce NIPUMETUTH [ia je AyKUHY LuK/Iyca [
Moryhe npoHahu y TauyHo ! kopaka. To Moxe 6UTH 06aB/beHO KOpUIINemeM HMCTOT METOJa Kao KOJ,
npoHasnaxemwa | y ®sojaroBom anroputmy. IloTewkohy npezcraB/ba NpoHa/laXeke NMOYeTHE TadKe
nukiyca. Y BpeHTOBOM ajiropuTMy oBaj npobJieM ce pelllaBa MOKyLIajuMa ca HEKOJMKO MOYeTHHUX
Tavyaka, CBe JJOK ce He MpoHahe aZieKBaTHa. Y [[u/by MUHUMH3al1je YKYITHUX TPOIIKOBA, U3padyyHaBarba

KOpI/II.LIhEHa 3a [MpOHaJIa3aK HOTeHLlI/IjaJIHOF OHKJIyCa 3aBHCHaA Cy U TaKObe Ce KOpHucre 3a o,qpebHBa}be
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cne,qehe IMOYE€THE Ta4Ke 3a TeCTHUPAIbE. Hpel.[PI3HPIje, IMpeTnocTaB/ba Ce€ aAa je HHW3 IIOYETHUX Ta4YadKa Xl!

X3, X4y oy X,i, ... MHIEKCUpPAH cTeNeHWMa 6poja 2. 3a cBaKy IOYeTHy TaykKy X,i payyHa Ce HU3

cnenoenuka X CBe JIOK Ce He NpoHabe LMKIyC WM JOK ce He Jobe no X,i+1. Y npBoMm ciyyajy

204y
aJITOPUTaM ce 3aBpllaBa, JOK ce y APYroM cjaydajy mpesasd Ha ciaegehy modeTHy Tauyky X,i+1. OBaj
2

NPUCTYI IPUKa3aH je aJIfOPUTMOM 2.

Yna3: [loyeTHa Tauka X, max 6poj urepauuja M
x « Xp
yeXx
trap < 0
nexttrap « 1
forifrom1toMdo
x « F(x)
if x = y then
print ‘Kosnmsuja usmehy uiaHoBa HU3a Ha UHJeKcUMa trap U i, map
xy)
exit
if i = nexttrap then
trap « nexttrap
nexttrap « 2 - trap
yeXx
print ‘CBux M 4jiaHOBa HU3a Cy PA3JIUUYUTH

Anropuram 2: BpeHTOB aJITOPUTAM 3a IPOHAIAXKeHe LUKIIyCca

Kao u panuje, noHamame BpeHTOBOr ajiropuTMa aHalu3vpa ce Kafa ce y 003Up y3My AyKHHa
uukiyca l v gyxuHa pena s Hu3a X. OH je ycneluaH 3a 04eTHY Tauky X,k aKO ¥ CaMO aKo 2K > max(s, D).
3ancTa, aKo je npoHaheH LIUKIIYC ca AATOM [1I0YETHOM TAadKOM, OH/Ia Ta Tayka Mopa OUTH y LIUKJIYCY Tj.
2K > s u gyxuna nukiyca [ Moxe 6uTH Hajsuie 2X. Taunuje, cioxkeHoCT BpeHTOBOT aaropuTMa je
O(s+1D).

Ha kpajy, Tpe6a ¥MMaTH y BHAY Ja NOCTaB/bake No3uuuja y 06auKy 2K Huje jesqunu uzbop. Y
3aBMCHOCTH 0/ 3aZ,aTOr npo6JieMa MOry ce pa3MaTpaTH pa3/M4uTH 6p3opactyhu HU30BU. Ha npumep

TO MOXKe 6UTH PUOOHAUMjEB HU3.

2.3. IIpoHanaxeme nNoYyeTKa LUKJIyCca

Bupenu cmo a u ®10jaoB v BpeHTOB anroputaM Mory 6UTH KopuilheHH 3a poHaIaXKee AyKUHe
nukiyca | Hu3a X. MehyTuM, HUjeiaH of, BbUX He Jaje NYKUHY pela S UM eKBHBaJIEHTHO, O3ULH]y

noyeTKa LUKJ/Iyca. M3 yria npoHasaxkerwa KoJIM3Uje 0Ba NMO3UIIHja je jako BaXKHA. 3auCTa:

F(Xs_1) = X = Xg4 = F(Xgy1-1) ¥ Xg_q # X1

13
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[IpeMa ToMe, TpoHaIAXKeke yJacka y LUKJIyC OTKpHBA IPBY KOJIM3Hjy Y F' 1 0BO je je JUHO MeCTO Yy HU3Y
X rjle TakBa KoJiM31ja MOXe GUTHU NpoHaheHa.

Hakon ®JiojgoBor niu bpeHTOBOr alropyuTMa no3Har je 6poj t < 2(s + 1), TakaB Jia je X; y HUKIYCY
Huza X. [IpeMa ToMe, noyeTak LUKJIyca je 1jeo 6poj s u3 uHTepBaja [0 ... t]. Ha ocHoBy oBe uHpopManuje
Moryhe je npoHahy s Ha HEKOJIMKO pas3/IMUUTUX HauMHA. Y HAaCTaBKy Cy Npe/icTaB/beHa JiBa Ha4MHa 3a

penraBamke OBOT npo611ema.

Yna3: [loyeTHa Tauka X, Ay>KUHA [UKAyca |, max 6poj urepanuja M
x « Xp
yeXx
forifrom1toldo
y < F(y)
if x = y then
print ‘lluk/MYHa CeKBEHIa, TPBa KOJIM3Hja je u3Mehy 4iaHOBa HU3a Ha
uHgekcuMma 0 u |, map (x,y)’
exit
forifrom 1 to M do
X' « F(x)
y < F@y)
if X' =y’ then
print ‘[IpBa KosiM3yja je ©3Mely YsaHOBa HU3a Ha UHAEKCcUMain i+ ],
nap (x,y")’
exit
X < X'
ye<y
print ‘CBux M 4s1aHOBa HU3a Cy PA3IUYUTH’

Asroputam 3. AnropuTtaM 3a NpoHaJIaXKewe NoYyeTKa LUKIIyca

2.3.1. bunapHa npeTtpara

JenHoMm kapa je L mosHato, 3a 6UJI0 Koje 0 U3 UHTepBaJa oA 0 Ao t Moryhe je yCTaHOBUTH Ja JiU je
S < 0, UCIMTHUBAaWkEM [1a JIU BaXKU jeJHAKOCT X; = X, ;. 3aUCTQ, aKO je YCJI0B UCHYHEH X,; je Y [UKIYCY
U o > s, uHaue 0 < s. OBO UCNHTHBalke MOXe Ce 00aBUTHU M3payyHaBaweM HU3a X 10 o + [, mTo
3axteBa O (s + |) kopaka.

[IpoHanaxemwe eeMeHTa y COpPTUPAHOM HU3Y MOXe ce epUKACHO 00aBUTH KopullhemeM OHHApHe
npetpare. OBa npetrpara 3axteBa O(log N) onepauuja ako je ay:xkuHa Hu3a N. YKOJIMKO eJleMeHT HUje
NPUCYTaH Y COPTUPAHOM HH3y, aJrOPUTAM MOKE BPATUTH MO3ULHjy ¥ HU3Y HA KOjoj 6U eeMeHT

Tpebasio Jja 6y/ie CMelITeH: oYeTakK, Kpaj WK HeKa oJ mo3uluja n3Melhy /ABa y3acTonHa 4jaHa HU3a.

[Ipema Tome, kopuctehu 6UHApHY npeTpary s ce Moxke npoHahu anroputMoM ciaoxeHocTH O((s +

Dlog(s + D).
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2.3.2. /lupeKTHa mpeTpara

['1aBHU Mpo6JIeM MPEeTXOoJHE METO/ie je LITO Ce BHIe MyTa M3padyHaBa HEKOJMKO MCTHUX JleJI0Ba
HU33, Tj. IpepavyyHaBa ce ucta HHGopMaluja Buile nyTa. /la 6u ce u36erao oBaj HeIoCTaTaK MPUCTYTA
ce Ha pyry Ha4yuH. [IpBo ce uspadyHaBa X;. [lasbe, on X, 1 X; napasieJIHO ce M3padyyHaBajy JBa HU3a X;
Y X;,;, ucnuTyjyhu jenHakocT y cBakoM Kopaky. Kazia ce oBa JiBa HU3a noAyzape fobuja ce aa je s = i.
Hpeja je npencraB/beHa airTOPUTMOM 3.

JlupekTHa npeTpara oMmoryhaBa u3pauyHaBake BPeJHOCTH S U IPOHaIaXKee MpBe KoJiu3uje (0CuM
3as = 0) y Bpemeny O(s + ). Ha ocHOBY oBora, BUJMMO /ia je IpOHAJIa’Kehe KOoJIU3Uje y PeKyP3UBHO
JepUHUCAHOM HHU3y OBOT THUMA MNPAKTHYHUje HEro IMpOHaNaXeke KOJIM3HWje y JIMCTH Cay4ajHo

H“3abpaHux objeKaTa.

2.4. HuBawoB a/JiIropyTaM 3a NpOHAJIAXKemhe IUKIyca

Kao o je mokasano, u ®j10j10B U BpeHTOB asiropuTaM AeTEKTYjy LUKIYC Yy HU3y X KopullhemeM
X Ha pecTpUKTHUBAH HAYMH, WIH NpeKo PpyHKUUje F MId UCIMTUBAbEM jeJHAKOCTH HAJ| BpeJHOCTUMA
yJjlaHoBa HU3a. OBO jecTe BeoMa KOPHUCHO Y HEKUM CJ/lydajeBMMa, MehyTUM HekaJia je Hu3 X JUPeKTHO
JocTtynaH. [IpemMa ToMe, nocTaB/ba ce NUTAaKE Jla JIU AJITOPUTMHU 32 IPOHAJIAKeHhe [IUKIyca MOTYy OUTH
yHanpeheHu kopuiheweM BUllle U3padyyHaBama Koja 3aBUCe oJ1 BpeAHOCTH. 3a4yhyjyh je ogrosop aaje
TO 3aucTa Moryhe. [IpBu KOpak y 0BOM NpaBLy MOXe ce NOCTUhU yoTpeboM MeTo/ie UCTAaKHYTe TauKe,
Kao LITO je NIpeACTaB/bEHO HAa IpUMepy y paay [6]. OBo ce cacToju of naMmherwa BpeJHOCTU KOje UMajy
oapebeHa cBojcTBa, Tj. naMherwa HCTAKHYTHX TayaKa U YeKarmha HAa BbUXOB NOBpaTak. [JiaBHa moTemkoha
je u3abpatu f06py BepoBaTHONY MojaB/bUBakba UCTAKHYTHX Tauyaka. AKO Cy BeoMa y4ecTaJlle OH/ia je 6poj
BPEeJHOCTHU KOje ce MOpajy YyBaTH BEJIUKHU U a/irOpUTaM je HeepuKacaH. AKO Cy UCTAKHYTe TauKe peTKe
oH/ia je Moryhe Jja [UKJIYC He CaZip>KU HUjeJHYy UCTAKHYTy Ta4yKy U TEXHUKA je HeynoTpeb/bUBa.

Bobu HauuH kopuilhewa BpeJHOCTH 4/JaHOBA HH3a y aJrOPUTMY 3a NpPOHAJAXKEHE IMKJyca
npexasoxuo je Husam (Gabriel Nivasch) 2004. roauHe y paay [2]. [J1aBHa mpeTHOCT OBOT aJITOPUTMA je
LITO FapaHTyje 3aycTaB/batbe Herge uaMehy Xs ; ¥ Xgy2;_1, Tj. Y TOKY APYTOr MpoJiacKka KPo3 LUKJIYC
Hu3a. OBO je moce6GHO KOPHUCHO KO/, HU30Ba rje je | Mmasio y nopehemy ca s. [J1aBHa u/jieja je oip>kaBatbe
cteka Beh npoHalheHUX BpeZJHOCTHU HAa HAUMH KOjU rapaHTyje JeTeKHjy ukayca. /la 6M Kperupao oBakas
cTek, HuBalioB ajiropuTtam ce ocjiakba Ha OCTOjatbe NOTIyHe ypeheHOCTH Ha CKyNy BpeJJHOCTH HU3a U
¢dokycupa ce Ha UyBame MaJIMX BPEJHOCTH HA CTEKY.

['1aBHM 3a/laTak je ocUTypaTH Jia je HajMama BPeJHOCT U3 IMKJyCa YBEK CMeIlTeHa Ha CTeKy U
NPUCYTHA 3a [JeTeKUHWjy Yy TOKY JApYror IMpoJiacka Kpo3 ILUKJyC. Y aJropuTaMCKOM IMOrJeny
MMIlJIEMeHTallMja OBAKBOI' CTeKa HUje Texak mocao. Kaja roj ce uapayyHa HOBU 4JiaH X; HU3a X, ca
CTeKa ce yKJiamajy CBe BpeJHOCTU Behe o X; u X; ce Jlo/laje Ha cTek. Heka ce Ha cTeKy HaJsia3e peJjoM

BPeHOCTHU My, My, M3, ... . JaACHO, MMHUMaJIHa BPEJHOCT U3 LUKJIyCa je jeAHa OJi OBUX BPEJHOCTH,

15



ANropuTMu 3acCHOBaHM Ha poheHAaHCKOM NapadoKey U NpumeHe

penyMo HeKa je TO M. buJo Koju 41aH HU3a X MambU 0J, M, je BaH LIUKJIYCa, AaKJie Y ey Npe LUKJIyca.
Kako ce m; nojaBJ/byje mocJjie 0BUX, MOryhe Mamwux ejeMeHaTa, npeMa AepUHULUjU CTeKA OHA he 6UTU
MOCTaBJ/b€HA Ha CTEK U OCTATHU TaMO KacHHUje.

Jlako je youuTH Ja je cTeK y pacTyheM MopeTKy akKo ce X; YBeK Ao/aje Ha BpX cTeKa. [I[peMa Tome,
O6pucame Behrx BpeJJHOCTH MOXeE Ce JIaKo 06aBUTHU KopulihewmeM GUHApHe MpeTpare Haj CTEKOM U
ckpahuBambeM CTeKa 3a JIeo MocJie TavyKe Y Kojoj moaajemo X;. Y paay [2] je mokasaHo Ja je oueKHBaHa
BeJIMYMHA cTeKa y TpeHyTKY I jeaHaka O(logi). [laksie, n3y3eB y jako peTKUM CIy4ajeBUMa, MEMOPHjCKU
3axTeBW HuBaoBor aJroputMa Ccy Majid. 3a aHaJIM3y BpeMeHCKe CJI0KEHOCTH OBOT aJIFC0PUTMa y 063U
Tpeba y3eTH JiBa CKyla omepalyja: u3padyyHaBamwa PpyHKuHje F 1 ocTasne onepaiyje. 3aucTa, y CKOpPO
CBUM CJIy4ajeBUMa, U3payyHaBawa BpeJHOCTU QyHKIHje F ToOMUHUPA]y Yy BpEMEHY U3BpIllaBaka. JacHO,
Kako ce X u3padyyHaBa jeJHOM 3a CBe pa3MaTpaHe MO3UIHje, CBe [0 HajBUlle no3unuje s + 21 — 1, To
orpaHuyaBa 6poj u3payyHaBamwa QyHKIMje F. BuHapHa npeTpara yHyTap cTeka JJOMUHHUpa HaJ| OCTaJIUM
omepalMjaMa U lieHa CBakKe IpeTpare je jorapuTaMcka y OJHOCY Ha BeJWYHHY cTeka. [Ipema ToMe,
BpEMEHCKa CJIOXKEHOCT OCTaJuxX ofnepandja je orpanudeHa ca O((s + 20)log(log(s + 21))) . Ona
CJI0’KeHOCT Moxke 6UTH Beha o/ c/10’)keHOCTH puMeHa yHKuUje F. MehyTumMm, Tpeba umMaTtu y BUuay ja F
omepulie Haj 6pojeBMMa Koju uMajy HajMame O(log(s + 21)) 6utoBa, uHadye 6U UKIYC 6M0 Kpahw.
Jlaksie, cBako H3payyHaBame GyHKUUje F uMMa neHy HajMamwe O(log(s + 20)), nma u3padyyHaBama
¢yHKIMje F UNak IOMUHUPA]y Y BpEMEHY M3BPIlaBakha.

[Ipema ToMe, KaJia je mpuMeHJ/bUB, HUBaloB ajropuTaM Jaje A06po mobosbliamke aaropuraMa 3a
MpOHAJIAKEE IIUKJIyCa. Joll je/lHa MpeIHOCT ¥ mopehemwy ca PuiojaoBuM niu BpeHTOBUM aiIrOpUTMOM
je Ta WTO Kao AWpeKTaH M3Ja3 Jaje AYKUHY Lukiyca . HuBamoB anropuTaMm MpejcTaB/beH je

aJIrTOPUTMOM 4.

Yna3: [loueTHa Tavyka X, max 6poj urepanuja M
Kpeupambe pas3Hor cTeka S
X < Xp
mogatu map (x,0) Ha cTek
forifrom1toMdo
x « F(x)
TPaXXUTU X GUHAPHOM MPEeTpParoM no (COpTUPaHOj) NPBOj KOMIIOHEHTHU
if (x,j) je nponaheno then
print ‘Kosnsuja usmehy uiaHoBa HU3a Ha UeKcuMa j U i’
exit
else
3HaMoO Ja je Sy < X < Skyq
CKpaTUTH S 3a [le0 HAKOH Tadke Sy
Joaatu map (x,1) Ha Bpx cTeka S
print ‘CBux M 4aHOBa HU3a Cy PA3JIUIUTH

Anropuram 4: HuBalIOB aJITOPUTAM 3a IPOHAJIAXKeHe [UKIyCca
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2.4.1. TlpoHasa:xKeme MOYeTKa UKJ/Iyca

HakoH HuBamoBor ajaropuTMa u Jajbe MOe OUTHU NoTpebGaH MpoHaJasaK yjacka y LHUKAYC U
Jlo6ujambe IpBe KOJIM3Hje. Y TOM C/Iy4ajy, Kao U paHHuje, MOXKe ce HCKOPUCTUTHU ajiroputam 3. MehyTum,
OBaj aJropyUTaM ce caja Moxke nobosbliaT kopuuheweM Beh npukyn/beHux mHopMmanuja. Heka je
KOJIU3Uja leTEKTOBAHA Y TPEHYTKY i. PA3MOTpUMO cTame CcTeKa y TauKU /e je JeTeKTOBaHa KoJIh3Hja.
[lo3HaTo je Aa je TpeHYTHa BPeJHOCT X je/lHAKa BPeJHOCTHU ca cTeka S, = (x,j). JacHo, 3axBasbyjyhu
nprHUMnuMa HuBamoBor aqropuTma, x je MUHMMaJlHa BPeLHOCT U3 LieJIoT LukJiyca. [[pema Tome, ocum
3ak =0, S,_, oaroBapa BpeJHOCTU KOja je U3BaH LIUKJIyca. AKO Baxku Ja je Sp_q1 = (X;, t), BpeaHocT X;
MOJKe Ce MCKOPUCTHUTH Kao 3aMeHa 3a MOoYeTHYy TauykKy X, y aiaroputmy 3. Kaza je k = 0 kopuctu ce
OpUrMHa/Ha no4yeTHa Tadyka X,. CBe y cBeMy, oBo oMmoryhaBa HellTo 6pKe o/jpehuBame noueTHe Tayke

LUKJIyCa.
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3. AHa/iM3a c/1y4ajHUX NpecjauKaBambha

Jobpo noHamawe DsojaoBor U bpeHTOBOT anroputMa 3aBucu oJ; GyHkiuje F, kopuinheHe 3a
JNeprHMCabe pa3MaTPaHOT peKyp3uBHOT HU3a. Beh 3HaMo Jja ce Heke QpyHKIM]e JIollle TOHALIAjy, KAao Ha
npumep F(X) =X+ 1(mod2™). C TuM y Be3H, y OBOM IMOIJIaB/bY INpPeACTaB/bEHA Cy CJydajHa
npecJuKaBama.

[TapameTpHu ciy4ajHUX Npec/vKaBamwba Cy Npoy4yaBaHU ayro Bpemena. ®naxoset (Philippe Flajolet)
u Opnucko (Andrew M. Odlyzko) y cBoM pagy [3] majy fobap nperJies, oBe TeMe U ONIITH HPUCTYH 3a
aHa/IM3y ACUMIITOTCKOT IOHalllalkha MapaMeTapa CJAyYajHUX MpecivKaBamka. Y OBOM IOTJaBJ/by
npeJ/iCTaB/beH je MPUCTYI KOjU Cy OHU NPEJOKHUJIMA U AT je KpaTak IperJiesi HEKUX 0J] OCHOBHUX
CBOjCTaBa CJAy4YajHUX Npec/irKaBamwa. CBe UMbeHHIle TOTUYY U3 HaBeJIeHOT pajia U oJiHOCe ce Ha rpad
CIy4ajHUX TMpecJUKaBamka Ha CKymy o n ejeMeHaTa. To Cy acUMITOTCKU pe3yaTaTd U [ajy

ACUMIITOTCKY IIPOLEHY 3a PA3JIMYHUTE [IapaMeTpe KaZd N TeXKHU 0GEeCKOHAYHOCTH.

3.1. CiayyajHa npec/JiMKaBamba U QYHKLIUOHA/IHU rpad

CnydajHa Tmpec/ivMKaBama Cy MOpo6aGUIMCTHYKKA METOJ, KOjU TNpoydyaBa KapaKTEPUCTUKeE
npec/JvKaBama CKyla o/l n eJleMeHaTa Ha camor ce6e. 360T jeJHOCTAaBHOCTH, IPETIOCTaB/ba Ce Jja OBa

npecavKaBama onepuiny Haj ckynom {1 ...n}.

Aedunnumja: Heka je F, = {¢ | ¢: {1,2,..n} > {1,2,..n}} ckyn ceux gynryuja koje npecaukasajy ckyn
00 n esemenma.y camoz cee. Kasxcemo da je @ cayuajHo npecaukasarse ako ceaxy epedHocm ¢ € F,, yauma

ca ucmom eeposamtohom P[@ = @] = 1/n".

CnydajHa mnpecJvKaBawa NpeJCTaB/bajy WM XEYPUCTUUKM WM TadaH MoJeJs 3a pashuduTe
IpUMeHe y TeHepucamwy CJIy4yajHUx 6pojeBa, TeopHju 6pojeBa, Kpuntorpaduju U aHaIM3M aJropuraMma
yomiuTe. CjiydyajHa Ipec/aMKaBamba Takohe ce jaB/bajy y MHOTMM Ipo6yieMrUMa AUCKPETHE BepoBaTHohe.
PasmoTpuMo, Ha npuMep, ciesehe TBpAme:

1. Hacymuuno ce y6auyje n jontuna y m kytuja. Taza ce odekyje Aa he oko e~m/m

KyTHja OCTaTH
npasHe. [Xelmunpame]

2. ¥ cobu ce Hasaze 23 ocobe. Beh cMo Buenu fa je [o6pa vjeja KIaJuTH ce Jia Be 0cobe y cobu
nMajy uctu pohenas (mance cy 50,7% y Haiy kopucrt). [Pohenmancku napagokc]

3. Yokosazuie Koje ce mpoaajy y Tpaduiuy cajpxe cauduie. I[locToju n Moryhux pasiuyuTHX
CAMYMLA. 3a CaKylJbeHY KOMILJIETHY KOJIEKLHU]y CIUYUIA O4YeKyje ce Jia je MOoTPeOHO KYIUTH OKO
nlogn vyokonaauua. [[Ipo6seM KoseKLMOHAPA CAUYULA].

4. YKOJIMKO Cce 3a reHepHcambe CJIy4YajHUX OpojeBa KOPUCTHU METO/L Cpe/iber Jiesia KBapaTa (MM HEKU

JApyry "HacyMUYHO" AW3ajHUPAH reHepaTop Cay4YajHux 6pojeBa) Koju paau ca l iudapa, ouekyje ce
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Aa he o yhu y nuxiayc HakoH npu6mmkHo 242 kopaka. ["HacyMH4HM" reHepaTOpH CAy4ajHHX
6pojeral.

5. TosapmoB anroputaM 3a ¢pakTopu3anujy BepoBaTHo he Hahu daKTop cioKeHOr meJsior 6poja n
yuyTtap 0(n'/*) kopaxka. [[losapzoB p-MeTox].

6. IlocToju n mmnujyHa Koju NpUucycTBYjy Kpunrtorpadckoj KoHPepeHLUjU U 0CTaBJ/bajy CBOje IIelnpe
y rapzaepo6u. Kaja ce mpespaBame 3aBpILIM, CBaKM IINMUjyH HacyMulle ysuma uwemup. Tajga ca

1

BepoBaTHONOM OKO e~ HMKO Hehe UMaTH CBOj Iemup Ha riaBu. [[I[pobseM HeypeheHocTH].

O/1Max ce MOXKe MIPUMETHUTH Jla OBa TBphemwa Hoce Heke HHopMalyje o (CaydyajHUM) npecjaruKaBambuMa
M3 KOHAYHOT CKylla Ha KoHauyaH cKyIl. Heka F3™> o3HavaBa KoJIeKL[Hjy CBUX QYHKIMja KOje KOHayaH
CKyINl BeJIMYMHE N NpecjvKaBajy Ha KOHayaH CKyIl BeJMYMHe m. 3a nmocebaH cjaydaj Kaja jen =m,
KOPMCTH ce o3Haka F,, = F5™”. Moziesin y KojuMa ce pasMaTpajy cay4ajHu eJieMeHTH u3 F,, mo3HaTu cy
Kao MOJieJIU C/Iy4ajHUX NIpec/IvKaBamba.

TBphewe 1 je TUNUYHO 32 YMTAB HU3 MPoOGJIEMa KOjU Ce MPeACTaB/bajy MPUJIUKOM aHa/IU3e
OueKUBaHUX NepdopMaHcH xell ajroputama [7]. TBphemwe 2 je no3HATO M3 paHUjUX NOTJ/IAB/bA OBOT
pajia ¥ BUieJIM CMO /1a CBOjY CJIaBy AyTyje NPUJINYHO HEUHTYUTUBHO]j HUCKO]j BpelHOCTH 23. TBphemwe 3
je HelTO KOMIIMKOBAaHHje Ol PAHUjUX, NOLITO je cajia U caMO m CJy4ajHa IPOMeH/bUBA y NPoLecy.
MebyTuM, ako ce pasaMoTpu BepoBaTHoha jforabaja Aa je ¢ukcupaH 6poj 4YokosaAuLa m A0BO/baH 3a
LeJsly KOJIEKLHM]jy, OHJla Ce MOXKe IIPUMETHUTH Jia ce 0Baj Npo6JsieM CBOJAU HA CTaHJAP/HHU CTAaTUCTUYKHU
npo6siem y F5™>. Tephewe 4 je GJIMCKO TEMH OBOI paja, jep ce 6aBU MUTEPATUBHOM CTPYKTYPOM

F5™> 3an = m = 2!. Ono wTo 0BO TBpheme y

KOHA4YHOT cKkymna y cebe. To je TBpheme Koja ce Tude
CYUITUHH Ka)Ke jecTe Ja CAy4yajHO INpecjuvKaBamwe ¢ € F, uma TeHJeHIUjy fa yhe y IUKJIYC HAaKOH
npub.mKHO V1 Kopaka. Kao mTo je mosHaTo, oBa yMm-eHuIa y KoMGuHanuju ca ®J10j10BOM HziejoM 3a
TecTUpame reHepaTopa CJydajHUX OpojeBa foBesa je fo IlonapaoBe p -MeToze dakTopu3aLuje
(TBpheme 5). OBo je moBesio u A0 dpakTopusanuje ocmor PepmaoBor 6poja Fg = 22° 41, BUzZeTH [5].
[Tocnene TBphewme 0OJHOCH Ce Ha C/Iy4ajHe MepMyTallije Koje YuHe ocebaH nmockyn F,.

[Ipuctyn ®aaxosera u Ofvcka fja npoHahy acHMITOTCKe MapaMeTpe C/yYyajHUX NpecauKaBarmba

3aCHUBA Ce Ha U/Iejy 0 aHAIM3U CTPYKTYype GyHKIHoHaMHOT rpada yHkuuje ¢ € F,,.
Adebununmja: 3a ¢yukyujy ¢ € F,,, dynkyuonasvu zpag dedunuwe ce ckynom usoposa V(p) =

{1,2, ...n} u ckynom ycmepenux zpana E(p) = {(i, p()) |1 < i < n}.
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Ciuka 4: [lpumep ¢yHkumoHa Hor rpadasa @:x —» ((x —1)2 + 2) (mod 20) + 1 € F,
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Jlaksie, CBaKo C/Iy4ajHO Mpec/AvKaBakbe ¢ Ha CKyMNy S, O/ n ejeMeHaTa ce Takohe mocmaTpa M Kao

ycmepeH rpad G, YMju YBOPOBU U Cy TayKe U3 S, U 4uje ycMepeHe rpaHe cy obsuka (v, ¢(v)), 3a cBe

4yBOpoBe v U3 S,,. CBakK 4BOp rpada MMa U3Ja3HU CTelleH 1, 0K je yJla3HU CTeleH IPOMEH/bUB U MOXKe
6uty 0 wiu Heku Behu 6poj. HapaBHO, Npocek U3/1a3HUX CTeNleHa je/iHaK je IPOCeKy y/Ia3HUX CTelleHa,

Tj. 1.

3.2. Onumra cBOjCcTBa

IloBe3aHe KOMMNOHeHTe. [loBe3aHa KOMIIOHEHTA JI0OUjeHa je TPyNHCcakbeM CBUX Tadaka /0 KOjUx ce

Moxke pgohu W3 mnodyerHe Tavyke mnparehu rpane rpada G, y 6uno kom cmepy. Ha mpumepy
dyHk1MoHaMHOT rpada (cavka 4) MOTYy Ce YOUUTH JBe NOBe3aHe KOMIIOHEHTe. ACUMIITOTCKH, 6POj

NI0BE3aHUX KOMIIOHEHTH y rpady G, je oko In Vn.

JlucroBu. Jlucty rpady G, je YBOp v yJ1a3HOT CTeneHa HyJsia. EKBUBaJIEHTHO, TO je eJIEMEHT ¥ U3 Sy, Koju

He npunaja ciunu ¢yHknuje ¢. Ha caunu 4 Heku of siuctoBa cy: 2, 10, 20, uTa. ACMHMITOTCKH, 6pOj

aucrosay rpady G, je oko n/e.

YHyTpammi YBOPOBU. YHyTpallbu 4BOp y rpady G, je YBOp v yJasHor creneHa Beher o Hysa.
EKBUBaJIEHTHO, TO je eJieMeHT vV U3 S, Koju mpumnaja caunu ¢yHkiuje ¢. Ha caunu 4 Heku of
yHyTpalltbUX YBOpoBa Cy: 8, 12, 4, uTA. ACUMIITOTCKH, 6POj yHYTpallltbUX YBOpPOBa y rpady G, je oKo

(1-1/e)n.

H3BeAeHU yHYTpAILlKkbU YBOPOBU. EjneMeHT v U3 S, je k-THU U3BeJleHN YHYTpalllbU YBOP aKo U CaMo
aKo TOCTOjU eJeMeHT x u3 S, TakaB jga je v = ¢ ¥ (x), rae ¢*) o3nauaBa k y3acTomHuX mpuMeHa
dyHK1Mje @. Moxe ce IPUMETUTH /ia je k-TU U3BeJleHU YHYTpallbu 4YBop Takohe u (k — 1)-u usBegeHu
yHyTpalmwy uBop. Ha ciuny 4, Ha npuMepy QyHKLIIMOHAJHOT rpada Moxe ce IPUMETUTH Jia je 4Bop 8
JIPyTU W3BeJleHW yHyTpallibd 4YBOP, @ YBOPOBU 12 U 4 4YeTBPTH U3BEJEHU YHYTpAlIHhU YBOPOBH.
ACUMITOTCKH, 6pOj k-THX U3BEJ€HUX YHYTpallllbUX YBOpoBa y rpady G, je oko (1 —7y)n, rae je ti
JepHHUCAHO PEeKYP3MBHUM U3pa3uMa:
To=0 U Tpyq =™ L
HukanyHu YBOPOBH. L{nkinvaH 4yBop y rpady G, je YBOp v KOju MpUnaja HeKoM LUKIIYCy rpada G,.

EKBHBaJIEHTHO, TO je eJleMeHT v U3 S, KOju 3a Heko k Moxxe GUTH J06UjeH Kao CBOj k-TH H3BeJieHU

yHyTpaumbu uBop, Tj. v = ¢ (v). Ha cimuy 4 LUKIMYHU YBOPOBH cy: 12, 4, 7 1 19. ACHMITOTCKH, 6poj

UMKJIMYHUX YBOpoBa y rpady G, je 0Ko \/mn/2.
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3.3. JlokaJsiHa CBOjCTBa

JlokasnHa cBojcTBa ofjHOCe ce Ha rpad G, KaZia ce OH IocMaTpa U3 clydajHe moyeTHe Tayke. OBa

CBOjCTBA Cy BeEOMa BaXKHA jep YrJIaBHOM AUKTUPAjy MOHALIakbe aIT0pUTaMa 3a IPOHaJXKemhe [UKJIyca.

AykuHa pena M DMKAyca. /ly)kMHa pemna je yJa/beHOCT U3Mehy Mo4yeTHe TaykKe U TadyKe MOYeTKa

nukJiayca. Jly>krHa quKJ/Iyca je ya/beHOCT u3Mely Tauke novyeTKa LUKJIyca [0 lbeHOT IPBOT IOHAaBJ/bakba.
3a cay4yajHy o4YeTHY TauyKy MpOCevyHa Jy>KHHa pera je oko /mn/8. [IpoceyHa fyKHHa IIMKJIyca je/lHaKa
je IpocevyHO] Ay»KUHU pela, jakje o0Ko /mtn/8. [IpeMa ToMe, npoceyHa AyKUHa NyTame (pen U LUKJIYC)

Jlo6ujeHa peKyp3UBHOM MPpUMeHOM QYHKIIHje ¢ U3 C/IydajHe MoYeTHE TauKe je 0KO /tn/2.

Be/silM4MHa NoBe3aHe KOMIIOHEHTe U BeJIMYMHA cTa6J1a. [IpoceyHa BesiMuKHaA [TOBe3aHe KOMIOHEHTe
KOja ca/ipKu JIaTy NMOYeTHY Tauky y rpady G, je oko 2n/3. AKo ce OrpaHMyYHd Ha HELMKIUYHU [Ie0 OBe

KOMIIOHEHTE U aKo ce MocMaTpa CTabJio Koje CaJip>Ku CBe YBOPOBE KOjU HAa UCTOM MECTY yJiase y UCTH

LMKJIyC Kao W MOYeTHA TayKa, MpoceYHa BeJu4uHa ctabsa y rpady G, je oko n/3. Ha ocHoBy oBux
pesyJitata npumehyje ce Aa je BesinKu ieo Tayaka y rpady G, rpynucaH y jejHy HoBe3aHy KOMIIOHEHTY.

OBa KOMIIOHEHTA Ce YeCTO Ha3MBa I'MraHTCKa KOMIIOHEHTA.

Bpoj npeTxoaHuka. [IpeTxoHUK U3abpaHe MMOYETHE TAaUKe je CBaKa Tayka Koja ce y by IMpecjrKaBa.

[IpoceyaH 6poj npeTxoHUKa U3abpaHe [MOYETHE TayKe je OKO /tn/8.

3.4. EKcrpemasiHa cBOjCTBa

Hajayxe nytame. BaxkHO nuTame Be3aHO 3a CJIy4ajHO Npec/juKaBambe jeCTe lheroBo NoHallame Kaja je
r3abpaHa Hajropa Moryha movyetHa Tadka. Kosnko Tpaje ajropuTaM npoHajaXKerwa LUKJIyca y 0BOM
caydajy? Ha cpehy, oueknBaHa Ay»XWHa HajAyKer pena, HajAyKer UKJIyca U HajayKe MyTamwe (pemn u
IIMKJIYC) je UCTOT pe/ia Kao M y MPOCEeYHOM cJ1y4ajy u usHocu 0 (\/n). CaMo ce KOHCTaHTe pasJ/IuKyjy.
IIpenusHuje, 04eKMBaHa Jy>KMHA HajyXer LIMKJyca je c;v/n, rae je c; ~ 0.782. QuekuBaHa Jy*HHa
HajayXer pemna je c,\n, Te je ¢; = V2mIn2 ~ 1.737. OuekuBaHa Ay>KMHA HajAyKe NyTame je c3Vn, Tae
je c3 = 2.415.Y pany [3] je npumeheHo gaje ¢; < c¢; + ¢,. Kao mocienuna Tora, 3a He3aHeMapJbUB 6POj

C/IyYajHUX NpecJrMKaBamba HajAy»kK1 peln He BOJM 10 HajayKer LUKJ/Iyca.

I'MranTcka KOMIOHeHTa. /lpyra /JBa 3HayajHa eKCTpeMasiHa CBOjCTBa Cy MNpOCEYHA BeJMYMHA
TUTaHTCKe KOMIOHEHTe M MpocevHa BesJMyMHa Hajseher cra6sia y rpady G,. [Ipema pesyaraTtima o
IPOCEYHO] BEJUYMHH NOBe3aHe KOMIIOHEHTe M MPOCEYHO] BEJUYMHM CTabja 3a CAy4ajHy MOYETHY
TauyKy, 3HaMo Jia Cy oBe BesinuuHe Behe oz 2n/3 u n/3, pecnektuBHoO. [Ipenu3Huje, o4eKMBaHa BeJIMYUHA
TUFAHTCKe KOMIOHEHTe je dqn, rje je d; = 0.758. OuekuBaHa BesinuvHa HajBeher cTabJua je d,n, rae je

d, ~ 0.48.
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4. TlpumeHe y TeopUju 6pojeBa

Teopuja 6pojeBa je rpaHa MaTeMaTHUKe Koja ce Mpe cBera 6aBU MPOy4YaBamkeM CBOjCTaBa LEJUX
6pojeBa. Uma BpJsio ayry u 6oraty uctopujy (Eykaua, Ojuep, I'ayc). [lyro je cMmaTpaHa HajuuCTHjOM
rpaHOM MaTeMaTHKe, y CMUC/IY Ja je 6Ula Hajjaba Of OMJI0O KAKBUX KOHKPeTHUX NpUMeHa. /laHac je
Teopuja 6pojeBa jeZiHa 0/l HAjBAXKHUjUX TPaHa MaTeMaTHUKe 33 MIPHUMeEHEe Y KpUIITOrpadHju U CUTYPHOCTHU
pa3meHe nHpopMaLHja.

Heku oj mpakTH4yHUX MpobJseMa Teopuje 6pojeBa jecy dakTopusanuja NpUPOJHUX OpojeBa U

npo6JeM AUCKPETHOT JIOTAPUTMA.

dakTopu3anMja npuposHUX 6pojeBa. OCHOBHA TeopeMa apUTMeETHKe (UM TeopeMa O jeZJHHCTBEHO]
dakTopusauuju) jecte TBphemwe Aa cBaku npupoaHd 6poj Behu of 1 je uim npocT 6poj UM ce Moxe Ha
jeAMHCTBEH HAa4YMH MpPeJCTaBUTH Kao MPOU3BOJ, MPOCTHUX GpojeBa, /0 HUBOA pejoc/e/a YMHHUJIALA.
dakTopu3anyja BeJUKUX MPUPOJHUX OpOjeBa je Texak Mpob6JeM U yIpaBO Cy HA HEr0BOj TEXXHUHHU
3aCHOBAHU HEKH 0] CaBpeMeHUX MeTo/1a 3a mudpoBame. Kaga ce roBopu o npobiieMmy dpakTopusaiuje
npupoJiHor 6poja N moapasyMeBa ce /a ce Tpakd 6UJI0 KOju HeTpuBHjasaH dpakTop 6poja N, ma ce
npeTnocTan/ba Aa je N HenapHo. Tako je 105 = 7 - 15 ycnemHa ¢pakTopusanuja, 6e3 063upa Ha TO IITO

je 15 cnoxeH 6poj.

IIpoGsieM auckpeTHOr jorapurMa. Heka je G koHayHa MKJIWYHA Ipyna peja n. Heka je g reHepaTop
rpyne G v h npousBoJ/baH ejeMeHT U3 G. [1oJ AUCKPETHUM JIoTapuTMOM 6Gpoja h 1o 6a3u g, y 03HAIU
log, h, moapasymeBa ce jeAMHCTBeHM Hen 6poj @, 0 <a <n—1, TakaB aa je h = g%. ¥ KoHa4HO]
MYJITHUIIJIMKATUBHOj TPYNH G peia n, 3a CBako b € G ¥ CBako a € Z J1aKo je u3padyHaTH b%. 3a pasyiuky
oJ1 TOra, 3a JjaTto a € G npoHahu 6poj @ € Z TakaB Ja je b* = a, Tj. pewuTH NMpo6JeM JUCKPETHOT

JIOTAapUTMa je TEeLIKO.

AnropuTtaM dpakTOpU3alMje 3aCHOBAH Ha YHUHEHUIH [Jla Ce Y TOKY CJy4ajHOT JyTama Mo CKyNy oJ N
e/JleMeHaTa o4eKyje Hausasak Ha Beh paHuje mperJieJlaHu eJleMeHT HAKOH oTnpuiauke 1.2v/n Kopaka,
610 je MPBU aJITOPUTAM CYLUITUHCKU OPKU 0/ paKTopHU3alivje HU30M IPOOHUX Ae/bera. OBaj ajropuram
HasuBa ce [losapaoB p anroprTaM, a 3aliTO HOCH TaKaB Ha3WB NOKa3aHO je y MOrJaB/by 2 OBOT paja.
Jla/be y TeKCTy pesicTaB/beHa je ujeja [losapgoBor anroputma pakropusaiyje. Takohe je mokasaHo ia
ce UCTa U/Jieja MoXKe KOPUCTH 3a pelllaBake NpobsieMa JUCKPETHOT JIOTapUTMa, Kao U 1a OBE METO/IE Y

BeJIMKOj Mepu KopucTe D10j0B 1 BpeHTOB asropuram.

4.1. Tlonapaos p ajaroputam ¢pakKTopusanmje

[Toslapz0B p METOJ je BeoMa MpaKTU4YaH ajiroputaM dakTopusaiuje koju je losapa (John Pollard)

npeacraBuo 1975. roauHe y cBoM paay [13]. OBaj airopuTaM “Ma 3a LiU/b MPOHATKEHE pPeaTHUBHO
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Manux pakTtopa esor 6poja N. OH y Besnkoj Mepu Kopuctu PsiojaoB 1 BpeHTOB ajroputam y nusby
MpOoHAJIAXKea IUKJyCca y peKyp3UBHO JepuHrcaHoM Hu3y. 3a [Tosiap10B p MeTO/, HU3 KOjU Ce pa3MaTpa
Mopa Jia nocejyje joul jeIHO JoAaTHO CBOjCTBO. [Ipenn3Huje, ako 03HaYUMMO OBaj HU3 ca X, 3aXTeBa ce Ja
3a 6usio koju mpoct dakTop p 6poja N, Hu3 X (mod p) Takohe 6yne nedrHHCAH peKyp3MBHUM
n3pasuma. OBo orpaHuyaBa Moryhe u36ope 3a pyHKIHUjy F Koja ce KOPUCTH 3a U3padyHaBame Hu3a. [la
OH OBO CBOjCTBO 6UJI0 00€36eheHO0 M HU3 KOPEKTHO e GUHMCAH 110 MO/IYJIy CBAKOT O] MPOCTUX paKTopa,
Jlo6ap NpucTyI je Aa ce 3a F u3abepe MoJIMHOM. Y CYLITUHY, Hajuelrhy U360p je:
F(x) = x? 4+ ¢ (mod N), 3a HeKy KOHCTaHTY C.

OBo Mox/a fesyje u3HeHahyjyhe, jep ce aHasin3a HU3a JleUHUCAHOT PEKYP3UBHUM U3pa3uMa paju
10/, MPeTIOCTaBKOM Jia je F ciydajHO NpeciuKaBam-e, JOK x2 + ¢ To Huje. Mehytum, Ionapgos p
aJITOPUTAM Ce YeCTO KOPUCTH U pajsiy BeoMma J106po. /lakjie, yIpKOC OYHUTIJIe/[HOj HEeyCKJIaheHOCTH, 0Baj
n36op 3a F je no6ap. [esuMuyHo objalimberme AaTo je y paay [3]. [IpenusHuje, Ty ce HanmoMume Ja je
rpad dynknuje F(x) = x? + ¢ Beoma cnenuduyaH, CBAKM 4BOP ceM jeHor (ca BpegHouhy ¢) uma uau 0
Wwin 2 nperxojHuka. Kao mnocieauna Tora, aHaJU3UpaHU Cy rpadoBU OUHAPHUX CIAYYajHUX
Npec/JnKaBama, IJe CBAaKM 4YBOp uMa yJja3dHu creneH 0 wam 2. Jlomsio ce [0 3ak/bydyka Jia cy
MyJITUIJIMKaTUBHE KOHCTaHTe, KOje ce M0jaB/byjy Yy CTaTUCTHULU rpadoBa MPeTXOJHOI IOrJaB/ba,
noroheHe oBOoM IPOMeHOM, /I /1a CY PeJJOBU lbUXOBUX BeJIMYMHA HEIIPOMEHEHU.

Kajzia je 3a F u3abpaH MOJIMHOM JIAKO Ce MOXKe MPOBEPUTH /Ja 3a HU3 JlepHUHHUCAH PEKYP3UBHUM
uspasom X;,1 = F(X;) (mod N), peaykuuja no Moaysay p, 3a 6ujao Koju ¢aktop p 6poja N, aaje ucre
peKyp3uBHe u3pase (10 MojyJay p yMecTo mo Mozyay N). 3a mpocT genunan p 6poja N, Heka X P

o3HayaBa Hu3 X (mod p). Taga XP) 3amo0BosbaBa:

x® = F(Xl.(p)) (mod p).

i+1
Kopucrehu yo6uyajeHy aHaamM3y oBUX HM30Ba, odekyje ce aa XP) uma nuxsyc ca mapamerpuma s u |
pena \/E Y Ttom cay4ajy, ®s0jnoB u BpeHTOB ajiroputaM mpoHasase IUKJIYC Y BpeMeHY 0(\/5), o/
MPEeTHOCTAaBKOM /ia Ce MOXke BPIIMTH HCIHUTHBaH-e M0CTOjamha Kouusuje y okupy Husa X P, C tum y

Be3H, [JOBOJbHO je IPUMETUTH /A je:
xP =xP o NZpxP - xP, N) # 1.

Jlak/e, mocTojame KoOJIM3Uje MOXKe ce ePUKACHO HCHUTATH KopuilheweM u3padyyHaBawa H3/L.
[llTaBuIIe, Kajla ce JleCH KOJIM3Wja IO MOAYJY p He TOCTOjU nmocebaH pasJjor Jla MoCToje KOoJIM3uje Mo
MozyJy Lpyrux ¢pakropa 6poja N, Tj. OHe MOr'y, aJld He MOPajy Aa noctoje. [IpemMa ToMe, Kaja ce fecu
KOJIM3HWja 00MYHO Cce MOXKe U3padyyHaTHy U oArosapajyhu ¢axtop 6poja N, uspauyHaBamwem H3/] pasinke
JlBa 4JaHa HM3a KOjU 4yMHe KoJiM3ujy U 6poja N. [lonapgoB p ajnropuraM, Koju KopucTu BpeHTOB

aJIrOpUTaM 3a NpOHaJIaXKeke KOJIM3Hje NPe/ICTaB/bEeH je aJIfTOPUTMOM 5.
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Yu1a3: bpoj 3a ¢akTopusanujy N, mapameTap ¢, max 6poj utepanuja M
x<0
yex
trap < 0
nexttrap « 1
forifrom1toM do
X « x? + ¢ (mod N)
f < NZD(x —y,N)
if f # 1 then
if f = N then
print ‘Heycnex: Kosnusuja no moaysy N’
exit
else
print ‘@akTopusanuja 3aBpiieHa. [IpoHahenu paktop 6poja N je f’
exit
if i = nexttrap then
trap < nexttrap
trap « 2 - trap
yex
print ‘Heycnex: ®akTop 6poja N Huje npoHaheH yHyTap M utepaiuja’

Anroputawm 5. [losapaoB p anroputam pakTopu3zanuje

HapagHo, [Tos1ap/10B p MeTO/, ce MOKe KOPUCTUTHU U ca PJ10jI0BUM arTOpUTMOM. Y 06a c/1y4aja, CKyH
Jleo MeTo/ie je TO LITO CBAaKO MCIUTHUBAKE jeJHAKOCTH 3axTeBa n3padyyHaBawe H3/l. ¥ mpakcu, 6poj

nspadyHaBamwa H3/l Moxe ce ymamwuTu. Ujeja je fa ce TOMHOXKe HEKOJIMKO y3aCTONHUX BPELHOCTH

@ _ y®
J

o6JsinKa X; U aa ce 3aTuM uspauyHa H3/l pesynrata u 6poja N. Ako je oBaj H3/l jegnak 1,

HUje/IHA jeZ]HAKOCT HUje ucnyweHa. Ako je H3/l jenHak oxaromapajyhem daktopy, pakTtopusanuja je
3aBpuieHa. MebyTtumM, ako je H3/l jenHak 6pojy N oHzia ce MOpa BpaTHUTH YHa3aJ, U IOHOBO Ce MOpPajy
M3BPIIUTH UCNIUTHBAaKaA jeJHAKOCTH, jeZ]HO MO0 jeaHO, Hajajyhu ce oarosapajyhem dakrtopy 6poja N.
Paszsior koju cToju u3a mnoTpebe 3a BpahameM yHas3aJ, jecTe TO LITO Ce TPYNUCAEM HEKOJIHKO
HWCNUTHBamba jeJHAKOCTU 3ajesHo moBehaBa BepoBaTHoha mocTojakka CUMYyJITaHe KOJIM3Wje 3a
pazsinuute dpaxTope 6poja N.

[lonlapAi0B p alroputaM je BeoMa 3aHMMJ/bHMBA NPUMeEHA ajJirOpUTaMa 3a MpPOHAJAXKeHe LUKJIyca
KOjer KapaKTepHille HEKOJIMKO ClieliuPUIHUX JleTasba. JeJaH 01 IbUX je TO IITO Koz [lostapoBe p meTo e
HeMa moTpebe pauyHaTH mapamertpe s u [ Huza X(P). Ymecrto Tora, JoBoJ/bHO je mpoHahu KOJIM3HUjy
KopucTehu JiBe BpeJHOCTHU Xl.(p) u Xj(p) KOje MOTy GUTH MPOU3BOJbHO 0JlabpaHe. [Ipema ToMe, He Mopa ce
KOPUCTUTH a/ITOPUTaAM 3 3a MPOHaTaXKekhe NMoYeTKa [UKIyca. UHTepecaHTHO MUTaHe Koje ce 0JHOCH Ha
[TostapaoB p asiropuTtam jecte: [la v ce MOXKe OCMUCIMTH BapHjaliija OBOT aJITOPUTMA Koja je 6a3upaHa
Ha AJITOPUTMY 3aCHOBAaHOM Ha poheHJTaHCKOM mapaaokcy? JpyruM pedrMa, uMajyhu JiBe siucte 6pojeBa

Li u L, ynopejjiBe BeJIMUMHE U Lieo 6poj N, fa i1 ce eprUKaCHO MOTY OTKPUTH ZiBa 6poja, X1 U3 L1 U X,
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u3 L,, TakBa ga je NZD(x, —x,, N) # 1?7 OBo je Texxak mpo6JsieM Koju je y CBOM pajly [4] peuino
MounTromepu (Peter Montgomery) kao ajaT 3a no6oJ/bliaBame pakTopu3aLUje MOMONY eJUNTUYKHX

KPHUBUX.

4.2. TosapAoB p a/IrOPUTAM 3a pellaBakbe MPo6JieMa JUCKPETHOT

JiorapuTMa

Kao u MHoru anroputmu dakropusauuje u [losapZoB p ajropuramM Moxke GUTH mpusaroheH 3a
W3payyHaBawbe JUCKPETHUX JiorapuTaMa y MpPOU3BOJBHOj LMKJIWYHO] rpynud. Heka je G
MYJITUIZIMKaTUBHA I'pylla IpoCTOr peja p, g reHepaTop rpyne G ¥ h npousBoJ/baH eseMeHT U3 G. Kao
IITO pevyeHo, pelllaBalke NpobJeMa AUCKPETHOT JiorapuTMa O/roBapa INpOoHa/laKewy Liesor 6poja o
TaKBOTI Ja je h = g%. ¥ nu/by NpuMeHe aJIrOpUTMa 3a MpOHa/AXKeHhe LUKJIYyCca, MOTPEeGHO je n3abpaTu
CJIy4ajHO npecjMKaBame F U3 ckyna ¢yHkuMja HaJ, G. 3a KOHCTPYKLUHUjy dyHKUUje F npBo ce G Jeau Ha
TPU AUCjyHKTHA NoAcKymna G, G, 1 G3, alpOKCUMATUBHO UCTe BeJIMYUHE Y3 [I0XKe/baH YCJI0B Ja 1 Huje y
G,. lame, F ce nedunuiie Ha ciegehu HAa4YUH:

x? akox € Gy,

F(x) =% gx akox€G,,
hx ako x € G5.

HakoH oBora, feduHuile ce U pekyp3suBaH HuU3 X, cTaBbajyhu X, = 1. Ako 1 npunaja G, osja je 1
¢dukcHa Tauka ¢yHKLHMje F, ma Taja Mopa 6UTH U3abpaHa Apyra noyeTHa Tadyka. To je pasJor 3alTo je
noxes/bHo Ja 1 He npunaga G;. Kao u uHaye, HakOH 0(\/5) KOopaka o4ekyje ce Kosusuja X; = X; U
JleTeK1dja ukiycay F. Cama no cebu KosM3uja HUje J0BOJ/bHA 3a U3payyHaBatbe a, I1a Ce Mopajy J06UTU
Y fojaTHe nHdopMaluje o HU3y X.

Ca nusbeM Ja ce 106ujy fojaTHe nHopManuje o HU3Y X, ciaefehuM npecivMkaBamweM JedUHHUIIE ce
bynkuyja ¢: H = Z/pZ XZ/pZ = G:

(a,b) - g*hb.

OBa ¢yHKIHMja je cypjeKuHja Ha G U CBAaKU eJleMeHT U3 G UMa p pa3JMUUTHUX Tadyaka y H koje he ce

CIMKaTH y wera. lllTaBuile, o ce MoXKe U3pavyHATH aKo ce mpoHahy /iBe Tauke U3 H ca UCTOM CJIUKOM y

a'-

G.3awucra, ako je ¢(a,b) = ¢(a’,b’), onga je go+eb = pa'+ad’ y g = b,_Z (mod p).

Heka je Hu3 Y neduHucan ycioBoM fa 3a weroB i-Tu uiaH Y; Baxu X; = ¢(Y;). Cinenehu kopak je
noMepamwe Hu3a X y H u npoHasaxemwe HU3a Y. OBo Moxe 6UTH 006aB/beHO KopuluheweM ciefehe
¢byukuuje G: H = H:

(2a, ab) ako ¢(a,b) € G4,
G(a,b) =4 (a+1,b) ako¢(a,b) € Gy,
(a,b+1) ako¢p(a,b) € Gs.
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Jlako je mpoBepuTH [Jla 3a cBe esieMeHTe (a,b) us H Baxu 1a je ¢p(G(a, b)) = F(¢p(a,b)). llpema Tome,
Hu3 Y gedunucan ca Yy, = (0,0) u Y;,; = G(Y;), 3amoBomaBa X = ¢(Y). HapaBHo, Y je HU3 Haj MHOrO
BehMM CKymnoM Hero X, Te ce He O4eKyje MOCTOjarbe Kou3ujy y Hu3y Y Beh y Husy X. /lakie, koaiM3uja
BpaheHa 3a HU3 X aJrOpPUTMOM 3a IPOHAJIAXKEbEe LIUKJIyca He Mopa Aa 6yze Kosu3uja 3a Hu3 Y. Ha oBaj
HauyuH J106Ujajy ce JiBa pa3jiMuuTa ejieMeHTa KOjU Ce CJUKajy yV UCTU eJleMeHT U3 G U MOXe ce

M3payvyHaTH a.

4.3. IlonapaoBu KeHrypu

[lopen p mertogna, Ilosapa je mpeAsiokno U APYTH arOpPUTaM 3a M3padyHaBame JUCKPETHOT
JIOTapuTMa, Kajia Cy Mo3HaTe U jolll HeKe JoJaTHe uHpopmanuje. [IpensHuje, oH pasmMaTpa npobsieM
g* = hy G v ey Jja oApeiy X HAa OCHOBY g U h, aKo je joll MO3HATO Jia X MPUIaZia HEKOM HHTEPBaJy
[a, b]. Kopumihewe [losnapaoBe p MeToze y rpynu G 6e3 HaBeJeHOT ycjoBa HUje Gaml Job6pa ujeja,
nocebHO y ciay4ajy Kajia je b — a Mame Hero KBaJIpaTHU KOpeH U3 BesnuuHe rpyne G. Taga je MHOTO
edukacHUje 106GUTH x rpybOM CHJIOM, TOKYLIaBajyhu cBe BpeJHOCTU U3 [a, b]. [la 61 ce u36opuro ca 0BUM
npo6sieMmoM [losiap/ npejiaxke kKopuiiherwe oHOra IITO Ha3uBa KeHrypu. OBaj MeTo/ je Takohe Mo3HaAT
Y kao [loslapzioB JlamMba afropuram.

Kenryp y I[lonapfioBoM MeTo/ly je HU3 ejieMeHaTa y ( YMju ce JIOTApUTMHU yBehaBajy y3acTONHUM
CKOKOBHMaA. 3a IPUMEHY OBe MeT0/ja IOTpe6Ha Cy /iBa KEHI'YPa, je/lJaH MUTOM 4Mja je moyeTHa Tayka g¢
Y jeJlaH JMBJbY Ca IOYETHOM TAa4KOM h. 3a IIPBOT Ce KaKke [Jia je IMTOM jep ce JiorapuTaM oZroBapajyher
YyJlaHa HM3a yBeK 3Ha. 3a Npelu3Ho AedrHHUCamke OBUX KEHrypa noTpebHa je GyHKIMja CKOKa j Koja
CBAaKOM eJieMeHTY U3 ( J10/ie/byje O3UTHBAH 6pP0j /10 TOpH-€ IPaHUIle m. Yob6uyajeH HAUMH je Aa
ce G uszenu Ha k nozackynosa Sy, ..., Sx_1, k = |log, b — a/2|, oTnpuivke jeHaKMX BeJIMYKMHA U 1A Ce 3a
cBako x u3 S; aepunue j(x) = 2°. MomrTo je AeduHMCcaHa PYHKIM]a CKOKA j, AepUHMIIE ce YHKIH]a
F(x) = xg/®,

[IuTOM KeHTyp je HU3 AePpHUHHCaAH ca:

To=g"
Tit1 = F(Ty).
JMBJbY KEHTYD je HU3 AePUHHUCAH ca:
Wy =nh
Wip1 = F(WY).

Jlok ce u3payyHaBa CKOK IHMTOMOT KeHIypa, BaXKHO je NpaTUTHU JUCKpeTaH JiorapuraM 6poja T;, Tj.
BpeaHOCTH a + Y h— j(T)). UuM auckpeTan soraputaM npebe b, 3aBpumaBsa ce ca Husom T. Heka je T,
noc/e/ik1 U3pauyHaTH YiaH HU3a U HeKa je [, oarosapajyhu guckpeTan joraputam, 1j. T, = g». Kaja

je mo3HaTa oBa Kpajiba TauykKa, MoKpehe ce UB/bU KEHTYP U OJip>KaBa ce y>KUHa HberoBux ckokosa. Ca
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JIMB/bMM KEeHTypOM 3aBplilaBa ce WM KaJa ce CTUTHe 0 T, WIM KaJja y>KMHa CKOKOBA NocTaHe Beha of,
b —a.¥Y ppyrom ciaydajy aaroputaM He ycneBa. UHave, npoHaheHa je nosuuuja W; ca oarosapajyhom
cyMoM s;, Tako fa je W; = T,,. Kako je W; = hgsiu T, = g'» cnenu aa je:

h = gln=si,
Kao u [lonapnos p Mmetog, u MeToz [los1ap0BU KEHTYPHU je reHEpUYKHU airopyuTaM. OBaj airopuTaM uMa

Jl06py BepoBaTHohy yciiexa U ciioxeHocT O (Vb — a) 3a U3pauyHaBambe JUCKPeTHOTr JiorapuTMa 6poja h.

3a puropo3Huje aHaause BuzieTd [10].
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5. lupeKkTHa Kpunrorpadgcka npuMeHa Yy KOHTEKCTY CUTYPHOCTH

0JIOKOBCKHUX WIMPPU

[Ipe mpenacka HAa TeMy W 3Hauyaj OBOT MOrJIaB/ba, Y HACTaBKy Cy JaTH OCHOBHH IOjMOBH
Kpunrorpaduje U KpUITOAHAJHU3E KOjU Ce Yy OBOM IOTJIAaB/bY KOPHUCTE, a KOjU Cy NMpPey3eTH U3 TeKCTa

[14].

OTBOpeHHU TeKCT. OTBOPEHH TEKCT je MopyKa Kojy Tpeba MmocaiaTH.

HIudpar. lludpar je mudppoBaHa mopyka.

IlIndporame. llludposame je TpaHCcPOpMaIja OTBOPEHOT TEKCTA Y MHUPAT.
JemudppoBame. [lemmdppoBambe je MHBep3HA TpaHchopmalja muppaTa y OTBOPEHHU TEKCT.

IIpoTroyHa mudpa. [lporoyHa mudpa TpaHchopMulle OTBOPEHU TEKCT CUMOOJI IO CUMOO0JI, OJJHOCHO

Hajyelrhe 6GUT 1O OUT.

BiokoBcka mudpa. biokoscka mudpa npuMemyje ce Ha CHMO0JIe OTBOPEHOI TeKCTa rpynucaHe y

GJIOKOBE.

IlIudapcku cucrem (UM camo cucrem). llludapcku cucteM je map 4uju cy ejleMEHTH aJrOpUTaM
mudpoBama U AIropuTam Aemindponama. OBU aJTOPUTMHU CKOPO YBEK 3aBHCE 0/1 TOCEGHOT MapaMeTpa
KOjU ce Ha3uBa K/byd. Kibyd je mapaMmeTtap KojuM ce 6Upa KOHKpeTHa ludapcka TpaHchopmalyja y

OKBUPY U3abpaHOT CHCTEMA.

Hamap ca mo3HaBaweM camo mudparta. Hamagau je npecpeo mudpart, aad Hema ofrosapajyhu
OTBOPEHU TEKCT. YobHUUajeHa je NpeTHOCTaBKa Jila Hamajad uMa npuctyn mudpary. Moryhe cy age
cuTyanuje:
- Hamagay 3Ha anropuTtaM WMQpoBama, ajlyd He 3HA K/byd. OBo Baxku 3a BehuHy cucreMa y
KOMePI[Uja/IHOj YIIOTPEOHU.
- Hamazay He 3Ha asroputaM mudpoBama. Onpe3HU KOPHUCHULHM Ce HHUKaJa He oc/amajy Ha

NpeTIoCTaBKy Aa he oBa cuTyalyja noTpajaTu Ayro.

Hanaa Ca NMMO3HATUM OTBOPEHHM TEKCTOM. Har[aaaq HMa HEKe ITapoBe mnc])paT, OTBOPEHH TEKCT.

Hamnazay nopej Tora Moxke UMaTH joul mudpara.

Hanap ca no3HaBamkeM U3a6paHOT OTBOPEHOT TeKCTA. [IpeTrnocTaB/ba ce a HanaAa4y MoXe u3abpaTu
OTBOPEHM TEKCT KOjH XeJIU Jja IPOINyCTH Kpo3 npoliec mrudpoBama. Mako je oBakaB Hama/, MaJio peaJsiaH,
OH MMa TeOPHjCKU 3Hauaj, jep aKo ce 3Ha /J0BOJbHO OTBOPEHOT TEKCTa, OHJA IMOCTajy ynoTpeb/bUBe

TeXHHKe 3a Hallazg ca I/I3a6paHI/IM OTBOPEHHUM TEKCTOM.
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Y oBOM IOTJIaBJbY HajIIpe ce pa3MaTpajy HeKH 0/1 yoO14ajeHUX HauhHa Kopulihema, Tj. pexkxrMa paja
6/10k0BCKUX KNG pPU. BUTHa KapaKTepUCTUKA OBUX peKMMa pajia je To IITOo 6JI0KOBCKe HIHppe KOPUCTeE
Kao LpHe KyTHje. CTOra, KOHKpeTaH PeXUM pajia ce MOXKe KOPUCTUTH 3a L0CTa PA3JUIYUTUX 6JT0KOBCKUX
mMUPpH, Te je KOPUCHO NpOoydyaBaTH CUTYPHOCT AATOI peXkMMa He3aBUCHO OJi M3abpaHe GJIOKOBCKe
mudpe.

Y HacTaBKy NOTJIaB/ba NPeACTaB/bEHN Cy HEKU O/} pe3yJiTaTa UCTPaKKMBakba pobJieMa CUTYPHOCTH
6/10KOBCKUX WK PpU AaTH y pasoBuMa [8] u [9]. ¥ oBUM pasoBHMa OKa3aHO je Jja IOCTOjU rpaHuULa
M3HAa/l Koje ce IryOu CUTYPHOCT ofpeheHUxX pexxuma pasa 6/710koBckux wudpu. Iloj AaTUM yca0BHMa,
M3Ha/l OBe rpaHulie, Moryhe je usBectu oipeh)eHe Hana/je Ha HeKe OJ1 peXKMMa pa/ia 6,J0KOBCKUX LU PH.
OBU Hama/y NpesCcTaB/bEHH Cy Y HACTABKY MOTJ/IaB/ba.

Ha kpajy norsiaB/ba nnpe/iCTaB/beH je TeHEPUYKH MeTOJ 3a oJpehuBame K/by4ya 6JI0KOBCKe IHUPDe,
M03HAT Kao XeJIMaHOB BpEMEHCKO-MeMOPUjCKU KOMIIPOMUC. YIIPKOC YHHEeHULY /1a 0Baj Hala/, KOPHUCTHU
BeJIMKY KOJIMYMHY MeMOpHje, OH je IPUCYyTaH y OBOM pajly U3 /Ba pasJiora. [IpBu pasJior je To WTO je
NoHallawe XeJMaHOBOI KOMIIPOMMCA YCKO MOBE3aHO ca aHaJIM30M CJIyYyajHUX NpecjrKaBamwa. [pyru
pasJior je To WITO je XeJIMAHOB KOMIIPOMUC BeOMa KOPUCTaH 3a oJpehuBame Kbyda 6J10KOBCKe KU Ppe

HAKOH HallaJa KOjI/I Cy IpeACTaB/b€HHU Yy OBOM I1OI'JIaBJ/bY.

5.1. HauunHu Kopuimhemwa 6;I0KOBCKHX LU pHU

OTBopeHH TeKcT P Koju je moTpe6HO MmHUbpoBaTH MOXKe Jla 6yJe BeoMa Ayradak. Taga ce oH Mopa
MO/IeJTUTH Ha BUIIlEe 6JIOKOBA. YKOJIMKO je Ay>KHHa 6J10Ka [, OTBOpEeHU TEKCT P ce Aiesiv Ha 6JIOKOBE 0/] 110
l 6uta. Ako JykMHA TOpPyKe HHje YMHOXakK Opoja [, oHza ce mopyka Jionywana. Taja ce mpuUpoaHO
jaB/bajy muTama Kao wWTo Ccy: /Jla JIM KOPUCTUTU HOBU KJ/bY4Y 3a CBAaKHM 6JioK? [la s 6u Tpebasio
mrdpoBaTU CBAaKK 6JI0K HE3aBUCHO WM LIKPPOBatbe YYIMHUTH 3aBUCHUM 0/ INUPPOBaa NPETXOJHUX
6s10k0Ba? OAITOBOPE HA 0BA MUTAKA /Iajy Pa3/IMYMTH HAYMHU Kopulllherwa 6J10KOBCKUX MU pu. HaunHu
Kopuinhemwa, 0THOCHO PEXUMHU pasia 6JI0KOBCKUX MKUPPH OMUCYjy HAUHMHE Ha Koje ce 6JIOKOBCKa mudpa
NpUMeYyje Ha HU3 Y3aCTONMHUX 6JI0KOBA KaKo OU Ce CUTYPHO MpeHesia KOoJIMYMHA MoJlaTaka Beha of
jeqHor 6J10Ka. Y 0BOM pajly U3JI0KEHA Cy TPU yoOWYajeHa peXuMa pajia: PeXXUM eJIEKTPOHCKE KOJTHe
kmwure ECB (Electronic Codebook), pexxuM ynaH4yaBamwa 6s10koBa mwndpara CBC (Cipher Block Chaining)
U pexxuM 6pojada CRT (Counter Mode).

Heka p; o3HayaBa 6JI0K OTBOpEHOr TeKkcTa P = pyp;p -..Dm ---, AC; oAroBapajyhu 6Ji0k wmudpara.
[Topej Tora Heka Ej () o3HayaBa mpuMeHy 6JIOKOBCKe Iiudpe, Tj. onepanujy mudpoBama, a Dy (+) =

E; (") onepanujy aemndposama, Ipy 4eMy je k IpUMeHeHH K/byY.
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ECB

. I:)O Pl CO Cl
CBaku 6J10K ce U dpyje He3aBUCHO.
[lludppoBame: ¢; = Er(p;) K K—» KAE:)] K_.[lé ,,,,,
emnppoBame: p; = Dy (c;
Aemndp Pi = Di(ci) c, ¢, P, P,

ECB je HajjefHOCTaBHUjU peXUM pajia 6JI0KOBCKe WKdpe. YIJIaBHOM ce KOPUCTU 32 pa3MeHy KpaTKHUX
NOpPYyKa, HIIP. 3a pa3MeHy K/bydeBa 3a liudpoBambe. tberos rjiaBHu HeZOCTATaK je TO LITO 3a UCTH K/by4
JIBa MCTa OTBOPEHA TEKCTa J1ajy ucTe mudpare. [[pema Tome, 3a ayre nopyke, curypHoct ECB pexuma je
CMarbeHa. YKOJIMKO y OTBOPEHOM TEKCTY II0CTOje 6JI0KOBU KOjU Ce YeCTO 0HaBJ/bajy (3ar/iaBJba, TUTYIE,

...), TO je Moryhe OTKpHUTH aHA/IM30M LM dpaTa, UAKO Ce OTBOPEHU TEKCT HE 3HA.

CBC P
B10KOBY ce ysiaH4aBajy. IV ‘
[loTpebaH je MHULKWjaIU3aLMOHU BeKTOD [V.

[lludpoBame: ¢; = Er(ci.1 D p;), raejec_y =1V

Jemudposame: p; = c;i_1 D Di(c;)

CBC je najuenthe kopuurheH pexuM paja U OH je MHOTO curypHuju of, ECB pexuma. 3a UCTU K/by4 U
pas/iMyMTe WHUIMjaIM3alIOHE BEKTOpe JBa KMCTAa OTBOPEHA TeKCTa [ajy pasanuuTe Imudpare.

CUTYypHOCT OBOT peXKMMa pa3MaTpa ce y HaCTaBKy OBOT IOIJIaBJba.

[ToHamia ce kKao mpoTo4yHa mudpa.

[loTpe6aH je UHUIMjaTM3alMOHU BeKTOp V.

ludpoBamwe: ¢c; = p; D Ex(Ty), raejeT; =T +1uT_; =1V
Jemndposamwe: p; = ¢; @ E,(T;)

CRT je nomyJsiapaH pexuM pajia U MMa IPUMEHY KO/, KOHTpoJie TpucTyna. OBaj pexkuM 6JI0KOBCKY IUPPY
KOPHUCTH Kao Ja je y NUTaky npoTodyHa mudpa. IV ce mudpyje, a notom ce Bpiid XOR omnepauuja
mK1PpoBaHe BPeJHOCT U 6J10Ka OTBOPEHOT TEKCTA. 3a CBaKU HapeJiHU 6JI0K OTBOPEHOT TeKCTa BpeJHOCT

IV ce yBehaBa 3a 1.

5.2. CurypHOCT 6JIOKOBCKUX IIUPpU

3a kBaJMTeT LIKMpPOBakba IOCTOje iBa OCHOBHA KPUTEPUjyMa, CUTYPHOCT U epuKacHOCT. CUTYPHOCT

ce Mepu oTnopHouthy mudpoBama Ha cBe mMo3HaTe Hamaje. EPukacHocT je komMbuHauMja Gp3uHe
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mudpoBama/emndpoBarba U Mepe Y K0joj aJI'OPpUTaM KOPUCTH pecypce (MoTpebaH NPOCTOP Ha YUITY
3a Xap/IBEPCKY peasn3anujy, OA4HOCHO NOTpebHa MeMOpHja 32 COQTBEPCKY pean3anujy).

CurypHocT 6JI0KOBCKHX IIMPPHU MOXKe ce pa3MaTpaTH y 0JHOCY Ha HAYMH Ha KOju ce oArosapajyhu
mudpart wasbe. C jeHe cTpaHe 6J0KOBCKO MHPpPOBame ce MOXKe IIoCMaTpaTH Kao NMpoLec y KojeM ce
oArosapajyhu mudpar maJsbe y 1esuHu. [Ipenusnuje, ypehaj 3a mindpoBarme npruxBaTa OTBOPEHU TEKCT
y LleJIMHY, JieJid ra Ha 6J10koBe U 6JIOK 1o 6JI0K yK/bydyje y mnpolec HudpoBama, JOK ofroapajyhe
6/10k0Be mudpaTa UHTEPHO NaMTHU. TeKk Kazja je mocaeawmu 6JI0K mudpaTa AOCTyNaH, Tj. Kaja je
oArosapajyhu mudpaT KoMIIeTHpaH, ypehaj 3a mudpoBame IIa/be 0Baj MHUPPAT y IEJHHH.
MMIieMeHTalMja OBOT MPHUCTYyNa y NMpakcu Moxke GUTH Nmpob6JsieMaTH4Ha, jep ypebaj 3a mrdpoBame
Mopa 6UTH Y MOTYhHOCTH 1a MHTEPHO NMPUXBATH U CMECTH LieJly OPYKY KOja MOKe OGUTH BPJIO Ayravyka.
M3 oBor passiora ce 4eCcTo INpaKTHKyje ynoTpe6a 6J0KOBCKOI MHPpOBamka Kao Ipoleca y KojeM ce
oarosapajyhu mudpat mwasbe 6Ji0K 1o 6J0K. [lakie, ypehaj 3a mudppoBarme NpuxBaTa OTBOPEHHU TEKCT
6J10K 110 6JI0K, CBaKH 6JI0K yKJ/byuyje y npolec KdpoBama U oAropapajyhu mudpar oamax masbe.

CurypHoCT 6J10KOBCKUX IMPH Kaja ce wKdpaT 1wasbe 6JI0K 0 6JIOK je jefjlaH acCeKT CUTYPHOCTH
pexxrMa pajia 6JI0KOBCKUX IUGPU KOjU je OTKPUBEH HE3AaBUCHO OJf CTPaHe /iBe Ipylle UCTpaKuBayva. Y
pazay [9] je mokasaHo Jila MMILJIEMeHTalLMja aaroputrma secure shell (SSH), Koju ce 3acCHUBA Ha peXUMY
CBC, HUje curypHa y OJJHOCY Ha Hamaj ca [03HaBakheM H3abpaHOT OTBOPEHOr TeKcTa. Y pazay [8] je
npeJcTaB/beHa TeOPHjCcKa U/ieja CUTYPHOCTH 6JI0KOBCKUX WP Kaja ce oAropapajyhu mudpar masbe
6J10K 10 6JIOK. Y MCTOM pajly MOKa3aHo je Jia 32 HEKOJIMKO YOOUYajeHUuX peXHMMa paja 6J0KOBCKHUX
mudpHy, I0CTOjU Be3a U3Mehy cUrypHOCTH 6JIOKOBCKUX IUPPH Kaja ce wndparT asbe 6JI0K 110 6JI0K U
oAroBapajyhux 610KOBCKUX UPPU Kaza ce KUPpaT 1abe y LeJruHU. HakoH oBor oTkprha HEKOJIMKO
pazioBa MPOy4YaBaJsIO je CUTYPHOCT OJIOKOBCKUX MUPPHU Kaja ce mudpaT mabe 6J0K Mo 6JIOK U
OTKPUBEHHU Cy CUTYpPHHM peXUMH paja. Kao riaBHU pe3ysTaT, AOLLJIO Ce 0 3aK/bydyKa Ja MOCToje
CUT'YPHOCHU HUBOU pexXUMa pasia 6J10KOBCKUX IHPPH, Kaja ce mKudpaT 1mabe 6J10K M0 610K, KOjU €y y
CYIITHHU EKBUBAJIEHTHU yOOU4YajeHUM CHTYPHOCHUM HUBOMMaA PeXXUMa paJia 6JI0KOBCKUX IHUPPH Kaza
ce mubpar uasbe y LeJuHU. [Ipelu3HUje, oKas3aHo je Ja Cy peXXUMH pajia CUTYPHU CBe JI0 IpaHUlLle
pobheHjaHCKOT apaJoKca HAKOH Yera ce 0Ba CUI'YpHOCT I'you. [los rpaHunioM poheHjaHCKOT napaiokca
no/ipasyMeBa ce HajMawbu 6poj 6J10K0Ba NMOPYKe KOjU je moTpebaH Aa 61 ce ca BeJIMKOM BepoBaTHOhoM
Jlorojusa kosiusuja Mmehy 6s10koBuMa mudpara. Kao mrto je Beh nosnaro, 3a [-6UTHU 610K 0Ba rpaHULiA
je 0(2Y?). Mlpema ToMe, y by Ja fo6GHuje Koam3ujy uameby jBa Gioka mudpara, Hanagad Mopa
ykmyuntu 0(2Y%) 6/10Kk0Ba OTBOPEHOTr TEKCTa y MpoIec MHPPOBamba. Y TOM CMUCIY, aKO Ce MOXe
JI0Ka3aTH Jia Hamazauy TpeGa BHIle 610K0Ba, peruMo 0 (221/3) umm 0(259), kaxe ce z1a je 06e36ehena

CUTYPHOCT M3Ha/[ I'PaHUIE pOf)EHﬂaHCKOI‘ nmapazgokKca.
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5.2.1. CurypHoCT 6/10KOBCKOT muppoBama y pexxumy CBC

360r MoMeHyTOT Mpob6JeMa ca UMILJIEMeHTal[1joM 6JIOKOBCKOT MK pPOBaHka Kao Mpoljeca y KojeM ce
mudpar Wwasbe y LeJUHH, 6,10K0BCKO KndpoBame y pexxuMy CBC ce yemhe kopucTH Kao npouec y kojeM
ce oAroBapajyhu mudpar masbe 6J10K 1o 6/10K. MehyTum, kao mto je npuMeheHo y pagoBumMa [8] u [9],
0BaKBO 06JIOKOBCKO LiMppoBame y pexxumy CBC HUje cUT'ypHO Y 0OJHOCY Ha Hana/l ca u3abpaHuM 6JIOKOM
oTBOpeHOr TeKcTa. [IpenjM3Huje, HA OCHOBY TpeHYTHOr 6JioKa WKdpaTa ¢;, a Ipe YK/byduBamwa 6Ji0Ka
OTBOPEHOT TEeKCTa P;4+1 y Npolec mrdpoBama, Hanajay 6upa NporU3BO/bHY BPEJHOCT ¥V Ka0 HapeAHU
ynas3 3a Ej, Tj. OH pauyHa p; 1 = vV D ¢; ¥ 0Baj 6JIOK yK/bydyje Y IpoLec LKMdpoBamba Kao HapeAHHU 6J10K
OoTBOpeHoOT TeKcTa. [I[peMa ToMe, ypebhaj 3a mndpoBame yk/byuyje 3aaTH 6JI0K p;1 = v @D ¢; y nponec
mudppoBawa U Kao HapeAHHU 6JIOK mudpaTa Ao6uja ce BpeAHOCT C;yq = Ex(¢; ® piy1) = Ex(c; Dv P
¢;) = E;(v).0Bo cBOjcTBO MOXKe Ce HICKOPHUCTUTH Ha HEKOJIMKO HAaYMHa /1a 61 ce M0Ka3aJio /1a 6JIOKOBCKO
mudpoBame y pexxumy CBC Huje curypHo kazia ce mudpat masbe 670K o 6J10K. Ha mpumep, Moxe ce
KpeupaTu jeJHOCTABHAH CTAaTHUCTHUYKU pa3jBajad (eHT. distinguisher) Koju je y cTawmy Aa HaIlpaBU
nopyky unju ce CBC mudpaT Moxke CTATUCTUYKHY PA3JIUKOBATH O/ CJIydajHe MOPYKe UCTe AyKHHe. [la 6u
ce TO MOCTUIJIO ZJOBOJBHO je ocurypatu Aa ce y pexxumy CBC ucrta BpeHOCT v wddpyje ABa nyTa. ¥ ToM
cay4ajy, y CBC mudpaTy nojassbyjy ce ABa uJleHTUYHA 6JI0Ka, JOK 3a CJy4yajHy IOPYKYy TO He Mopa Jia
BaXKH.

3a onucaHu mpob6JieM 6JI0KOBCKOT mudppoBama y pexxumy CBC, kaza ce mudpat miasmbe 6J10K Mo 6J10K,
MOCTOjU BeoMa jeJHOCTaBHO pellee. Hasusa ce oasnoxenu CBC, a curypHocT je fjokasaHa y pazy [11].
OcHoBHa ujzeja oguyoxkeHor CBC pexuma je caeneha: Kaga ypebaj 3a mudpoBame u3padyyHa 6JI0K
mudpara ¢;, yMeCTo Jia ra oMax noilasbe, OH YeKa Ha HapeJHU 6JI0OK OTBOPEHOT TEKCTA P; 41 U TEK MO
npujeMy oBOT 6JioKa waske ¢;. [locnenmwu mndpoBaH 6y0k ypehaj 3a mudpoBame 1masmbe no npujemy
crielijasiHOT 6JI0KA KOjH TOBOPH Jia je MopykKa 3aBpiineHa. OBaj crieldjaHu 6JI0K KMa caMo Ty yJI0TY, OH
Huje mudpoBaH. Oiokenu CBC oHeMoryhyje Hanmazjava Jja KOHTpPoOJIMIIE yJa3 3a 6JI0KOBCKY HIKGPY.

[Ipema Tome, oasioxkenu CBC cipeuyaBa jeiHOCTaBaH Hama/, ca M3a6paHUM GJIOKOM OTBOPEHOT TEKCTA.

5.3. CBC pexum pajau poheHAaHCKH Hanaj,

Y oBOM morJsiaB/by pasMarpa ce CUTYPHOCT OJIOKOBCKOT HMIHppOBama, Kajla ce mudparT masbe y
nejavHy, y pexxumy CBC u3Haj rpaHuue pobheHJaHckKor napajiokca. [lpenusHuje, M3HaJ rpaHHUlle
pobeHJlaHCKOT Mapajiokca 0YEeKUBAHO je Jla ce Mehy 6JiokoBUMMa 1mudpaTa Moxe npoHahu 6ap jenHa
KOJIM3H]ja, OJIHOCHO C; = ¢j. AKO Ce y OBOj je/JHAaKOCTH CBaKH 0Ji 6JI0KOBa mudpaTa 3aMeHH CBOJUM

r“3pa3oM, o6uja ce aa je:
Eyx(ci—1 ® pi) = Ex(cj—1 ® p)).

Kako je E, nepMyTanuja (MHBEpTUOUIIO NpecJrKaBakbe), BaXH Ja je:
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Ci-1 D pi =cj-1 D p;.
OBo ce apyraduje Moxe 3anucatu Kao p; D p; = ¢;_1 D ¢j_;. lakie, cBaka nponahena xosMsuja gaje
nHdopmanujy o pesyarary XOR omnepaiyje oJropapajyhux 6Ji0KkoBa 0OTBOpeHOT TekcTa. Kako mykuHa
MOPYyKe pacTe, Moxe ce MpoHahu cBe BUIIlE KOJIM3Hja U IPeEMa TOMe OTKPUTHU CBe BUllle MHOpPMaIHja O
MOpPYyL OTBOPEHOT TEKCTA.

Jla 6u KpunToaHaJUTUYAP UCKOPHUCTHO 0Baj HAIaJ, OH MOpa OUTHU y CTaky Jla epUKACHO AETEKTYje
KoJiM3uje u3Mehy 6JiokoBa mudparta. JejHa 0oJ HajuemNUX TEXHUKA jecTe Jla ce COPTUPAjy 6JIOKOBU
mudpaTa. MehyTuM, 0Bo 3aXTeBa UK BEJIMKH IPOCTOP y ONIEPATUBHOj MEMOPHUjU UJIU 6P3Y CEKYHAAPHY
MeMopHjy. 3a 64-6uTHe 6JI0OKOBCKe Imudpe KpUNTOaHAJIUTHYap Mopa Ja cadyyBa M COpTHpa oko 232
6710Kk0Ba, ofHocHo 23° GajToBa. 3ampaBo, CHUTyaldja je Majo cloXeHHuja. JIOK COpPTHUDa,
KpUNTOAHAJIMTHYAP MOpa Jia PaTH U N0YeTHE Mo3ulyje 6J10K0Ba Zja 64 3HAa0 KOju 6JIOKOBU OTBOPEHOT
TEKCTa Cy YK/bYYeHHU y jeJHAYUHY KOja je u3BeJieHa U3 KOoJIu3uje.

YKOJIMKO KpUIITOAHAJMTHYap HeEMa J0BOJ/bHO MeMOpHje 3a CopTHpame Tabesie Koja CafpKu U
BpeJHOCTU lKdpaTa U OpUrHHaJIHE N03ULUje, APYTU HAUMH je Jla ce HeCOPpTUPaHe BPELHOCTH JpiKe
HeT/le y ceKyHAapHoj MeMopuju. Taza ce copTrpajy 6/10K0BH mupaTa 6e3 uHzekca. Kaga je 3ajeguuuka
BPEJIHOCT M03HATa, U3BPILHU Ce peTpara 1 npoxHahy ce nmosuiuje 6J;J0KOBa KOju ce MOKJIanajy. Yak u 3a
oBaj mpucTyn notpe6Ho je 23° 6ajroBa 6p3e MeMmopuje. YIpKoc 6p30M HampeoBamby padyyHapCKOT
xapZBepa, 32 GB je u pa/be Besuka KonuyrMHa MeMmopuje. [IpeMa ToMe, y npakcy, 4ak U NPUTHUKOM
kopuiihemwa mudpoBama y pexxumy CBC ca 64-6UTHOM 6JI0KOBCKOM miMdpoM, HIP. TpocTpyku DES,
M3BOheme Hama/ia 3axTeBa BeJIMKU Halop KpuntoaHaadTruyapa. [lopes octanux pasJiora 4 oBo je jeJiaH

360r Kojer ce Ha CBC mudpoBame ca Tpoctpykum DES-oM u fa/be yecTo Hausmasy.

5.4. Opanoxenu CBC pexxum pajga u poheHgaHCKHU Hanaz,

Y oBOM MOTJIaBJ/bY pa3MaTpa Ce CUTYPHOCT 6GJIOKOBCKOT KM POBamka, Kajia ce MUdpaT mabe 610K
o 6J10K, y ojiyioxkeHoM CBC pexxumy u3Ha/| rpaHulle poheHiaHCKOT napajokca. /la 61 ce KOHCTPyHcao
Hamna/, KOPUCTH Ce TPUK CJIWYaH KopultheHoM 3a Hama/ Ha 6J10KOBCKy mubpy y pexxumy CBC, kaza ce
mudpar masbe 6J10K Mo 6J10K. [IpeniM3Huje, kajla Toj je AOCTyNaH 610K WKpaTa, y PyHKIUjU 0J, OBOT
6s10ka oxpebhyje ce caenehu 6JI0K OTBOPEHOT TEKCTa U yK/bydyje ce y mpoliec mudpoBama. Yciae[
3aKallbera 0/l jeTHOT 6JI0KA, HAMa/, MOXKe IMOYeTH TeK 0/ pyror 6J0Ka OTBOpeHOr TekcTa. Kao mpBu
6JIOK OTBOPEHOT TEKCTa, Y Mpollec MHUPPOoBamka Ce MOXKe YK/bYYUTH OUJIO KOja BPEIHOCT 10 U360py
Hama/ia4ya, Hip. 6JI0K KOjU ce cacToju caMo 0/ HyJIa.

[ToueBmin of apyror 6Ji0ka, GJJOK OTBOPEHOT TeKCTa ce Gupa mpema p; = pi_1 P ci_,. Yak n y
oasioxxeHoM CBC pexumy, 06e BpeIHOCTU P;_1 U Cj_, Cy ePpeKTHUBHO MO3HATE y TPEHYTKYy Kajla O6u p;
TpebaJio Jla ce YK/bYYH y mpolec mudppoBama. Cajia, moce6GHUM U360pOM 6JIOKOBA OTBOPEHOT TEKCTA,

BpeAHOCTH IKdpaTa ce oApehyjy Ha ocHOBY ciefehe jeHaKOCTH:
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¢; = Ex(ci-1 @ pi-1 @ ¢i-2)

= Ex(Ex (i1 ® ci2) ® (i1 ® ¢i-2))-
Jpyrum pednMa, ako ce ca Z; 03Ha4H yJa3 6JI0KOBCKe mudpe y i-TOj pyHaH, Tj. Z; = p; D c;_1, oHja Z;
3a/l0BOJbaBa:

Zi = Ex(Zi1) @ Z;—4.
CacBuM 3aHUMJ/bKBO, XOR ynasa u u3jasa 6J10KOBCKe Mdpe je cTaHZAapJHa KOHCTPYKLHja Koja ce
KOPHCTH 33 Kpeupame Icey0-caydajHux GyHKIUja U3 Iceyo-cay4ajHuX epMyTalyja, Mo3HaTa Kao
JejBuc-Mejep (Davies-Meyer) koHcTpykivja. OBa KOHCTPyKLHMja je dYecTo KopuinheHa y Xelll
dyHk1Mjama, HIp. cpehe ce je ko SHA-1.

Ako ce dyHkuuja F gedunuiie ca F(x) = E,(x) @ x, nobuja ce aa je Z; = F(Z;_,). llpema aHanu3u

U3 MorJ/aBJ/ba 3, MO3HATO je Ja HU3 Z Kpeupa nukayc nocae 0(2Y/2) kopaka. lllTaBuiie, 3a OTKpUBambe

[IMKJIyca y 063Up Ce MOTY Y3eTH paHHje Mpe/CTaB/beHU aJITOPUTMH 32 MPOHATAXKE e IUKIIyCa.

5.4.1. ®aojaoB aaropuram

3a kopuuthewe ®J10j10BOr aArOpUTMa HU30BU Z; U W; = Z,; ce Mopajy napaJieJiHO U3padyyHaBaTH y
Wby MpPOHAJNAXeWa jefHaKkocTH Y; = W;. OagMax ce MOXe NPUMETUTHU Jia je OBO MPOOGJIEMATHUYHO Y
KOHTEKCTY 6JIOKOBCKOT MKpoBamwa y oanoxeHoM CBC pexuMy, kaza ce undpat 1masbe 6J10K 110 6JIOK.
3ancTa, HamaZay He KOHTPOJIMIIE MOYeTHe BPEeSHOCTU Cy KopullheHe TOKOM WIH(pOBama, Na He
NIOCTOjY HA4MH Jla U3pauyHa BpeJHOCTH 06a HU3a Z; u W; y ucto BpeMe. HapaBHO, yBek ce MoXe YyBaTH
Z v IOpeiUuTU Z; U Z,; y CBAKOM KOpaKy, aJli 0BO 3axXTeBa JOCTa MeMOpHje LITO je 6all OHO LITO GU
Tpebasio u3behu. Unak, Tpeba UMaTH y BUAY /A je 0Baj MPUCTYT 60JbU 0/ COPTHPAa U J]a MOXKe PaJUTU

ca CHOpOM MeMOPHjOM.

5.4.2. BpeHTOB aJropuTam

Ca gpyre crpaHe, oaMmax ce npuMmehyje na ce LUK/IyC MOXe JlakO JeTeKTOBaTH KopullheweM
BpenToBor anroputma. [Ipema objauimewny U3 MorJjas/ba 2.2, KaJia roj je UHJAEKC i cTeneH 6poja ABa
(i = 2%) mamTH ce BpeaHoCT Z,t U ynopehyje ce ca BpeJHOCTUMA [O/HU3A Z;, CBE 10 cJieeher cTeneHa
6poja aBa. OBO ce MOoKe 06aBUTH 063 MOoTpebe 32 U3payyHABAKkEM BPEeJHOCTH UCTOT HU3a JIBA MyTa WU
3a KOHTPOJIMCakeM HHULUja/IHUX BPeJHOCTH.

Y HeKOM CMHCIy, OTKpHBake IMKJIyca je Beh Hamaj. 3aucTa, OBO Ce MOXe I[OCMaTpaTH Kao
CTAaTUCTUYKH pa3/iBajayd Koju je y CTamy Jla OTKpHje J1a JI je 33/]laTh HU3 J00MjeH Ha 0Baj HAUUH WUJIH je
cJay4ajaH. AKO je U3J/1a3 IpaBH Tj. Ipe/cTaB/ba U3Ja3 6J10KOBCKOT lHdppoBama pexxuma CBC, nukiyc ce
ca BeJIMKOM BepoBaTHOhOM oTKpHBa y BpeMeHy O (2Y/2). Ako je ussas ciaydajan, BpeHTOB anropuram
CKOpO HHKa/ia He IPpOHaJla3u HOBY BPEJHOCT jeJHAKy cayyBaHOj BpeJHOCTU. MehyTuM, Hanaz ce Moxe

nojayaTu. [IpenusHuje, MUKJIYC ce MOXKe UCKOPUCTHUTH Jia ce Jo6uje mudpart Ey (v), HeKe BpeJHOCTU V
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no usbopy Hamnajada. /la 61 ce TO MOCTHUIJIO, Kajla ce 4yBa yJa3 Z,t 6JI0KOBCKe WHUPpe, NOTpe6HO je
cadyBaTH U 0/iroBapajyhy nsJjas c,¢. 360T 3aKallllbera 0/ jeJHOT 6JI0Ka, U3J1a3 C,¢ HUje J0CTYyNaH 0AMaX,
aqu ce 4yyBa Kaja npucturHe. Kaza je kosMsuja AeTeKToBaHa A00Mja ce HOBU yJa3 Z; jefHaK Z,t.
HapaBHo, oBa jegHakocT u3Meby yJsasza y 6JIOKOBCKY mHpPy UMILUIMIMPA jeJHAKOCT u3Mehy u3sasa.
Jlakne, yHanpe/, ce 3Ha Ja je ¢; = C,t. 3axBabyjyhu oBoMe, Moxe ce pehu fAa je p;41 = ¢; @ v u npema
ToMe A06uTH wmudpoBaHa BpeaHocT Ey(v) . I[Ipema ToMe, 3axBa/byjyhu BpeHTOBOM ajiroputmy
0JI0KOBCKO MmKGpOBame, KaZa ce mudpaT mabe 60K Mo 6J0K, ¥y oasokeHoM CBC pexxumy usHafj
pobeHJlaHCKe TpaHUIle MTO/JI0XKHUje je HamaJuMa Hero 6JI0KOBCKO KM poBame, Kajia ce mudpar masbe

y neJiuHY, y o6udHoM CBC pexxumy.

5.4.3. HuBamoB ajropuram

Hugpaiwos ajnroputamM Moxke GUTH BpJI0 KOPUCTAH 3a NpeJcTaB/beH Hamaj. OH [03BoJbaBa Ja ce
CMamd KOJMYHMHA NMOTPe6HUX HmudpaTa mpe HEro IITO Ce IUKJIYC JleTeKTyje. 3anpaBo, Kopuctehu
aJiropuTaM 4, Kao IITO je MpeJCTaB/beHO y MOTJIaB/by 2, FTAPAHTOBAHO je /1a je MOTPe6HO HajBHIlIe S + 21
6s10K0Ba mupaTa. HapaBHO, 133308 je cMambUTH 0Baj 6POj. JacHO, He MOXKe Ce KOPUCTUTH Matbe oA S + [
6J10K0Ba, C 063MPOM Jia ce MPBa KoJIK3Kja jaB/ba Ha T03ULUjHU s + [. Cienehn HuBama y paay [2] moryhe
je OCMUCIUTH BapHjaHTy aJIF'OPUTMA 4 Koja KOPUCTH 0AaTHY MEMOPU]Y U JileTeKTyje nukaycca s + (1 +
a)l 6s0k0Ba, 3a MpOW3BO/LHO Masio o. OBaj airoputaM KOPUCTU TEXHHUKY KoOja ce Has3HuBa

MapTUIMOHUCAakhe U MEMOPHjCKH 3aXTEBU OBOT aJICOPUTMA PacTy Kajia ce o CMambyje.

5.5. CRT pexum paga u poheHaaHCKM Hanazg,

CurypHocTt mudpoBamwa y pexxkumy CRT je Takohe mHTepecaHTaH mpuMep. 3alpaBo, OH Ce YHHHU
NOTIYHO UMYHUM Ha poheH/IaHCKU Hana/. 3aucTa, Kako je rceyo-cjaydajaH HU3 061jeH U poBameM
pPa3/IMYMTUX BPEJHOCTH KOJIM3HMja ce He MoXe InojaBuTH. [lpenusHuje, KpeHyBIIM O0J, IOYETHE
BpeJHOCTHU Koja ce y CBAKOM Kopaky noBehaBa 3a jesiaH, HUje Moryhe JJ0OUTH Ty BpeJHOCT [IOHOBO CBe
JIOK ce He npoby cBe moryhe BpeHOCTH b-6uTHOT 6J10Ka. Kako nocToju 2P pasnuyuTix BpejHOCTH, 0BO
je masieko U3Ha/ rpaHUlle poheHJaHCKOT apajioKca.

MebhyTuM, Kazsa ce y 063up y3Me LM poBambe BUlle IOPYKa CBe [10CTaje KOMIIMKOBaHUje. [Ipe cBera
Mopa ce u3behu kopuihemwe UcTor 6pojadya BpeJHOCTU M3Mehy nopyka. JeJHOCTaBHO pelleme 3a TO
MOXKe GUTH MeMOpHCake TPEHYTHEe BPeJHOCTH HAKOH KN poBamka, Na Kopulihewe Te BPeJHOCTH 3a
cnepehy nopyky. MehyTtuM, oBo pelieme 3axTeBa ypehaj 3a mudpoBame ca MEMOPHjOM, @ Yy HEKUM
cay4yajeBUMa TO HHje Moryhe. Y TakBUM CUTyalljaMa ajJTepHAaTHBA KOja Ce YeCTO KOPUCTH jecTe /a ce
oznabepe cayyajHa [lo4eTHa BPeJHOCT 3a CBaKy NopykKy. Ca 0BUM pellleleM K0JM31je U3Mel)y NouyeTHUX

BpPeIHOCTH BO/ie /10 Hana/a v poheHJaHCKU apaJioKc ce Bpaha y urpy.
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Ono o je nsneHahyjyhe jecte ja Kako ce Hana/{¥ ca U3ab6paHUM OTBOPEHUM TEKCTOM O/IBU]a]jy, YaK
HU naMheme 6pojaya HUje JOBOJbHO Jla 61 ce u3berao poheHaHCKU nMapaiokc. Heka je Hanmaad nocJjao
Ha mudpoBame JABe Ayre ciaydajHe nmopyke My u M,, jenHake ayxkuHe L (MepeHo y 6JyiokoBHUMa). OH
no6uja mudpat C, nopyke M, nuiu nopyke M,. Taga oH pauyHa C @ My u Ta BpeAHOCT IpeJiCTaB/ba
MPBOT KaHJWJaTa 3a ICeyA0-CAy4yajHu MPOTOK KopulitheH TokoM miudpoBawa. 3aTHUM, Kao ApPyror
KaHauzaTta padyHa C @ M;. [IpeMa KOHCTPYKIUjH, He MOXKe Johu 10 KoJiM3uje n3Mehy 6J10KoBa YHyTap
npaBor KaHAuaTa. MehyTuM, HUlITa He clipevyaBa cjy4yajHe KoJIu3HUje Jia ce IojaBe y oHOM apyroM. Kao
nocJieulia, ako Hana/ad OTKpUje KOJIW3UjY y jeJHOM OJi ABa ICey0-CcayvajHa KaHAu/iaTa, OH CUTYPHO
3Ha Koja o1 mopykKa, My i M, je mudpoBaHa ¥ TO MOXe 06jaBUTH. Y CyIPOTHOM, MOKe OAallMTH HOBYKh
Y HajaBUTU oJiroBapajyhy mpeTmnocTaBKy. JacHO, ako BepoBaTHoha KoJiM3Uje y MOTPelHOM ICeY0-
Cy4ajHOM KaHAWAATY HUje 3aHeMapJ/bMBa, HanaJad o61ja He3aHeMapJ/bHUBY IPEJHOCT.

3aHUMJ/bUBO je HallOMEHYTH Jla MOT'YRHOCT Jia ce oJipe/iu IpaBU KaHAMJAT 3allpaBo HUje 3aCHOBaHa
Ha cBojcTBY caMmor CRT pexxumMa, Beh Ha 4Mb€HULM [la je OH KOHCTPYHUCaH HaJ, epMyTalnujoM. AKo ce
6/I0KOBCKa mudpa WM CaydYajHa NMepMyTalMja 3aMeHe (Tcey/i0) CAy4ajHUM MpecauKaBalbeM OBa
MoryhHocT HecTaje. MehyTuM, To He 6U YKJIOHWJIO OTPeby 3a MEMOpPHUCAkEM BPEAHOCTH Gpojaya.
[llTaBuille, y MpaKkCcH ce peXHUMH pajia 6JIOKOBCKUX MHUGPU KOjU Cy 3aCHOBAHHU Ha ICey/0-CJAy4ajHOM
npecivKaBawy peTko cpehy. [JlaBHM pasjior je BepoBaTHO TO INTO Cy O6JIOKOBCKe Inudpe

CTaHAapAW30BaHE U CAMUM THUM JIAKO AOCTYIIHE ITporpaMepuruMa.

5.6. Xe/JIMaHOB BpeMEHCKO-MeMOPHjCKH KOMIPOMHUC

XeJIMaHOB BpPeMEHCKO-MeMOPUjCKH KOMIIPDOMMC je FeHepUYKM MeTo/[, 3a oJpebhuBame K/byda K
6s10KoBcKe mudpe E, mojA NpeTNOCTaBKOM Ja Cy NO3HATH IIMPpaTH MNPOU3BObHUX OTBOPEHHUX
TekcToBa. OBaj MeTOJ MPETNOCTaB/ba Jla KPUITOAHAJIUTHYAD MOXeE YHAIpes Ja HM3BPIIM OTPOMHA
v3payyHaBakba Be3aHa 3a E 1 Jja 3anaMTH HeKe 0/ pe3yJ/iTaTa KOju Y KaCHUjeM TPeHYTKY MOT'y yop3aTu
oapebuBame kbyda K. llusb je f1a ce MoCTUrHe HETPUBUjaJIaH BPEMEHCKO-MEMOPHjCKH KOMIIPOMMUC 3a
KacHHUjy ¢asy Hanaza. /Ise TpuBujasHe MoryhHoOCTH 3a ofpehuBame K/byda K cy: Jla ce He MeMOpHIlIe
HUIITA U JIa Ce KOPUCTHU I'pybda CUJIa, UM J]a Ce MeMOopHIile TabeJsia Koja cafpxu cBe napoBe (Ex(0™), K)
Y J1a ce y Tabesu Tpaxku Ex(0™), mudpat nosHaTe NopykKe.

XesiMaHOB aJropuTaM 6a3upaH je Ha aHanu3u yHkiyje F(K) = Ex(0™) Koja mpecirkaBa CKyn CBUX
Moryhux K/bydeBa y CKYIl CBHUX MOTyhux k/bydeBa. Tpeba uMaTH y BUAYy Aa JaTy GYHKIH]Y Tpeba
NpPUJIArOJUTH y C1y4ajy KaJia ce BeJIMYMHA K/byda U BeJIMYMHA 6J10Ka pasJivKyjy. AKO je BeJIMUMHA K/by4a
Mamba Hero BeJIMYMHA 6JI0Ka pe3yJiTaT ce Mopa CKPaTUTHU. AKO je BeJIMYMHA K/byda Beha o/l BeJTMYMHE
6J10Ka HaJjoBe3yje ce HeKOJIMKO MKUdpoBama (peruMo 04abupoM KOHCTaHTHUX 6s10K0Ba, 07,0711, ...)
Y cKpahyje ce HaZJ0Be3aHO aKo je nNoTpebHO. Pa3bujame 6s10k0BCKe WKHdpe E 1 NpoHanaxewe K/byda

K je eKBHBaJIeHTHO M3padyyHaBaiby WHBep3a ¢yHKIHUje F y Tauku Ex(0™). [Ipema Tome, XesMaHOB
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KOMIIPOMHKC ce 0OMYHO cMaTpa 3a Hana/, ca I03HaBakbeM U3abpaHOr 0OTBOPEHOT TeKCTA. 3allpaBo OH je U
HelITo 60JbU jep He MHCUCTHPA Jia ce u3adepe 0™. JeIMHU 3aXTEB je OCUTypaTH Jja MOCTOju GUKCHpaHa
BPEJIHOCT v 32 KOjy je yiako fo6uTu mudpoBame Ex (v). Ha npumep, ako Hanajay 3Ha Jia Nollu/basall
06M4yHO WK dpyje NopyKy ca HEKUM PUKCUPAHMUM 3arjaB/beM U MPeTHOCTaB/bajyhu e TepMUHUCTUYKU
pexxuM mudpoBama, Halla/Iu ca NI03HAaBakbeM U3abpPaHOr OTBOPEHOT TeKCTa HUCY HEONXO/AHHU.

Mo:xxe ce MpUMeTHTH Jja XeJIMaHOB a/IrOpHUTaM N0Ka3yje 3alITO je BXKHO Kopulihemwe pexxuMa paja
KOjU KOpUCTe CJlydajHe MHULUjau3aldoHe BeKkTope. [IpenysHuje, Ko 0BaKBUX peXUMa, Hamnajad He
MOXe J060uTH 1HdpoBame H3abpaHe QUKCHpaHe BPeJHOCTH, Te ce XeJIMaHOB MeTOJ He MOe

HCKOPHUCTHUTH.

5.6.1. IlojegHOCTaB/bEH CJIy4aj

Ja 6u ce pasjacHuJa K/by4Ha HJeja Koja CTOjU U3a XeJIMaHOBOT aJiTOPUTMa NPBO Ce pa3MaTpa
noceb6aH c/1y4aj ¥ MpeTNocTaB/ba ce Jia je F [UKJIMYHA epMyTaluja. Y npakcy oBO HUKaJla HUje cyyaj,
aJlv je 1o/ OBOM NPeTHOCTAaBKOM aHaJ/IM3a [l0CTa jeAHOCTaBHUja. U3payyHaBame HU3a K/byuyeBa 0YUbe
o/l MHUIMjaJIHOT K/by4ya K kopuuihemweM uspasa K;,; = F(K;). OBaj Hu3 npaTu nukiayc ¢yHkiuje F u
uje peJioM Kpo3 cBe Moryhe k/bydese 3a 6JI0KOBCKy mudpy, Bpahajyhu ce y Bpeanoct K, nocae 2%
utepanuja, rae je k 6poj 6uToBa Kbyda. Ha ceakux 2! kopaka, rae [ = |k/2], memopuue ce map
(Kj o1 K(j_1)51). ApyruM pednMa, MaMTH Ce TPEHYTHH K/bY4 3aje[lHO Ca HeroBMM HPeJjaKkoM Koju ce
Hanasu 2! kopaka ucnpesn. Kajga je cakynsbeno csux 287! moryhux mapoBa Ay LMK/Iyca, OHU ce
COpPTHUPA]jy 110 BPeJHOCTH U YyBa Ce TAKO COPTHUPAH HU3.

Kaja je Hu3 mapoBa copTupaH, F ce Jako Moxke MHBepToBaTH y 2! kopaka. Hus ce mpeTpaxyje
nosiazehu o BpegHocTHu E (0™), 3a Heno3HaT K/by4 K. AKO Ta BpeJHOCT HHje PUCYTHA Jja/be ce Tpara
3a Bpeguomhy F(Ex (0™)). HakoH t kopaka nmpoHanasu ce BpegHocT F (Ex(0™)). 3a 0By BpeJHOCT YUTa
ce Apyry usaH npoHahenor napa. [Ipema Tome, uzie ce 2! kopaka yHasaz 1 Haj, 06HjeHOM BpegHOLIhy
ce F npuMemyje 2! —t — 1 nyTa. Taga ce fo6uja (jefMHCTBEHA) BpeJHOCT Koja ce cauka y Ex(0™), Tj
KJ/by4Y K.

V nojefiHOCTaB/beHOM C/Iyyajy XeqMaHOB KoMnpomuc MeMmopuiie 257, 1j, 2¢ pnn 241

, 32 U3abpaHo
l, mapoBa u BpeMe u3BpIllIaBawa ¢pase Hamaja (M30cTaB/bajyhu $asy MpeTXOAHUX M3pAdYyHABaHa) je

[ - 2%, rje je ypauyHaTo M BpeMe MOTpe6GHO 3a GMHAPHE MpeTpare Hajl COPTUPAHUM HU30M.

5.6.2. OnuITH cay4aj
Y onwrem cayyajy F Hyje LUMKJIWYHA nepMyTanyja. lllTaBuiue, caja ce o4eKyje Aa ce F moHala Kao
CJy4yajHO IpecjarKaBamwe. [lakie, utepauuje ¢pyHkuuje F 3a ciaydyajHO U3abpaHy MOYETHY TauKy BpJIO

6p30 0BOJIE JI0 IUKJIyCca BeJTUYHHE 0(\/ 2"). [Ipema ToMe, Jila G ce MMOKPUJIO BUIlIe 0] 3aHEMapJ/bUBOT

AeJia K/bydeBa, MOpad C€ KOPHUCTUTHU AO0CTa NMOYETHUX TadakKa. ]OI_L[ je,qHa noTremkoha je TO IITO 3a
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HEKOJIMKO NOYeTHHUX TadakKa HUIITA He ClipedaBa /Ba pas3/IMYMTa HHU3a Ja Ce IpeKJ/olle y HEeKOM
TPEHYTKY, OJJHOCHO /Jla UMajy 3ajeJHUYKU Jieo. 3anpaBo, OHUJI0 Koje JiBe NMoYeTHE TauKe Y FMTaHTCKOj
KOMIIOHEHTU QYHKIMOHAJIHOT rpada BoJe [0 MpeK/Ianamka HU30Ba. AKO He Npe, HU30BU Ce HajKacHHUje
NpeKJanajy Herjle y LUKJAycy oaroBapajyhe rurantcke kommnoHeHTe. lllTo je jomr Behu mpo6Giem,
BPEIHOCT Koja ce cuka y Ex(0™) Huje jeAMHCTBEHA, A IPOHAJIAXKEhe TaKBe BPeJHOCTH HUje JOBOJbHO
3a oapehuBame Kbyda K. Y u/by 3a00uiaKeha 0BUX MpobJieMa XeJIMaHOB KOMIIPOMHUC 3aXTeBa BUIIIE
BpeMeHa M BHILe MeMOpHje Hero y IojeJlHOCTaB/beHOM CJIy4ajy. YobudajeHa paBHOTeXa KaJja cy y
NUTaly U BpeMe U MeMopHja (3aHeMapyjyhu joraputamMcku pakTop) je 22%/3, 1j. noTpe6Ha KoMM4nHa
MeMopHje U 6poj Kopaka cy 22¢/3,

[Ipu yobuuajeHoj aHaiu3W XeJIMaHOBOT KOMIPOMHMCA MPETHOCTaB/ba Ce Jla Cy HHU30BH, KOjU ce
H“3paydyHaBajy 3a m CJAy4ajHUX MMOYETHUX TadaKa, Ay>KUHe t. 3a CBAaKU HU3 NIOYETHE U Kpajie TauKe ce
4YyBajy COPTHUPAHE M0 BpeJHOCTHMA KPajibuX Tadyaka. /la 6u ce mpoHaliljie BpeJHOCTH Koje ce PYHKIIHUjoM
F npeciukaBajy y faTe BpeJHOCTH KOPUCTHU Ce MCTA HJeja Kao U y MOjeJHOCTAaB/beHOM cay4ajy. O
MoYyeTHe TauyKe [IOHABJ/bA Ce MpuMeHa QyHKIUje F cBe JI0K ce He Jlohe 1o 3anmamheHe Kpajiwe Tauke. OH/1a
ce aaroputaM Bpaha Ha ofjroBapajyhy no4eTHy TauKy U HacTaBJba U3BpllaBamwe. Moryhe je HEKOJIHNKO
caydajeBa. Y HajbosbeM ciydajy oTKpuBa ce K, a y ocTa/luM CJy4dajeBHMa ajroputaMm He ycnesa. [lo
Heycrexa /J10J1a3d WM Tako LITO Ce NMPOHa/a3M MOrpeliHa BPeJHOCT Koja ce mpeciukaBa y E(0™),
OJIHOCHO Pa3JIMYMT K/bYY KOjH Jlaje UCTH MU PPAT, UK TAKO ILITO Ce YOIIITE He JloJ1a3u A0 Tauke Ex (0™).
BepopaTHoha ycnexa je pega mt/2¥, nokse rog je mt? mame og 2 (Bugeru [1]). UsHaz oBe rpaHule
6poj KosiM3uja u3Mehy JlaHala MOCTaje BeOMa BeJIMKHM U KOMIIPOMHKC MOCTaje HEUCIJIATUB. 3am =t =

k/3, memopujcku 3axteBu cy 0(2%/3) kmyueBa, a Bpeme u3BpmaBama je

2%/3 gepoBaTHORa ycnexa je 2~
0(k2%/3). Jla 6u ce no6osbmana BepoBaTHoha, XeqMaH npejiaxe ga ce Kopuct 2%/3 pazmmuanrtux
n3bopa 3a ¢pyHkuyjy F, npaBehu Tako Majie npoMeHe y Ha4MHY Ha Koju ce u3 mudparta Ex(0™) gobuja
k/byd K. [IpeTnoctaB/bajyhy He3aBUCHOCT M3Mely Tabesia HalpaB/beHUX 3a CBAKY OJF OBUX QYHKIH]a,
BepoBaTHoha ycrnexa ce mo6oJblilaBa 3a KOHCTAaHTHaH yJe0 NMPOCTOpa K/by4yeBa, ca BPEMEHCKHUM U

MeMopujcKuM 3axTeBuMa 22%/3 (sanemapuBajyhu oraputamMmcku ¢pakTop).
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6. [IpuMeHa y npoHa/IaXKely KOJIU3Mje Ko/ Xell GyHKIUja

ANroprUTMH 3a NpOHAJAKEE [IMKIIYCa joll jeJHY IPUMEHY IIpOHaJia3e y N0Tpasy 3a KOJIU3UjOM KO/
xell QyHKIM]ja, MOCEeOHO Kajia je JYKMHA HHUXOBOT M3Jla3a peslaTUBHO KpaTka. Ha mpumep, 3a garty
dyHKIMjy ca 128-6UTHMM M3J1a30M 3axBasbyjyhu poheHAaHCKOM MapazoKCy MOXKe ce MpoHahy KoJiu3uja

264-

ca OTIIpUJINKE vM3padyHaBama xell GyHKIMje. MehyTuM, jacHo je 1a ca TpeHYTHUM payyHapuMa HUje

M3BO//bUBO CadyBaTH U COPTUpATH oArosapajyhy sucry og 24

Xell BPeJHOCTU Yy LU/by OTKpUBama
kosinsyje. IlpBo peliemwe je Aa ce jeAHOCTAaBHO M0O30Be aJITOPUTAM 3a INpOHaJaXewe LUKJyca Haj,
peKyp3MBHHUM HHU30M, I/l je CBaKa BpeJHOCT Ao6HjeHa XelllupaweM PeTX0AHe BpeAHOCTU. U ja/be, 0BO
pelleme HUje 3a/j0BoJbaBajyhe K3 Bullle pasJora. [IpBy passior je To LITO ce HAa 0Baj HAYKMH MOTY J06UTH
caMO KOJIM3Hje KOoje HHUCY OJi KOPUCTH, Tj. MOTY ce AOOUTH JiBe CJy4ajHe MOPYKe ca UCTHUM XEIIOM.
HapaBHo, 3a kpunToaHasinTH4Yapa 61 61JI0 NoXKeJ/bHUje Jja lo0uje Be CMUC/IeHe IOPYyKe ca pa3/InYuTUM
3HaYeHheM U MCTHUM XxeloM. JIpyrd pasJor je TO LITO Cy aJfOPUTMH 3a NpOHAJKeme LUKIYCa,
NpeJCTaB/beHM y MOrJaB/by 2, CYIUTHHCKHM CeKBeHUMjalHu. M ok je ob6aBmame 2°4 omepanuje

M3BOJ/bMBO Ca JaHalllbUM padyyHapuMa, usBoheme 2°4

y3aCTOIHE ollepalyje Ha jeJHOM padyyHapy je
MOTIYHO Zipyra CTBap.

Y oBOM morJiaB/by HajIpe je AaT KpaTakK yBUJ, y TO LITA cy KpunTorpadcke xem GyHKIHje U KOJU Cy
HUXOBU CUT'YPHOCHHU 3axTeBHU. [Ipe/icTaB/beH je KOJIM3UOHM Hala/ Ha xelll pYHKIUje U I0OKA3aHOo je KaKo
ce TeXHUKe 3a MpOHaJaXKeke LUKJIyca MOry HCKOPHUCTUTH 3a INpOHaJaXkeke KoJu3uja H3Mehy
CMUCJEHUX NOpYyKa. HaKoH Tora nokasaHo je Kako ce y KOMOUHaIMj1 ca NapajeJJHUM U3padyHaBambUMa

HuBaioB asiroputamM MoxKe UCKOPUCTUTH Y IU/bY POHAJIAXKeHa KOJIU3Hja.

6.1. Kpunrtorpadcke xem1 pyHKLUje

Xem ¢yHKIMje cy PyHKUHje Koje Bplie TpaHcPopMalyjy NOpPyKe NPOU3BOJbHE AYXKHHE y H3pas
dukcHe nyxrHe. OHe pe/CTaB/bajy U3y3€THO BaXKHY KJIacy GyHKIMja U MOhaH ajlaT KOjU je y LIMPOKOj
ynoTpebu y MmoziepHoj kpunrtorpaduju. [JlaBHU 1ju/b y Kpuntorpaduju je 3a/j0BOJbUTU TPU OCHOBHE
KapaKTepUCTUKe CUTYPHOCTU UHQopMauuja: MOBEP/bBUBOCT, WHTErpUTET UM ayTeHTHUKalHja.
[ToBep/bMBOCT 3HAUU Jja CaMo NpUMaJial, Tpeba 6UTH y CTakby Jla NPOoUUTa NocaaTy NopyKy. MUHTerpuTreT
je ocoOGMHa mopykKe Jia HUje AOXKKWBeJia IPOMeHe CaJip’Kaja o/ TPEeHYTKa KaJia je mocJjaTa /0 TPeHyTKa
KaZla CTUrHe [0 npuMaoua. OyyBame HHTerpuTeTa NOPyKe jeJHa je OJf HajBaXXHUjUX INpHMeHa
kpunrorpadckux xeu ¢yHknuja. PauyHamweM xema (BpeAHOCT xell QyHKIHMje) Mpe U Mocjae peHoca
MOpYyKe IIPeKOo Mpexe MOXeMO YTBPAUTHU Ja JIM je OpyKa NpoMereHa. AyTeHTUKaLUja NpeJCcTaB/ba
MpOLeC Y OKBUPY KOjer ce 3a KOPUCHUKA UJIM U3BOp MHPopMaLMja yTBphyje Aa je 3arcTa OHO 3a IITa Ce

Npe/CcTaB/ba, APYTMM pedrMMa ayTeHTHKalWja je mpoliec yTBphuBama u/ieHTuTeTa.
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HMaxo cy xem ¢pyHKIHje Y IIUPOKOj yIOTPeOH, UCIIOCTaBJ/ba Ce /la HUje cBaka Xelll QYyHKIIMja MOT0Ha
3a kopuuihewe y kpuntorpaduju. TakBa xemr GyHKIMja MOpa MOCEA0BATH oJipeheHe CUTYPHOCHE
ocobuHe. OHe xew ¢yHKIMje Koje 3aJ0BOJbaBajy OBe OCOOMHE HA3MBAMO KPUNTOrpapCKUM Xelll
dynkuujama. Kpunrorpadcke xemr pyHkIHje 64 Tpebaso Aa ce MoHalIAjy Kao c/ay4ajHa NpecjrKaBamwa,
aJii 1a OCTaHy JIeTEPMUHUCTHYKE U JIaKO U3payyH/bUBe. AKO ce Moxe Aohu 10 nopyke nosaszehu ox
HEeHOT Xellla WJIM YKOJHUKO Ce MOry npoHahu JBe NOpyKe ca MCTHUM XelloM, Kpunrtorpadpcka xell
dyHKIIM]ja cMaTpa ce HECUTYPHOM.

CUT'ypHOCT JlaHallllbe KOMYHHKallUje ce 3aCHMBA Ha KPUNITOTPapCKUM NPOTOKOJIMMA, I'/ie MHOLITBO
TaKBUX NPOTOKOJIAa KOPUCTH Xell QyHKIMje Kao rpafuBHe 6/10KoBe. CTBapame KpUNTOrpadpCKUX Xeul
dyHKIMja ca jaKUM CUTYPHOCHUM KapaKTepHUCTHKaMa je BaXkaH U MCTOBPEMEHO TexXak 3azaTak. Of

MHOLITBA NOHYDEHUX, cCaMOo Cy peTKe MpexrBeJie Ipoby BpeMeHa U oKasasie 3a/l0Bo/baBajyhe ocobuHe.

6.1.1. OTtnopHocT Xeml pyHKIUja HA KOJTU3HJY

Kosmsuja 3a yHkumjy H je nap pasjMuuTHX ysia3a x U x' TakBux jaje H(x) = H(x").Y oBomM ciy4ajy
KakeMo Jia je nap x, x' y konusuju. PyHkiuja H je oTIopHa Ha KOJIM3Hjy aKO Ce He 3Ha aJITOpUTaM 4Hja
je CJI0KEHOCT UCIOJ, CJI0’KEHOCTH poheHJaHCKOr Hana/a, a Koju Moxe npoHahu KoJM3ujy, Tj. NpoHahu
61JI0 Koju map x, x' TakaB za je H(x) = H(x"). OBaj paz ce 6aBu pyHkuujama H Koje ©Majy 6eCKOHaYHe
JloMeHe (HIp. Kao yJia3 y3MMajy CTPUHTOBe CBHUX MOTYhuX Oy)XMHA) U KOHauyHe KojoMmeHe. [Ipema
JAvpuxseoBOM NPUHLMUILY, Y TAKBUM CJIy4dajeBUMa KOJIM3Hje MOpajy OCTOjaTH. Taja ce Texu ToMe Ja
IpoHaJaXKemwe KoJiM3uja 6y/ie BeoMa TellKo. Y Be3u ca pyHKIMjaMa 3a Koje je U yJla3HU U U3JIa3HU CKYTI
BPEeIHOCTU KOHAYaH, MUCJIM Ce cCaMO Ha oHe QYHKIIHMje Koje KOMIIPHUMY]jy CBOj yJia3, Tj. AY>KUHA U3Jja3a je
kpaha on fAy:uHe yJia3a. YKOJIMKO Ce 0BO He 3aXTeBa OTHOPHOCT Ha KOJIM3U]y je TPUBHjaIHO NOCTUNH.
Ha npumep, pyHKLIHja UAEHTUTETA je TPUBUjaIHO OTIIOPHA Ha KO/M3Hjy. OTIIOPHOCT Ha KOJIU3H]jy je jak
CUT'YPHOCHM 3axXTeB U J0CTa ra je Tewmko noctuhu. Mehytum, y HekuM npuMeHama xell QyHKLHja
JI0BOJbHO je OCJIOHUTH ce Ha bJ1aXKke 3aXTeBe.

[IpunnkoM pasMaTpama KpunTorpadpckux xeul GyHKIHUja 06UYHO ce Y 063Up y3UMajy TPU HUBOA

CUTYPHOCTH:
OTnopHOCT Ha KoJiu3Hjy. OBO je HajjauM 3aXTEB U OHAj KOjU je 10 ca/ia pa3MaTpaH.

Csna6a oTnopHOCT Ha Kou3Hjy. Hedopmanno rosopehy, xeunr pyHkIidja je cs1abo oTOpHA Ha KOJIU3UjY

aKo je 3a IaTo X MpaKTH4YHO HeMoryhe Ja ce npoHahe x' # x, TakBo zAa je H(x") = H(x).

JeaHocMmepHocT. Xem ¢yHKIMja Tpeba ga 6yae jeqHocMepHa GYHKIMjA, Tj. [1a je 32 AATO Y MPAKTUIHO

HeMoryhe /1a ce npoHahe BpejHOCT x TakBa Aa je H(x) = y.

Caka xei ¢GyHKIIMja KOja je OTIIOPHA Ha KOJIM3Ujy je Takohe U cjabo oTNopHaA Ha Kon3ujy. OBo
. ! . : 4
BaXKU jep 3a JIaTo X MPOTUBHUK MoxKe mpoHahu x' # x 3a koje je H(x") = H(x), a oHJja Moxe npoHahu

nap x, x' Koju je y koausuju. Ucto Tako, cBaka xell ¢yHKI[Hja Koja je cabo OTIOpHA Ha KOJIMU3HU]Y je
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Takohe jeqHOoCcMepHa. OBO Baku 360T YHMHbEHHUIE [ja aKo je Moryhe nHBepTOBaTH y U nmpoHahu x’ TakBoO
na je H(x") =y, onza je moryhe y3eTu gatu yJa3s x, uapadyyHatv y = H(x), a 3aTUM HHBEPTOBATH Y U
no6utu x'. Taja je ca BesikoM BepoBaTHOhOM x' # x (ocsarbajyhu ce Ha YuibeHHULY Aa H KoMIpumyje
yJia3 ¥ Jia ce J0CTa PA3JIMUUTHX yJa3a NpecarKaBa y UCTU M3Ja3). Moxe ce IPUMETHUTH Jia HaBeJeHa

TPU CUTYPHOCHA 3aXTeBa $OopMUPajy XUjepapxujy, CBaka AedUHUIUja UMILJIUIMPA OHY KOja je UCTIO/, Hhe.

6.2. PoheHjgaHCcKu Hanaj - NPpOHa/JIAXKewhe KoJIM3uje u3Mmehy cMucaeHux

Nmopyka

['eHepuykH poheHJAHCKU Hama/| MpoHaIa3Uu KOJIM3Ujy Y 61JI0 K0joj Xxelll YHKIUjU, Ma/ia Y BpeEMEHY
KOje je eKCIIOHEHI[MjaJIHO Y OJIHOCY Ha Ay>KWHY M3Jsa3Hor xema. Heka je gata xem ¢ynkunuja H: {0,1}* —
{0,1}%. 360r jeiHOCTABHOCTH Ce pa3MaTpajy caMo oHe xelll yHKIIMje YHjH je y/1a3 NpOU3BOJbHE JyXKUHe.
Hanap pasu Ha ciepehu HayuH: U3abepe ce q NpOU3BO/bHUX PA3IMIUTHX Y/1a3a X1, ... , Xq, U3pauyHa ce
y; *= H(x;) 1 U3BpIIK ce MMpoBepa Jia Jik je 6HUJI0 KOja 0[] ABEe BPEeAHOCTH y; jeiHaKa. Kao mto je Beh
M03HATO, 3a W3Ja3Hy AyKUHY o | 6uTa poheHJaHCKW Hamaj MpPOHA/Ia3u KOJIM3HWjy ca BEJHKOM
BepoBaTHohoM nmomohy q = 0(21/2) u3padyHaBama xell pyHkuuje. CopTHpameM HM3ja3a KoJM3uja ce
Moske nponahu y Bpemeny O(1 - 2Y/2).

Hcra uzeja Hana/la MOXKe ce MCKOPUCTHUTH 3a MpOHaJaXKee "CMUCAeHUX " Kosu3uja. [I[poHanaxeme
KoJIM3uje usMehy cMucieHUX MopykKa je IpBU NyT NpeAcTaBbeHo y paay [12]. Ujaeja je ga ce mouHe
ofabupom jBe mopyke M u M' ca pasiuuuTHM 3HadeweM. [lajbe, Y OBUM IMOpyKaMma je MOTpeGHO
npoHahu 6poj MecTa Ha KojuMa ce MOTy MPUMEHUTH cCUTypHe MoJudukanuje. CurypHe Mmoaudukanuje
Cy CBe NpOMeHe Koje Hehe MPOMEHUTH 3Hauyeme Mnopyke. OGUYHO MOCTOjU BEJUKH OPOj CUTYPHUX
MoauduKalLMja y mopyKkaMa Koje cy YUT/bUBE 32 YoBeKa. MokeMo 3aMeHUTH pa3MaK HOBUM PeJioM, Ha
HEKHUM IOo3UldjaMa y NOpyLHd UHTEPNYHKIUjCKHA 3HALA MOTY OUTH JI0JIaTU UJIU YKJIOHEHH, BeJUKa U
MaJsia CJ0Ba MOTYy OWTH 3aMereHa 0e3 rybuTka 3Hauyewa Mopyke. Takohe, Heke peyud MOry OGUTHU
3aMemeHe CBOjUM CUHOHUMMMA, 0CTaB/bajyNu CMUCA0 MOPYKe HEMPOMEHEH.

[IpeTnocTaBuMo Ja Hanazad Asca kenu ja npoHahe gBe mopyke M u M' takBe ga je H(M) =
H(M"). IIpBa mopyka M HeKa je MMCMO O/ lbeHOT I0CJI0/[aBIla Koje 0bjalllmhaBa 3allTo je OTIYIITEeHa ca
nocja, a fpyra nopyka M’ Heka je JlacKaBO MMCMO MpeNnopyKe. YKOJIHMKO MOCTOjU t MeCTa 3a CUTypHe
MoauduKanuje nopyke M, Anrca Moxke HaNpaBUTH CKyn of 2% pasjMuuTHX MOpyKa MCTOT 3HAa4eHa.

PaszmoTtpumo cienehu npumep:

Tewxo/Hemozyhe je noseposamu/3amucaumu na hemo nponahu/3anocaumu jour  jegHOT
padHuka/3anocsaeHoe/0coby Koja uMa CJIUYHY ChoCcO6HOCm/8ewrmuHy/cmpy4Hocm Kao Anuca. Ypaauia

je dobap/odauuaH/cjajan/uzeaHpedax mocao.
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Buio Koja KOMOMHaLMja HCKOLIEHUX pevH je Moryha U HocH UcTy nopyky. CTora ce faTa pedyeHUIa
MO>Ke HanucaTy Ha 2 * 2 * 2 * 3 x 3 * 4 = 288 pazsimuutux HaurHa. OBO je caMo je/lHA peuyeHULa, Te je

3ampaBo BeoMa JIaKO M3reHepucaTH HOPYKy Koja ce Moke IpenucaTu Ha 264

passnyuTa HauuHa. CBe
IITO je MOTPebHO je 64 peyu ca jeJHUM CHHOHUMOM.

Moske ce MPUMETUTH Ja Cy 3a xeul GyHKIMjy AJUMCcUHUX 2° MOpyKa MOTHYHO pasJM4uTe U Ja ce
no6uja 2¢ ciydajHux, TpaXkeHMX Xell BpeJHOCTH. Ha mcTv HayuH fo6uja ce 2¢ pasnuuuMTHX Komuja
nopyke M'. JacHo, 3a n-6uTHy xeu GyHKIH)y, 3a t > n/2 04eKyje ce MOCTOjarbe Kon3uje usamMehy Komuje
nopyke M u komnuje nopyke M'. Anvca Moxe M3BPIIMTH Hamnaj poheHJaHCKOT THIA FeHepUCakbeM
0(2”/2) [IOpyKa NpBOr TUIA U 0(2”/2) [OpyKa Jpyror TUIA, a 3aTUM MOTPAXUTH KoJsu3uje usmehy
NOpyKa OBa /iBa THIA.

['eHepuyKkH poheH/JaHCKHU Hama/ 3axTeBa BeJHUKY KOJIMYMHY MeMopHje. KOHKpeTHO, OH 3axTeBa 0/,
Hamnajaua Jia cayyBa CBUX q BpeJHOCTH {y;}, jep Hamaza4y He 3Ha yHamnpe/, koju he nap JaTu KoJu3ujy.
[To6osbi1aHy poheHJaHCKM Hana/], KOju KOPUCTHU TeXHUKe aJropuTaMa 3a MpOoHa/laKeke LUKIYCa, je
HanaJ ca JpacTUYHO CMalkbeHUM MEeMOPHjCKHMM 3axTeBUMa. 3allpaBO, OH HMMa CJUYHY BpPEMEHCKY
CJIO)KEHOCT M BepOBaTHOhy ycmexa Kao reHepW4YKM HanaJ, aJd KOPHUCTH KOHCTAaHTHY BeJWYUHY
MeMopuje. Hamag noduwe 0abupoM ciydajHe BPEeJHOCTU Xy, @ 3aTUM ce 3a [ = 1,2,... padyHajy
BpeAHOCTH X; = H(x;_1) ¥ Xy; = H(H(X3(;—1))) . [lpumeTumo na je x; = H'(x,), rzae H' o3nauapa i
y3aCTONMHUX NpuMeHa QyHKuUje H. Y cBakoM Kopaky ce yrnopelhyjy BpeJHOCTH X; U X,;. AKO Cy OHe
jeAHaKe OHJA IOCTOjU KOJIM3Wja Herfe y HU3Y Xg,..,Xp;j—1 U aJropuTaM Taja yJasu y Ipolec
NpoHaJlaXKekwa Kosuduje. OHO LITO je K/by4YHO 3a OBaj Hama/, jeCcTe [ja OH 3axXTeBa YyBakbe CaMo J|Be Xell
BPEJHOCTHU y CBAKOj UTEpALUjH.

AsropuTaM Koju je ynpaBO ONMUCAH MOXJa Ce He YMHU NMOrOJAHHUM 3a IPOHaJIaXKeke CMUCIEHHUX
KOJIM3Hja jep HEMa KOHTPOJIy HaJ, pa3MaTpaHUM ejieMeHTHMa. Mnak, Mmoryhe je nuckopuctutu ra. Kao u
paHuje, Heka AJsiuca Keau Ja npoHabe kosu3ujy M3Mely mopyka JABa pas3/iMyuTa THUIA, TUCMO Koje
o6jalmaBa 3alITo je AsuMca OTHYIITEHA U MUCMO NpPeNnopykKe, rje ce o6a Xemupajy y UCTy BpeJHOCT.
Upeja curypHux Mogudurkanuja Moxe 6UTH UCKOopUlINeHa U Y KOHjYHKIUjHU ca TEXHHUKOM TpPaKerma
uKiayca. MehyTuM, noTpebHO je BOJUTH padyyHa O HEKHUM JOJaTHUM CTBapyMMa Kako 6U ce usberse
HeXxe/beHe Kosnsuje u3melhy aBe komuje mopyke M wiu [iBe Konuje nopyke M'. Anvca nuiie cBaKy of
MopyKa TakKo Jla y HOj MOCTOjU t peyd Koje MOry OUTH 3aMemeHe. MMajyhu t Tayaka curypHe
MoauduKanuje u t-6UTHHU 6pPOj i, HEKa je ca M; o3HaYeHa Konuja mopyke M fobujeHa Kaja ce oapeheHe
BpeJHOCTH CBaKe Tauke MoAuUKalMje OCTaBe IpeMa BPeJHOCTH 0/iroBapajyhux 6uToBa y 6MHapHOM
3anucy 6poja i. CaimdHo, ca M; o3HauuMo i-Ty konujy nopyke M'. Kopucrehu oBe o3Hake, MOxe ce
yBecTy QyHKIMja F, u3 t + 1 y n 6uToBa, Ha ciesehu HaUuH:

M; akov =0,

Fv,i) = {Ml’ akov = 1.

PasmoTpuMo peveHule:
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0: Anvca je dobap/epedaHn u uckpeH/odaH padHuk/3anocaeHu.

1: Anuca je mexcak/npobaemMamuyas U HANOPAH/UpumMaHmMaH padHuK/3anocaeHu.

®yukuuja F y3uma 4-6uTHe ysase, Te NPBU 6UT oJipehyje TUIN n3/1a3He peyeHHUIle, 2 HapeJHa TPU OUTa

oapebyjy ns6op peuu y Toj pedeHunu. Ha npumep:

F(0,000) = Anuca je dobap v uCKpeH padHUK.
F(0,001) = Anuca je medxcak u HANOPAaH padHuK.
F(1,010) = Anuca je 8pedaH v uckpeH 3anoc/aeHu.

F(1,011) = Anuca je npobaremamuyaH 1 HANOPAH 3aN0CAEHU.

CkpahuBameM ysasa ca n 6uToBa Ha t + 1 MOXKe ce AOGHUTH HU3 Xelll BPeJHOCTH OJf CMHUCJIEHUX
MopykKa U TPAXKUTH KoJinsuja. MehyTum, oBaj AuUpeKTaH MPUCTYN ca t = n/2, 4ecTo AOBOAU [0
TpUBUja/IHE KOJIU3HWje. 3aUCTa, aKO Ce JiBe Xell BPeJHOCTHU NOKJOoINe mocjie ckpahuBamwa Hat+ 1,y
cienehoj utepanyju xeuMpa ce nopyka Koja je mIpeTX0/JHO HaUIILJIA U yJIa3U Ce Y UKIIYC ca KOJU3UjoM
n3Mehy xel1 BpeJHOCTHU /iBa NyTa UCTe nopyke. [la 61 ce n3berao oBaj cjy4daj moTpeOGHO je BUIlle TayaKa
CUTYpHUX MoAvduKalUja, HauMe Tpebaso 64 nzabpatut = n — 1. Ca 0BUM HU360pOM, yJia3 Y HUKIYC
oArosapa mpBoj kosusuju. lllTaBuiie, ca BepoBaTHohoMm 1/2 oBa mpBa KoJsiu3uja je usMehy komwuje
nopyke M u konwuje nmopyke M'. AKo HHje, je/IHOCTaBHO Ce MOe IIOHOBO MOKPEHYTH aJropuTaM ca

JPYroM NO4YeTHOM Ta4KOM.

6.3. [lapaJsiesiHO TpaXkemwe KoJiM3uje momohy HuBamoBor ajiroputma

Y un/by npoHasaKema KoJin3uje Kopuctehy napasiesiHa U3padyyHaBamka Mopa ce UMaTH Apyraduju
NPUCTYI jep Cy aITOPUTMH 3a NMpPOHAJNAKEE UKJIYCca CYIITHHCKU CeKBeHIUjaJHU. C TUM Y Be3W He
MO>KE Ce TPAKUTH LIUKJIYC YHyTap jeIHOT peKyp3UBHO JlepUHUCAHOT HM3a. YMeCTO Tora Tpebaso 6u ce
OCJIOHMTH Ha HEKOJINKO He3aBUCHUX HU30Ba. AJITOPUTaM OBOI TUIIA je Beh NpescTaB/beH ¥ OBOM pajy.
To je anroputam Iloslap/joBU KeHIypH, 3a H3padyyHaBalbe AUCKPETHOTr JIOrapMTMa Ha 3a/aToOM
WHTepBaJy (moryiassbe 4.3). MehyTrM, 32 mapasiesii3aiyjy ce 0Baj MpUCTYI MOpa afjanTUPATH.

3a U3BpIlIaBakbe Ha MapajeJTHOM padyyHapy HajBaXKHHUje je Jia ce CMabHM KOJIMYMHA KOMyHUKaIHje U
CHHXpOHM3aIMje u3Mehy napasie/THUX poieca. Yoou4ajeH NpUCTYII, KaJja ce TPaKu oZpeheHa BpeJHOCT
Wi oZpeheHo CBOjCcTBO Mehy BeJIMKKUM CKYIIOM MOZATaKa, je /la Ce KOPHUCTHU BeJIMKK 6poj padyHapa 3a
Kpeupamwe MOryhux KaHAuZaTa U Jla ce OHJIa OBM KaHAWAATH NpHjaBe HA HAMEHCKHU cepBep Koju he
O/Ipa/INTH Kpajiby MPOoBepPY. 3a MpOoHaNKewhe KoIu3uje, Tpebaso 6M MPUjaBUTH BPEJHOCTH 3a Koje je
BpJio Moryhe zaa he ce npekianatu. OBo ce Moxe NocTUhU KopullhemeM TeXHUKe HCTaKHYTUX Tadaka
u3 pazga [6]. Tpeba uMaTu y BUAY Ja ¥ aJTOPUTMHUMA HCTAKHYTHUX Ta4dakKa jeflaH YBOP MapasesHOT
padyHapa uMa noce6Hy yJiory. OBaj Y4Bop NMpuXBaTa UCTAKHYTe TaykKe O] CBUX OCTAJIMX YBOpPOBa M

poBepaBa /Jia Jik I0CToje KOJIM3Hje YHyTap TOT CKyna KopuiihewmeM poheHJaHCKOT Hana/ia 6a3vpaHor
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Ha COpTUpamy. YKOJMKO IOCTOje KOJIM3Mje, OBaj YBOP UX KOPUCTU 3a HU3padyyHaBamke CTBAPHUX
BpeJHOCTU. BeoMa je BaXKHO OCMUCJIMTH NapaJiesiaH aJifOPUTaM 3a NpOHaJIaKewe KOJIM3Uje Ha Ha4yuH
KOjU MUHMMHU3Yje [leHy KOMYHUKalUje, MEMOPHjCKe 3aXTeBe U MHOTO U3payyHaBamwa cepBepa. Jlabe y
TEKCTY Npe/CTaB/bEH je jeflaH 0/ MOTyhuX HayMHA 32 MapaJsielHO TPaKee KoJIu3HWje HaJ CAy4ajHuUM
npecjuKaBamweM F.

Heka ciy4yajHO mpecivkaBame F omepuiue Haz CKynoMm of N ejieMeHaTa U HeKa ce IapaJiesaH
padyHap cacToju oj P uleHTUYHUX MapaJieTHUX YBOPOBA U je/IHOT MocebHOT YBopa - cepBepa. Takobhe,
noTpebaH je u ckym o D ucTakHyTHX Tadaka. [la 61 aqroputam 6M0 MOro/iaH, UCTAKHYTE TauyKe MOpajy
OUTH JIaKe 32 MpelNo3HaBame U JIaKe 3a reHepucame. TUNHMYaH NPUMEP TAKBOT CKyMa HMCTAKHYTHX
Tayaka je CKym OJ n-GUTHHX LeJuxX GpojeBa ca d Bojehux Hyna. Ckym ce cacroju om D = 24
eJieMeHaTa, y BehuM rpynaMa kapauHasHocTd N = 2™, CBaka MCTaKHyTa TadyKa X ce JIaKo Mpero3Haje,
cBojctBoM: 0 < x < 2™ 4, IllTaBuie, ca 0BakBOM AedHHUIMjOM HUCTAKHYTHUX TayaKa jeJHOCTaBHO je
reHepUucaTH CIy4ajHe UCTAaKHYTe TadKe.

[TocTaB/bartbeM OBHUX yCJOBa ajroputam pajau Ha ciefehu HayuH: CepBep Jojesbyje (moce6GHY)
HMCTAaKHYTy TadyKy CBakOM YBOpY 3a Hu3payyHaBamwe. Kaja [o6uje HCTaKHYTy TauKy, 4BOp 3a
v3payyHaBame je KOPUCTU Kao Mo4YeTHY Tayky 3a HupamoB ajaropurtam (ajsroputraMm 4) ca MajoM
n3MeHoM. Haume, kaga HuBamoB anroputam Haubhe Ha MCTAKHYTy TAuKy OH Ce 3ayCTaBJ/ba U ILIaJbe
W3BellTaj. M3BemTaj cafpKU TpU BPEJHOCTU: NMOYETHY UCTAKHYTY Ta4yKy, Kpajiby TadyKy U JLY>KUHY
nyTawbe u3Mehy JBe Tauke. CepBep o/jpKaBa JIMCTY U3BeIlTaja U IeTEKTYje KOU3HUjy uaMmehy Kpajibux
Tavyaka. AKO ce TOKOM U3padyyHaBamwa BpeJHOCTU yHKIMje F fjecy KoJiM3uja, TO CUTYPHO 3HAYH Ja je
NpUCyTaH WM LUKJIYC Ha jeZJHOM YBOPY 3a U3padyyHaBae WJIU Jia je IPUCYTHA KoJsiu3uja usmelhy aBa
pasnuyrTa yBopa. 06e MoryhHOCTH cy leTeKTOBaHe ONMCAaHUM aJrOPpUTMOM. Y IpBOM cJiy4ajy HuBaiioB
aJIrOpUTaM JleTeKTyje [IUKJIYC, a y APYroM CJy4dajy cepBep OTKPUBa KOJIU3Ujy U3MeDy KpajikbUx Tayaka.
[IpBa K0/1M3Uja ce J1ako A06Uja U3 OTKPUBEHE KOJIM3Uje. 3aucTa, MPEeTHOCTaBUMO /1a MOCTOjH MyTama
AyKUHE L, 07, MCTaKHyTe Tauke S; 0 Kpajie Tauke P u jApyra nyTawa AyxkuHe L, on S, no P. bes
rybuTKa OMIITOCTH, MOXKe Ce joIlI MPEeTIOoCTaBUTH Aa je L, < L,. OHja, mosazehu oz S; cepBep nposia3u
MpBY MyTamwy Kpo3 TauyHo L, — L, Kopaka. M3 Te Tauke je JJ0BO/bHO /ia Mpohe 06e nmyTarme napaJsesnHo,
CBe JIOK ce He mpoHahe koJsin3uja. Tpeba ©UMaTH y BUAY [Jia je TO YBEK MpBa KoJM3uja. 3aucTa, ako je E
NpBa UCTAaKHYyTa TauykKa Ha KOjy ce HauJa3u uayhu ka Sy, S, He Moke OUTU Ha TPBOj yTawu. [IpemMa ToMme,
JBa lapaJie/iHa MyTa [IOYUbY U3 pa3/IMYUTUX TadaKa W 3aBpllaBajy ce Ha UCTOoj nosunuju. llltasuuie,
OHU MMajy jeIHAKY AYKHUHY U Ha 00€e MyTare Ce KOJIM31ja CUTYPHO jaBJba MOCJIe UCTOT 6poja Kopaka.

Kao u Ko/| cekBeHIIUjaJTHOT aJITOPUTMa 32 IPOHaJaXKee IIUKJIyCa, Ka/ja je TpoHaheHa 6110 Koja o/
KoMM3Mja mpeocTaje ga ce mspauyHa O(VN) Bpeanoctu. IlpemMa ToMme, ca P mpoiecopa yGp3ame
napasiejvsanuje je y OCHOBM onTHMasjHO. Tpeba HamoMeHyTH [Ja H3padyyHaTe BPeSHOCTH HUCY
yKJ/byUeHe y rJ106a1HO Gpojame CBe 0K oiroBapajyhe UCTaKHYTe TauKe HUCY pUjaB/beHe. [IpeMa ToMe,

O6poj MCTaKHYTHMX Tadaka Tpeba Ja OyJe ajiekBaTHO Hu3abpaH. Ca D MCTaKHYTHUX Tauyaka, y/eo
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WCTAaKHYTHX Ta4aka u3Hocu N /D.IIpeMa ToMe, NpocevyHa Jy»KHMHa NyTakbe u3Melhy /Be HCTaKHyTe Tauyke
je N/D.Tpeba uMaTu y BUZly [ia ce 3a HEKe [TI0UYeTHE TauKe MOXKe yhH y IIUKJIYC. Y TOM CJIy4ajy ce He MOoXe
Jeno gedUHUCATH YAa/beHOCT U3Mehy [iBe UCTaKHyTe Tauke. AKO ce 3aHeMape TeXHHW4Ke NoTellKohe,
3aK/by4yjeMo Jla OKpeTamwe OMMUCAHOT aJropuTMa Ha P mpouecopa [03B0oJ/baBa U3padyyHaBawe PN /D
Tavaxa. Ca qusbeM ja F ysuma O (v/N) BpeaHocTH, noTpe6Ho je usabparu D = 0(v/N). Kako cepsep Mopa
Jla ayBa P myTama, Tj. jeiHy 110 YBOPY 3a U3payyHaBambe, KOJWYrMHA noTpe6He MeMopuje je O(P). Bpeme
M3BpllaBaba KoJla KOju W3/iBaja KoyM3ujy Ha F oJ Kosu3uje naMehy MCTakHyTHX Tadaka je 0J03T0
orpaHHYEHO BpeMeHOM IOTpe6HHUM Ja ce mpohe Kpo3 ABe myTamse, Tj. O(N/D) = 0 (/N/P).

Tpeba umaTu y BuJy Ja 3a ropwe objallilbere M aHa/lU3y, M3payyHaBaikbe HHUje CaBpLIEHO
ypaBHOTEeXXeHO U3Mehy npolecopa. 3aucTa, HeKe NyTame u3Mehy UCTaKHYTHUX Tavyaka cy Kpahe Hero
Apyre. /la 61 ce no6oJblliajza Ta HEYPaBHOTEXKEHOCT, jeIHO jeJHOCTAaBHO YHanpebeme je fa ce cepujcku
MOKpeHY HEKOJIMKO MHCTAaHI M HUBaIoBor airopuTMa Ha CBaKOM YBOPY 3a U3padyHaBambe, ca [U/beM Ja
ce fobuje myTama npoceyHe ayxuHe. OBo moBehaBa mapaMerap P M Kao mocJjeAula norpebHa je
MeMopHuja Ha cepBepy. /[lpyra npumejba je To IITO KaJja P nmocTaje BeJIMKO, KOJIM3Uje Koje [0J1a3e U3
LUKJIyca YHYTap jefjHe MyTake M0CTajy BeoMa peTke. [IpemMa Tome, HuBawos ajsroputam 6u Tpebasio
3aMeHUTH Ca HEeKHM jeJIHOCTAaBHMjUM, KOjU Ce HU3BpIIaBa 0J, UCTaKHyTe Tayke Ao cjefehe, ca
MoryhHouhy 3aycTaB/batba KaZja My NpeBUILe BpeMeHa Tpeba Jia npoHahe Kpajiwy Tauky. JejuHa MaHa

OBOT NpUCTyIIa je ITO daHAJ/JIM3a IIOHallldka aJITOPHUTMa HOCTaje MHOTO KOMHJII/IKOBaHI/Ija.

6.3.1. IIponanaxeme Beher 6poja kos1u3uja

JenaH MHTepecaHTaH acleKT HaBeLEeHOT aITOPUTMA 3a MapasIeJTHO TPaXKehe KOJIU3Hje je TO IITO OH
MOXKe OUTH KopullheH 3a ehUKACHO MpOHAJIAKEE BEJUKOT O6poja Kosnsuja. Tpeba UMaTH y BUAY Ja
CEeKBEHIIMjaIHU aJITOPUTAM 3a MPOHAJXKehe [IUKIyca HUje 6aul epUKACcaH 3a POHATKEHhE BEJTHUKOT
Opoja KosiM3uWja. 3aucTa, 3a MpoOHaJaXewe k KoJM3Hja, k myTa ce Mopa NMOHOBUTH aJITOPUTaM 3a
IpOHaNaXeme LUKIyca, ca yKymHoM neHoM O (kv/N). HacynpoT ToMe, ca rope HaBeleHUM IapaJieJJHUM
aJTOPUTMOM, poheHZJaHCKH Mapa/ioKC HAaCTaB/ba /1a C€ KOPUCTH U Jla MPOHaIa3|u NMpBY Kosu3ujy. Kao
ToC/IeMIa TOTa, YKYIHA LieHa 3a KOHCTPYKIMjy k Kosu3suja ce cMambyje Ha O (VEN). MehyTum, Mopa ce
HaNpaBUTH ONpe3aH U360p 3a CKYN UCTAKHYTHX TayaKa. JacHO je /la CBaka cayyBaHa NyTakba MOXKe JaTh
HajBullle jeaHy KoJsiusujy. [Ipema Tome, mapamerap P Tpe6aso 6u ga 6yze Behu Hero mrto je 6poj
*KeJbeHUX Kosiusuja k.

Jenna anTepHaTuBa 6M MorJa Aa Oy/e /a ce Kao MOYETHe TayKe, yMECTO MCTAKHYTHUX, KOPUCTE
NpOM3BOJ/bHE Tauke. MehyTuM, 0Baj MPUCTYN YBOAM HOB HEJOCTATaK. 3aMCTa, HUILTA HE O6U CIPEYUIIO
Jlo6Mjarbe UCTe MyTakbe JIBa MyTa WK NPELU3HHje, ZiBe yTakbe I/e je jeIHa mo/nyTamwa o apyre. OBe

/iBe [TyTarbe He 61 JjoBeJIe 10 HOBe KoJin3Hje U noBehasie 61 LieHy U3padyyHaBama 6e3 MKaKBUX J00UTaKa.
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7. Ilporpamcka peajusanuja v pe3yJTaTu

W3noxxeHa TBphemwa K3 norJassba 3 0 ONIUTHM, JJOKaJHUM U eKCTPEMa/IHUM CBOjCTBHMMA CIy4ajHUX
npecaukaBamwa @: {1, ...,n} = {1, ..., n} cy acCUMIOTOTKH pe3y/ITaTH KOjHU [lajy aCUMIITOTCKY IPOLEHY 3a
pas3/iM4uTe MapaMeTpe Kaja n Texu 6eCKOHAaYHOCTH. Llu/b oBOT MOrJaB/ba je cipoBoheme TecToBa O
CTPYKTYpH GyHKIMOHAMHOT rpada AaTux GyHKIM]ja, KojuMa 61 ce MPOBEPUJIO [a JIM TOCTOje 3HaYajHa
OJCTynama oJ NpUOIMKHUX BpPeJHOCTH NapaMeTapa Npe/cTaB/beHUX y paay [3]. Y oBoM morsaB/by
npeJCTaB/bEH je MporpaM Koju je KopuiuheH 3a eKcCieprMeHTa/IHy IPOBEPY aCUMIITOTCKUX pe3yJiTaTa

napameTapa c/ly4ajHUX MpecJrKaBamba U NPUKa3aHU Cy Pe3y/ITaTH CIPOBEIeHOT TeCTHpaAba.

7.1. IIporpamMmcka peasu3sanuja

3a nmporpaMcKy peasiu3anujy kopuuiheH je nporpaMcku jesuk Python u naket NetworkX. NetworkX
je Python makeT 3a Kpeupamwe, MaHUMYJIAIMjy U NpOydyaBawme CTPYKTYpe, AUHAMHKe U QYHKIHja
KOMILIEKCHUX Mpexa. [lakeT NetworkX He mpyka AUPEKTy MOAPIIKY 3a paj; ca QYHKLHUOHATHUM
rpa¢oBHMa, aJiv je KopuiuiheHa kiaca DiGraph oBor nakeTa, kao nomMoh npu peasnusanuju kiaace FunGraf.
Knaca DiGraph je wsaca koja omucyje ycMmepeHe rpadoBe. OHA 4YyBa YBOPOBE M YCMepeHe I'paHe
MPOU3BOJLHOT THIA NOJATaKa.

Kopumihene ¢pyHkiuje naketra NetworkX koje onepuuty HaJ, rpadoBUMa cy:

find_cycle(G, source=None, orientation="original') - 3a sasaTu rpad G pyHxuuja Bpaha smcTy rpaHa rpada
Koje dopMHpajy UMKIyC. JIpyrd apryMeHT je ONMIMOHU M MOXe GUTH 3aJaT Kao YBOP OJ; Kojer oOusIasak rpada
nouume. Tpehu aprymeHT je Takohe onuuoHu U 0JHOCH ce caMo Ha ycMepeHe rpadoBe; Moxe GUTH 3aJaT Kao
WH/IMKall{ja Jja ce Mpy o6uIacKy rpada opujeHTanuja rpaHa He Mopa MOLITOBATH.

ancestors(G, source) - 3a 3agatu ycmepenu rpad G u yBop source GyHKIuja Bpaha CKyl CBUX MPETXOJHHKA
JlaToT YBopa y rpady.

shortest _path_length(G, source=None, target=None, weight=None) - 3a 3asatu rpa¢ G pyHkuuja Bpaha
Hajkpahe nyTame y rpady. Jpyru apryMeHT je ONIIMOHU K MOXKe Ce 33JlaTH Kao YBOP 0] KOjer ce payyHajy Hajkpahe
HyTame ZI0 CBUX OCTAJIMX YBOpoBa y rpady. Tpehu aprymeHT je Takohe ONIMOHU U MOXKE Ce 3aJaTH Kao YBOP /0
Kojer ce pauyHajy Hajkpahe myTame 0[] CBUX OCTaJHX YBOpoBa y rpady. YKoaMKo cy o6a aprymeHTa 3ajaTa
byHkuuja Bpaha Hajkpahy nytamy usMmebhy faTux yBopoBa y rpady. UeTBpTH apTyMEHT je ONIIMOHU U OJHOCH Ce
Ha TEXMHY I'paHa, Mojipa3yMeBaHa BpeJHOCT je None IITO 3HA4H /ia je TeXKHMHA CBaKe rpaHe 1.

number connected_components(G) - 3a sajaTu HeycMepenu rpad G dyHkiuja Bpaha 6poj moBesaHHX
KOMIIOHEHTH y Tpady.

connected component subgraphs(G, copy=True) - 3a 3ajaTu HeycMepeHu rpad G ¢yHkuuja Bpaha

reHepaTop KOjUu ce MOKe UCKOPUCTUTH 3a Kpenpare HOBOT rpada Ha OCHOBY CBaKe OJf TOBE3aHUX KOMIIOHEHTH
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rpada G. Ipyry aprymeT je ONIMOHU U II0/ipa3yMeBaHa BpeAHocCT je True, iTo 3Ha4u Jja he ce konupaTu aTpubyTH

3ajaror rpada G.

Knaca FunGraf peanv3oBaHa je kao oMoTa4 kKJaca kjace DiGraph. Ha Taj HauuH omMmoryheHo je fa ce
rckopucTe ciefuduiHOCTU GyHKIMOHATHUX rpadoBa, HIIP. YMHEHUIA la CBaKa IOBe3aHa KOMIIOHEHTA
dyHkMoHamHOr rpada cajapxu jenaH nukiayc. Ob6jekat kiace FunGraf ce kpeupa MN0O3UBOM
koHcTpyKTOopa FunGraf(f, n), rge je f cay4yajHo mpecivMkaBame, a n BeJMYMHA YJIA3HOT CKYMa, Tj. 6poj
yBopoBa GyHKIMOHATHOT rpada. [Ipu kpeupamy 06jeKkTa oBe Kiace, 3a cBako x u3 {1,...,n}uy = f(x)
oxnpebyje ce ycMmepena rpaHa (x,y). [loGujeHa JiCcTa yCMepeHUX IpaHa KOPHUCTH Ce 32 Kpeupambe
arpubyTta G (o6jekat kiace DiGraph). 3aTum ce mo3uBajy MeTo/ie Kiace FunGraf Koje padyHajy ONnuTa u
JIOKasIHa cBojcTBa. [I[porpaMcka peasusanyja 0BUX MeTO/a U3JI0’KeHa je y IPUJIOTY pajia.

Y rpyny oniTHX CBOjCcTaBa claZajy: 6poj noBe3aHUX KOMIIOHEHTH, 6poj JINCTOBA, 6pOj YHYTpallbUX
4YBOpOBa MU 6pOj LUKJIMYHUX YBOpPOBa JaTor GYHKLHMOHANIHOT rpada. Y rpymy JIOKaJHHUX CBOjcTaBa
cnajiajy: mpoceyHa Jy>KUHa NyTame, IpocedyHa Jy:KUHaA LIMKJ/yca, IpoceyHa AYy>KHHA pelna, NpocevyHa
BeJIMYMHA I0Be3aHe KOMIIOHEHTe, IpoceyHa BeJIMUMHA cTabJia ¥ IpocevyaH 6poj NpeTX0AHUKA y JaTOM
¢dynkuuonanHoM rpady. ExcTpemanHa cBojcTBa JOCTYIIHA Cy HAaKOH H3padyHaBama oJpeheHHux
JIOKaJIHUX cBojcTaBa. To ce mocTuke nmamhewmeM MaKCUMaJHUX BPeJHOCTU JIOKaJHUX MapaMeTapa.
HakoH 1ITO Cy 0Ba CBOjcTBA U3pauyHaTa, CBaKU O/ MapaMmeTapa JOCTyIIaH je Kpo3 ofpeheHy property

MEeTO/1y, 3aje/IHO ca BpEMEHOM Koje je 6110 MOTPe6HO 3a U3padyyHaBakkhe TPaXKEeHOT apaMeTpa.

7.2. Ilpukas pe3yJjiTaTa

Y O0BOM 0/le/bKy TMpecTaB/b€HU Cy pe3yJTaTh CHpPOBeJeHe aHa/u3e OMIUTHX, JIOKAaJHUX U
eKCTpeMaJIHUX CBOjCTaBa C/y4ajHUX Npec/jvKaBamwa. TecTupame je 3aCHUBAHO Ha aHAJU3U CTPYKType
dyHkyroHaHor rpada oBuX GyHKIHMja.

TecTupame je COpoBeieHO 3a JieceT CAyYajHUX NpecauKaBama 06auka ax? + bx + ¢ (mod n) + 1,
rJie je n mpBH TpocT 6poj Behu uam jesHax ox 2%, 3a k = 5, ..., 20. KoedunujenTtu a, b 1 ¢ cy ciay4dajau
npoctu 6pojeBu u3 uaTepsaia {1, ..., 229}

['padnuku nprkas f06HjeHuX pe3yJiTaTa ONLITHX, IOKAJHUX U eKCTPeMaJIHUX CBOjCTaBa TeCTHpaHe
caydajue dpynkuuje 39x% + 257x + 11 (mod n) + 1, 3a cBe BpeJHOCTH lapamMeTpa n, art je rpadpuuuma
1, 2 u 3, pecneKTHUBHO. 3a CBaKy Ipylly CBOjcTaBa NpHKasaH je rpaduK 3aBHCHOCTU BPESHOCTH
onpeheHUX NapaMeTapa o/, BeJIMYMHe YJIa3HOT CKyIla n. 3a JIoKaJ/lHe IapaMeTpe NpeJcTaB/beHH CYy U T3B.
boxplot rpaduny (rpaduk 4). Ha cBuM rpadunuMa, ¥ BpeIHOCTU A0OUjeHUX [TapaMeTapa U BpeJHOCTH
6poja n cKaJMpaHe Cy JOTapUTAMCKH.

JlobujeHu pe3yaTaTH, CBHUX TeCTUpPAaHUX (QYHKLHja, CY NOTBPAUJIM OYeKUBaHe MPUOJIMKHE
BpPEeJHOCTU MapaMeTapa CJAy4ajHUX NpecjvMKaBakba W MOKa3ald Ja HeMa 3HAa4yajHUjUX OACTYIMamba,

nocedbHo 3a Behe n.

47



ANropuTMu 3acCHOBaHM Ha poheHAaHCKOM NapadoKey U NpumeHe

BpegHOCT onuwTer napameTpa

BPedHOCT NOKaHOorr napamMeTpa
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6poj NOBE3aHUX KOMMOHEHTK
6poj nucToBa

6poj yHYTpallHX YBOPOBa
6p0oj LMKAUYHNX YBOPOBa

22 93 94 35 96 o7 8 2'9 2in 2'11 2'12 zia zid 2'15 2'15 2i7 zia 219 2'20 721
BeJINHMHa yna3Hor ckyna

I'paduk 1: Onmrra cBojcTBa

npoceyHa Oy>KWHa nyTakse
npocedyHa AyXKWHa Lukyca .
npoce4yHa AyXKWHa pena

npoce4yHa BeNMYUHa NoOBe3aHEe KOMMOHEHTe
npoce4yHa BennyuHa cTabna
npoceyaH 6poj NpeTxoAHUKa

2‘2 é3 jd 2‘5 és é? 2‘5 2‘3 ziD 2:‘L1 zil 2i3 23.4 23.5 2i6 2i7 2‘13 ziB 2‘20 221
BeNIM4MHa YNna3Hor ckyna

I'paduk 2: JlokasHa cBOjCTBa
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—— Hajay»xa nyTaka

—— Hajoy>Xu UMKNyc
21 —— Hajoyxu pen Ry
2181 —— HajBeha noBe3aHa KOMMNOHEHTa s
—— Hajseke cTabno

BPeOHOCT eKCTpeMaZHOr NapaMeTpa

2'0 2'1 2'2 ja j-: 2'5 js j? 2'5 2'9 2in 2'11 ziz 2i3 2'14 2'15 zis 2i7 2'13 2i9 2'20 221
BENMWYKMHa YNna3Hor ckyna

I'paduk 3: ExcrpeMasiHa cBojcTBa

Ja 6u ce ozapeausa npoceyHa BpPeJHOCT JIOKQ/JIHOT IlapaMeTpa M3 cjy4dajHe MOYeTHe Tadke,
napaMeTap ce pauyyHa 3a CBaKy oy Moryhux mo4eTHUX Ta4yaka, Tj. 3a CBaKy Tauyky ckyna {1, ..., n}. Ha Taj
HauuH JI00HUjeH je CKyl 4YHUjd Cy eJleMEHTH BPEJHOCTH JIOKAJHOI MapaMeTpa 3a pas/M4uTe MoYyeTHe
Tauke. Ha rpaduky 4 npezcraB/beHa je pacnojesia BpeLHOCTH JIOKAJHHUX NapaMeTapa TeCTHpaHe
dyuxuuje 39x2 + 257x + 11 (mod n) + 1, 3a n = 1048583. Jlatu rpaduuu ykasyjy Ha cTeleH
pacrnpocTpameHOCTH U aCHMETPUYHOCTH Mehy nosanuma.

Hexa je {xq, ..., X, } CKyll COpTUpaHUX BPeJHOCTH JIOKAJTHOT MapaMeTpa A06HjeHOr 3a CBaKy O/

MoYeTHUX Tayaka. CBaku oJ; rpaduKa ce CacToju OJi MpPaBOyraoHWKa Yy OKBUPY Kojer cy NMpUKasaHU

. n+1 . 3(n+1) .
nojany o4 AOWeEr KBapTW/a q; = X;,3al = ) JO rOpwmer KBapTW/a gy = X;,3al = — . Jlunuja

KOja JleJIM IpaBOyraoHUWK O3Ha4yaBa MeAujaHy. BepTukasnHe JinHuje Ha rpaduKy cy T3B. whisker nuHuje
Y NIpe/ICTaB/bajy HajMaky, 0JJTHOCHO HajBehy BpegHocT yHyTap 1.5 * (q;, — qy) mocMaTpajyhu o omer,
OZITHOCHO roper KBapTuia. CBe Tauke Koje Cy BaH OBUX I'PaHUIIA IPHUKa3aHe Cy 3aceOHO U CMaTpajy ce

BpeIHOCTUMaA KOje O/ICTYTajy 0/ OCTaJIUX.
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I'paduk 4: Pacrojesa JokaJHUX IapaMeTapa

I'paduk 5 paje mpukas BpeMeHa H3BpIlIaBakba pPeaTru30BaAHUX

BE€JIMYMHE YJIA3HOT CKyIla Nn.

26

24
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20

BpeMe (s)

MeToJla 3a oxapehuBame

6poj NoBe3aHnx KOMMNOHEHTH

6poj nuctoea

6poj yHyTpalkKx YBopoBa

6poj UMKAMYHIX YBOPOBa

NpoceyYHa AyXWUHa NyTake, UMKNYCa U pena
npoceyHa BeNWYWHa NOBE3aHe KOMMOHeHTe U cTabna
npoceyax Bpoj NpeTxoaHWkKa

V.

26 26 ziu 2‘12 zid 216
Benn4Ha ynasHor ckyna

I'paduk 5: BpeMme nsBpiuaBama
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8. 3ak/pyuak

Anasnn3oM asiropuTaMa 3a NpoHasiaXKemwe IIMKJIyca T0KA3aHo je Z1a KOJIM3MOHU HamnaAu, 6a3vpaHu Ha
OBUM aJITOPUTMHMA, KOPUCTE 3HATHO Makhy KOJIMYMHY MeMOPHje 3a UyBakbe MojaTaka Hero yoouvajeHu
reHepudyku Hanagu. OCHOBHHU IWJb HAaNaja je MpOHaJaXKeke KOJIM3Uje HaJ HU30M objeKaTa Koju cy
reHepUcaHu uTepalujama Heke GUKcUpaHe GpYyHKIHje, TpeMa peKyp3uBHOM u3pasy X;,; = F(X;),i = 0.
Y nuJ/by TEOpHjCKOT aHA/IM3Wparka NOHalllakba OBAKBUX HU30Ba, o/iroBapajyha pyHkiuja F ce Mozenyje
Kao CJy4ajHO MpecjuKaBamwe. Y MOorJaB/by 7 U3JIOXKEHU Cy pe3yJITaTU aHa/M3e ONLUTHUX, JIOKAJHUX U
eKCpeMaJITHUX CBOjcTaBa CJIy4ajHUX HpecjvKaBawa. OBOM aHa/M30M MOTBphHeHH cy oArosapajyhu

ACUMIITOTCKHU pe3yJaTaTu AaTu y paay [3].

[TokaszaHo je ja npeJCcTaB/beHU AITOPUTMHU 32 IPOHATAXKEbe [UKJ/Iyca Hajla3e IPUMEHY y TeOPHUjU
6pojeBa U Jla ce MOT'y KOPUCTUTH 3a pellaBakbe NpobJieMa JUCKPETHOT JiorapuTMa U pakTopusalyje.
Jow jefHa mpUMeHa OBUX aJropuTaMa WJIyCTPOBaHA je y Be3U ca MOJEJOM CUTYPHOCTH GJOKOBCKHUX
mudpu. PohensaHckuM HamaZjiMa Koju Cy NpejcTaB/beHU MJIYCTPOBaHA je BaXXKHOCT pOheHJaHCKOr
napajiokca y kpunrtorpadujd M IMOKa3aHO je Jia je OH K/by4 3a pa3yMeBakbe CUTYPHOCTH MHOTHX
kpunrorpadpckux nporokoJia. [lokasaHo je ja ce npu 6/J0KOBCKOM IHpoBawy y ojuoxeHoMm CBC
pexxuMy U3HaJ, poheHJaHCKe IpaHulle, KajJa ce mudpaT abe 6JI0K Mo 610K, KopuinheweM bpeHTOBOT
aJropUTMa MOKe M3BECTH Hamaj ca u3abpaHWM OTBOPEHUM TEKCTOM, KOjU pajy MHOro epUKaCHHU]e
Hero ojrosapajyhu Hana/ Ha 6J10K0BCKO MpoBamwe y 06ruyHoM CBC pexxumy, kajia ce wundpar 1asbe
y nesiHu. Kao Tpeha o6s1acT npuMeHe, Npe/iCTaB/beH je KOJIM3MOHU Halla/| Ha Xelll QYHKIIMje U TI0Ka3aHo
je KaKo ce TeXHUKe 3a MPOHaJaXekhe LUKJIyca MOTY HCKOPUCTUTHU 32 NPOHAJaXKewhe KOJIM3Uja u3aMehy
cMHUCJIeHUX nopyKa. [lokasaHo je 1 fia ce y KOMOMHAIMjK ca apasieJJHUM H3padyHaBawbrMa Hualos
aJIrOpUTaM MOXe UCKOPUCTUTH Y LIU/bY NPOHA/IAXKeha KOJIU3Hja.

Y nwmy [ga/ber HUCTpaXHWBamka NPHUMeHe poheHJaHCKOT Mapajiokca OuJio 6 HHTepecaHTHO
aHaJIM3WpaTHU NpOHaJIAXKehe KOJIM3UWja y OMUITHjOj CUTyallUjHu, Kaia HapeJHU u3abpaHu objeKaT HUje
dyHKLMja NPETXOAHOT, Tj. KaJla ce TEXHUKe U3 OBOT paja He MOry NpUMeHUTH. KpunToaHaIUTUIKU
Hana/i¥ 3aCHOBaHU Ha poheH/JaHCKOM NMapaZ0KCy Cy Y MPAKCU YECTO OrPAaHUYEeHH KOJIMYHNHOM MeMopuje
KOjy 3aXTeBajy, Te ce Jjla/be MOTy Npoy4yaBaTH clelMPUYHU CIydajeBU Hamaja 3a Koje ce TeXHUKe 0BOT
paZila He MOry NPHUMEHUTH, aJIM KOjU UIIAK KOPUCTE Makbe MeMOpHje o[ reHepuykux mertoga. OBU
aJITOPUTMHU TMO3HATH Cy Kao poheHJaHCKMU HamaJu Kpo3 KBaJpUCeKLHje W 6a3vpaHu Cy Ha MoJeau
MOYeTHOT MpobyeMa Ha YETUPH Jies1a, YMECTO Ha /iBa Kao KoJ, yobudajeHUx poheHjaHCcKkuX Hanazga. OBe

TEXHUKE CMakbyjy NOTPeOHY KOJIMYMHY MeMopuje 6e3 3HauajHor noBehamwa BpeMeHa U3BplIaBabha.
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9. Ilpujor

# broj povezanih komponenti
def __os_broj_povezanih_komponenti(self):
# vreme pocetak
pocetno_vreme = time.time()
self.__broj_povezanih_komponenti = nx.number_connected_components(self.__G.to_undirected())
# vreme kraj
self.__broj_povezanih_komponenti_vreme = round(time.time() - pocetno_vreme, 5)

# broj Tistova
def __os_broj_Tlistova(self):
# vreme pocetak
pocetno_vreme = time.time()
self._broj_listova = len([x for x in self._G.nodes() if self._G.in_degree(x) == 0])
# vreme kraj
self._broj_listova_vreme = round(time.time() - pocetno_vreme, 5)

# broj unutrasnjih cvorova
def __os_broj_unutrasnjih_cvorova(self):
# vreme pocetak
pocetno_vreme = time.time()
self._broj_unutrasnjih_cvorova = Ten([x for x in self.__G.nodes() if self.__G.in_degree(x) > 0])
# vreme kraj
self._broj_unutrasnjih_cvorova_vreme = round(time.time() - pocetno_vreme, 5)

# broj ciklicnih cvorova
def __os_broj_ciklicnih_cvorova(self):
# vreme pocetak
pocetno_vreme = time.time()
self._broj_ciklicnih_cvorova = 0
skup_povezanih_komponenti = nx.connected_component_subgraphs(self.__G.to_undirected())
for povezana_komponenta in skup_povezanih_komponenti:
grane_ciklusa = nx.find_cycle(self._G, Tlist(povezana_komponenta.nodes())[0])
self._broj_ciklicnih_cvorova += Ten(grane_ciklusa)
# vreme kraj
self._broj_ciklicnih_cvorova_vreme = round(time.time() - pocetno_vreme, 5)

# prosecna duzina putanje, ciklusa i repa u grafu
# svaka putanja racuna se iz pocetne tacke, gde se kao skup pocetnih tacaka razmatra ceo skup cvorova grafa
# svaki ciklus racuna se iz pocetne tacke, gde se kao skup pocetnih tacaka razmatra ceo skup cvorova grafa
# svaki rep racuna se iz pocetne tacke, gde se kao skup pocetnih tacaka razmatra ceo skup cvorova grafa
# putanja je oblika 'Rho', tj putanja = ciklus + rep
def __Ts_prosecna_duzina_putanje_ciklusa_i_repa(self):
# vreme pocetak
pocetno_vreme = time.time()
self._putanje = []
self.__najduza_putanja = 0
self.__prosecna_duzina_putanje = 0
self.__ciklusi = []
self._najduzi_ciklus = 0
self.__prosecna_duzina_ciklusa
self._repovi = []
self._najduzi_rep = 0
self.__prosecna_duzina_repa = 0
skup_povezanih_komponenti = nx.connected_component_subgraphs(self.__G.to_undirected())
for povezana_komponenta in skup_povezanih_komponenti:
grane_ciklusa = nx.find_cycle(self._G, Tlist(povezana_komponenta.nodes())[0])
velicina_ciklusa = len(grane_ciklusa)
self.__ciklusi.append(velicina_ciklusa)
# pamcenje najduzeg ciklusa
if velicina_ciklusa > self.__najduzi_ciklus:
self._najduzi_ciklus = velicina_ciklusa
povezana_komponenta_bez_ciklusa = nx.Graph(povezana_komponenta)
povezana_komponenta_bez_ciklusa.remove_edges_from(grane_ciklusa)
for ciklicni_cvor, _ in grane_ciklusa:
velicina_stabla = Ten(nx.ancestors(povezana_komponenta_bez_ciklusa, ciklicni_cvor)) + 1
self._prosecna_duzina_ciklusa += velicina_stabla * velicina_ciklusa
duzine_repova =
nx.shortest_path_length(povezana_komponenta_bez_ciklusa, target=ciklicni_cvor).values()
self.__prosecna_duzina_repa += sum(duzine_repova)

]
o
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self.__repovi += duzine_repova
# pamcenje najduzeg repa
if max(duzine_repova) > self.__najduzi_rep:
self.__najduzi_rep = max(duzine_repova)
duzine_putanja = [rep + Tlen(grane_ciklusa) for rep in duzine_repova]
self.__prosecna_duzina_putanje += sum(duzine_putanja)
self._putanje += duzine_putanja
# pamcenje najduze putanje
if max(duzine_putanja) > self.__najduza_putanja:
self.__najduza_putanja = max(duzine_putanja)
self.__prosecna_duzina_ciklusa /= Tlen(self._G.nodes())
self.__prosecna_duzina_repa /= Ten(self.__G.nodes())
self.__prosecna_duzina_putanje /= Ten(self._G.nodes())
# vreme kraj
self.__prosecna_duzina_putanje_ciklusa_i_repa_vreme = round(time.time() - pocetno_vreme, 5)

# prosecna velicina povezane komponente i1 stabla grafa
# svaka povezana komponenta racuna se kao komponenta koja sadrzi pocetnu tacku, gde se kao skup pocetnih
# tacaka razmatra ceo skup cvorova grafa
# svako stablo racuna se kao stablo za pocetnu tacku, gde se kao skup pocetnih tacaka razmatra ceo skup
# cvorova grafa
# stablo za datu pocetnu tacku x_0: svi cvorovi koji na istom mestu ulaze u isti ciklus kao 7 x_0
def __Ts_prosecna_velicina_povezane_komponente_i_stabla(self):
# vreme pocetak
pocetno_vreme = time.time()
self.__povezane_komponente = []
self.__najveca_povezana_komponenta = 0
self.__prosecna_velicina_povezane_komponente = 0
self.__stabla = []
self._najvece_stablo = 0
self.__prosecna_velicina_stabla = 0
skup_povezanih_komponenti = nx.connected_component_subgraphs(self.__G.to_undirected())
for povezana_komponenta in skup_povezanih_komponenti:
velicina_komponente = len(povezana_komponenta.nodes())
self.__prosecna_velicina_povezane_komponente += velicina_komponente * velicina_komponente
self.__povezane_komponente.append(velicina_komponente)
# pamcenje najvece povezane komponente
if velicina_komponente > self.__najveca_povezana_komponenta:
self.__najveca_povezana_komponenta = velicina_komponente
grane_ciklusa = nx.find_cycle(self._G, list(povezana_komponenta.nodes())[0])
povezana_komponenta_bez_ciklusa = nx.Graph(povezana_komponenta)
povezana_komponenta_bez_ciklusa.remove_edges_from(grane_ciklusa)
for ciklicni_cvor, _ in grane_ciklusa:
velicina_stabla = len(nx.ancestors(povezana_komponenta_bez_ciklusa, ciklicni_cvor)) + 1
self.__prosecna_velicina_stabla += velicina_stabla * velicina_stabla
self.__stabla.append(velicina_stabla)
# pamcenje najveceg stabla
if velicina_stabla > self.__najvece_stablo:
self.__najvece_stablo = velicina_stabla
self.__prosecna_velicina_povezane_komponente /= len(self.__G.nodes())
self.__prosecna_velicina_stabla /= Ten(self._G.nodes())
# vreme kraj
self.__prosecna_velicina_povezane_komponente_i_stabla_vreme = round(time.time() - pocetno_vreme, 5)

# pomocna funkcija
# funkcija vraca ukupnu sumu broja prethodnika za svakog od prethodnika zadate tacke x_0 u zadatom grafu G
# suma se racuna rekurzivno, bazirano na BFS algoritmu
def __suma_prethodnika_svih_prethodnika_zadate_tacke(self, G, x_0, nivo=1):
if len(list(G.predecessors(x_0))) == 0:
return 0
suma = 0
for prvi_prethodnik in G.predecessors(x_0):
suma += nivo + self.__suma_prethodnika_svih_prethodnika_zadate_tacke(G, prvi_prethodnik, nivo + 1)
return suma

# prosecan broj prethodnika u grafu
# broj prethodnika racuna se za svaku od pocetnih tacaka, gde se kao skup pocetnih tacaka razmatra ceo skup
# cvorova grafa
# prethodnici date pocetne tacke x_0: skup svih tacaka koje se kroz jednu il1i vise iteracija preslikavaju u
# x_0
def __Ts_prosecan_broj_prethodnika(self):

# vreme pocetak

pocetno_vreme = time.time()

self.__prosecan_broj_prethodnika = 0
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G_bez_ciklusa = nx.DiGraph(self.__G)
ciklusi = []
skup_povezanih_komponenti = nx.connected_component_subgraphs(self.__G.to_undirected())
for povezana_komponenta in skup_povezanih_komponenti:
grane_ciklusa = nx.find_cycle(self.__G, 1ist(povezana_komponenta.nodes())[0])
cvorovi_ciklusa = Tist(x for x, _ in grane_ciklusa)
cikTusi.append(cvorovi_ciklusa)
self.__prosecan_broj_prethodnika += len(povezana_komponenta.nodes()) * len(cvorovi_ciklusa)
G_bez_ciklusa.remove_edges_from(grane_ciklusa)
for ciklus in ciklusi:
for cvor in ciklus:
self.__prosecan_broj_prethodnika +=
self.__suma_prethodnika_svih_prethodnika_zadate_tacke(G_bez_ciklusa, cvor) -
Ten(nx.ancestors(G_bez_ciklusa, cvor))
self.__prosecan_broj_prethodnika /= len(self.__G.nodes())
# vreme kraj
self.__prosecan_broj_prethodnika_vreme = round(time.time() - pocetno_vreme, 5)
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